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УДК 539.3 
 
Н. Д. Вайсфельд, Г. Я. Попов 
 
КРУЧЕННЯ ЗРІЗАНОГО КОНІЧНО-ШАРУВАТОГО ПРУЖНОГО КОНУСА 
 

Отримано точний розв’язок задачі про кручення зрізаного конічно-шарува-
того пружного конуса. Пружні сталі шарів стрибкоподібно змінюються на 
конічних поверхнях. Зовнішня конічна поверхня завантажена дотичними 
крутними напруженнями. Торець конуса або защемлений, або вільний від 
навантаження. Між шарами конуса виконуються умови ідеального контак-
ту. Розв’язок побудовано за допомогою інтегральних перетворень, застосова-
них безпосередньо до рівняння рівноваги при крученні. Встановлено реку-
рентну залежність між константами розв’язків диференціального рівняння 
задачі для сусідніх шарів. Це дало можливість зробити кількість рівнянь для 
визначення констант розв’язків незалежною від кількості шарів. Метод 
розв’язування деталізовано для часткових випадків шаруватості, для яких 
встановлено залежність напружень від співвідношення модулів зсувів сусідніх 
шарів. 

 
Широке застосування функціонально-ґрадієнтних матеріалів та компо-

зитів спонукає до вивчення їх механічних властивостей під дією різнома-
нітних навантажень. Саме це зумовило широкий спектр праць, присвячених 
розробці математичних методів розв’язування задач механіки шаруватих 
середовищ. 

Розвитку теорії інтегральних рівнянь і детальному аналізу нових мето-
дів їх розв’язування для опису хвильових полів шарувато-неоднорідних 
структур присвячені праці В. А. Бабешка та його учнів [2, 7]. Новий метод 
розв’язування задач для шаруватих середовищ, який дозволяє враховувати 
наявність неоднорідностей різного типу усередині шару при довільному їх 
розміщенні та кількості, побудовано у праці О. Д. Пряхіної [15]. Р. М. Куш-
ніром і Б. В. Процюком досліджено взаємодію циліндрично-шаруватих сере-
довищ з урахуванням температури, а саме: квазістатичні температурні на-
пруження у багатошаровому термочутливому циліндрі [9]. О. О. Ватульяном 
задачі для шаруватих середовищ досліджено з урахуванням термічних та 
електричних полів [6]. Ефективні динамічні властивості тривимірних ком-
позитів з урахуванням наявності в них монетоподібних включень вивчає 
В. В. Михаськів [23]. Узагальнення аналітичних методів розв’язування змі-
шаних осесиметричних задач для функціонально-ґрадієнтних середовищ 
наведено у працях В. М. Александрова та учнів [1]. Числові методи щодо 
виявлення закономірностей напруженого стану за дії статичного та дина-
мічного навантаження на шаруваті тіла описано у [20–22, 25]. 

Серед широкого кола методів розв’язування задач для шаруватих се-
редовищ виділимо підхід, який базується на припущенні, що існує інтег-
ральне перетворення, з використанням якого вихідну крайову задачу мож-
на звести до одновимірної. Для кожного шару в цьому випадку будується 
загальний розв’язок відповідного диференціального рівняння, який містить 
невідомі константи. Подальше відшукання цих констант, кількість яких є 
пропорційною до порядку рівняння і кількості шарів, становить основну 
проблему. Зусилля всіх авторів, які використовували такий підхід, були 
зосереджені на зменшенні кількості цих невідомих констант [11, 12, 16, 17]. 
Значний результат у цьому напрямку було отримано Г. Я. Поповим [13, 14]. 
На основі узагальнення відомого методу О. М. Крилова початкових пара-
метрів ним було запропоновано метод, у якому кількість невідомих не за-
лежить від кількості шарів. Це дає змогу апроксимувати функціонально-
ґрадієнтні матеріали шаруватими середовищами з пружними сталими, які 
стрибкоподібно змінюються при переході від одного шару до іншого. За ра-
хунок того, що розв’язок не залежить від кількості шарів, апроксимацію 
вихідної задачі можна уточнювати, збільшуючи кількість шарів. 



113 

Другим важливим аспектом запропонованого підходу є те, що для 
розв’язання задачі використовується безпосередньо рівняння рівноваги при 
крученні. На основі такого підходу було розв’язано задачу про антиплоску 
деформацію клиноподібного шаруватого середовища та шаруватого коніч-
ного тіла [4, 27]. 

У випадку конічної геометрії тіла, яка потребує застосування сферич-
ної системи координат та наявності відповідних інтегральних перетворень, 
врахування шаруватості ускладнює задачу. Кількість праць у цьому напря-
му є незначною [3, 5, 8, 10, 18, 26]. Отже, задача про визначення напруже-
ного стану зрізаного конічного шаруватого тіла під впливом деформації 
кручення, що досліджується у цій публікації, є новою як за постановкою, 
так і за методом розв’язування. 

Постановка задачі. Пружний конус заповнює область < < ∞a r , < θ <0  

< ωn , − π ≤ ϕ < π  ( , ,r θ ϕ  – сферичні ко-

ординати). Модуль зсуву стрибкоподібно 
змінюється на конічних поверхнях θ =  

j= ω , = −…1,2, , 1j n  (рис. 1). У виділе-

ному шарі −ω < θ < ω1j j , = …1, ,j n , мо-

дуль зсуву позначатимемо через jG , а 

переміщення – через ϕ θ = θ( ) ( , ) ( , )j
ju r w r  

( ( , , ) ( , , ) 0)ru r u rθθ ϕ = θ ϕ ≡ . Переміщення ( , )jw r θ , < < ∞a r , −ω < θ < ω1j j , у 

кожному шарі повинні задовольняти рівняння рівноваги при крученні 

 
θ θ θ

′ ′θ + − = = −
θ θ

i i

…2
sin ( , ) ( , )

( , ) 0,    1,2, , 1
sin sin

j j
j

w r w r
r w r j n

[ ]
[ ] . (1) 

Тут і дальше штрихом позначаємо похідну за змінною r , а крапкою – по-
хідну за змінною θ . Відмінні від нуля напруження визначаємо за фор-
мулою [24] 

 ( ) ( , ) ( , ) ( , )j
r j j jr r G rw r w rϕ

′τ θ = θ − θ[ ] , 

 ( ) ( , ) ( , ) ctg ( , )j
j j jr r G w r w rθϕτ θ = θ − θ θi[ ] . (2) 

Вважаємо, що між двома сусідніми шарами з різними модулями зсуву 
виконуються умови ідеального контакту: 

 ( ) ( 1)
1( , ) ( , ),    ( , ) ( , ),   1,2, , 1j j

j j j j j jw r w r r r r r j n+
+ θϕ θϕω = ω τ ω = τ ω = −… . (3) 

Крайову умову на зовнішній конічній поверхні ,  na r< < ∞ θ = ω  ви-

значаємо рівністю 

 ( ) ( , ) ( )n
nr q rθϕτ ω =  

або 

 ( , ) ctg ( , ) ( ),      n n n n n nG w r w r rq r a rω − ω ω = < < ∞i[ ] . (4) 

У випадку, коли торець r a=  зрізаного конуса вважаємо защемленим, 
крайову умову формулюємо у такому вигляді: 

 1 0( , ) 0,      ,      2, , ,      0j j jw a j n−θ = ω < θ < ω = ω =… . (5) 

Якщо торець є вільним від напружень, то крайову умову формулюємо 
так: 

 ( ) 0j
r r a

r ϕ =
τ =[ ]  або ( , ) ( , ) 0j j jG rw a w aθ − θ =i[ ] . (6) 

Потрібно визначити переміщення кожного шару, яке задовольняє 
рівняння (1) за виконання граничних умов (4), (5) або (4), (6) та умов спря-
ження (3). 

 
Рис. 1 
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Зведення задачі до одновимірної та побудова розв’язку при защем-
ленні по сферичній поверхні. За схемою, запропонованою у роботі [26], 
введемо до розгляду нову невідому функцію ( , )ju r θ , зв’язану з вихідною 

функцією переміщень ( , )jw r θ  формулою 

 1 2( , ) ln , ,        lnj j
r rw r r u
a a

−  θ = θ = ξ 
 

/ . (7) 

Частинну похідну за змінною ξ  будемо позначати штрихом. Рівняння 

рівноваги при крученні (1) у позначенні ju  (7) набуде вигляду 

 −

θ ξ θ ξ θ
′′ ξ θ − ξ θ + − = < ξ < ∞ ω < θ < ω

θ θ

i i

12

sin ( , ) ( , )1( , ) ( , ) 0,   0 ,  
4 sin sin

j j
j j j j

u u
u u

[ ]
, 

 = …2, ,j n . (8) 
Враховуючи формули, що пов’язують переміщення і напруження [24], 

умови спряження (3) для нової функції ju  (7) запишемо як 

 1( , ) ( , )j j j ju u +ξ ω = ξ ωi i , 

 1 1 1( , ) ctg ( , ) ( , ) ctg ( , )j j j j j j j j j j j jG u u G u u+ + +ξ ω − ω ξ ω = ξ ω − ω ξ ωi i[ ] [ ] , 

 < ξ < ∞ = −…0 ,    1,2, , 1j n . (9) 

Крайова умова (4) на зовнішній конічній поверхні для ju  буде такою: 

 3 2( , ) ctg ( , ) ( ) ( ),      0n n n n n nG u u ae q aeξ ξξ ω − ω ξ ω = < ξ < ∞i /[ ] . (10) 

Умову (5) защемлення на торці для ju  запишемо так: 

 1 0(0, ) 0,      ,      1,2, , ,      0j j ju j n−θ = ω < θ < ω = ω =… . (11) 

У випадку торця, вільного від напружень, умова (6) для функції ju  

має вигляд 

 1 0
3(0, ) (0, ) 0,     1,2, , ,     ,     0
2j j j ju u j n −

′ θ − θ = = ω < θ < ω ω =… . (12) 

Розглянемо спочатку крайову задачу (8)–(11). Для зведення її до од-
новимірної застосуємо інтегральне перетворення Фур’є за змінною ξ : 

 ,
0

( ) ( , ) sinj ju u d
∞

λ θ = ξ θ ξλ ξ∫  (13) 

з формулою обернення 

 
∞

λξ θ = λξ θ λ
π ∫ ,

0

2( , ) sin ( )j ju u d . (14) 

Застосування перетворень (13) дозволяє водночас задовольнити крайо-
ву умову (11). Як результат, у просторі трансформант отримуємо однови-
мірну крайову задачу 

 λ λ λ −
 ′′ θ + θ θ − + λ + θ = ω < θ < ω  θ

2
, , , 12

1 1( ) ctg ( ) ( ) 0,   
4sin

j j j j ju u u , 

 = …1,2, ,j n , 

 , 1,( ) ( )j j j ju uλ + λω = ω , 

 , , 1 1, 1,( ) ctg ( ) ( ) ctg ( )j j j j j j j j j j j jG u u G u uλ λ + + λ + λ
′ ′ω − ω ω = ω − ω ω[ ] [ ] , 

 1,2, , 1j n= −… , 
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0

0 3 2
, ,

0

( ) ctg ( ) ,    ( ) ( ) sinn n n n n
n

q
u u q ae q ae d

G

∞
ξ ξλ

λ λ λ
′ ω − ω ω = = λξ ξ∫ / . (15) 

Фундаментальною системою розв’язків рівняння задачі (15) є функції 

конуса − − λ θ1
1 2 (cos )iP / , − − λ θ1

1 2 (cos )iQ /  [19]. Перша з цих функцій є дійсною 

функцією для дійсних значень λ , чого не можна стверджувати про другу з 
них. Тому дійсний розв’язок рівняння крайової задачі (15) будуємо у ви-
гляді 

 0 1 1 1
, 1

1( ) ( ) (cos ) ( )Re (cos ),   ,   
2j j j j ju C P C Q iλ ν ν −θ = λ θ + λ θ ω < θ < ω ν = − − λ . 

  (16) 

Тут ( )i
jC λ  – невідомі константи, 0,1i = . Формула (16) є правильною для 

шарів з номерами 2,3 ,j n= … . Для шару 1j =  формулу (16) подамо у 
формі 

 λ νθ = λ θ < θ < ω0 1
1, 1 1( ) ( ) (cos ),        0u C P . (17) 

Враховуючи співвідношення (3.6.1 (7)) з [19]: 

 ν
ν ν

θ
= θ + θ θ

θ

1
2 1(cos )
(cos ) ctg (cos )

dP
P P

d
, 

 
1

2 1(cos )
(cos ) ctg (cos )

dQ
Q Q

d
ν

ν ν
θ

= θ + θ θ
θ

, (18) 

вираз (16) підставимо в умови спряження задачі (15). Ця процедура приве-
де до рівностей, які виконуються для шарів із номерами 2,3, , 1j n= −… : 

 0 1 1 1( ) (cos ) ( )Re (cos )j j j jC P C Qν νλ ω + λ ω =  

 0 1 1 1
1 1( ) (cos ) ( )Re (cos )j j j jC P C Q+ ν + ν= λ ω + λ ω , 

 ( )0 2 1 2 0 2
1 1(cos ) ( )Re (cos ) ( ) (cos )j j j j j j j jG C P C Q G C Pν ν + + νλ ω + λ ω = λ ω +[ ] [  

 1 2
1( )Re (cos ) ,      2, , 1j jC Q j n+ ν+ λ ω = −…] . (19) 

Для 1j =  рівності запишемо так: 

 0 1 0 1 1 1
1 1 2 1 2 1( ) (cos ) ( ) (cos ) ( )Re (cos )C P C P C Qν ν νλ ω = λ ω + λ ω , 

 ν ν νλ ω = λ ω + λ ω0 2 0 2 1 2
1 1 1 2 2 1 2 1( ) (cos ) ( ) (cos ) ( )Re (cos )G C P G C P C Q[ ] . (20) 

Встановимо рекурентну форму для умов (19), (20). Для цього введемо у 
розгляд вектори та матриці: 

 
( )
( )

( ) λ  λ
λ =   = λ =    λ   

…
0 0

1
11

( ) ,    2,3, , ,         ( )
0

j
j

j

C C
j n

C
С С , 

 
1 0

,      1,2, ,
0j

j

j n
G

 
= =  

 
g … , 

 
1 1

2 2

(cos ) Re (cos )
( ) ,       1,2, , 1

(cos ) Re (cos )

j j
j

j j

P Q
j n

P Q

ν ν

ν ν

 ω ω
λ =   = −

 ω ω 
R … , 

 
1

10
1 2

1

(cos ) 0
( )

(cos ) 0

P

P

ν

ν

 ω
λ =   ω 

R . (21) 
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Умови спряження (19), (20) з урахуванням введених векторів і матриць 
(21) набувають вигляду 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ),      2,3, , 1j j j j j j j n+ +λ λ = λ λ = −g R C g R C … , 

 0
1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ),        1jλ λ = λ λ =g R C g R C . (22) 

З співвідношень (22) випливають рівності 

 1 1
1 1( ) ( ) ( ) ( ),        2,3, , 1j j j j j j j n− −

+ +λ = λ λ λ = −C R g g R C … , 

 1 1 0
2 2 2 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ),         1j− −λ = λ λ λ =C R g g R C , (23) 

які запишемо у матричній формі: 

 1( ) ( ) ( ),        2,3, , 1j j j j n+ λ = Ω λ λ = −C C … , 

 0
2 1( ) ( ) ( ),          1j jλ = Ω λ λ =C C , (24) 

де 

 0 1 1 0 1 1
1 2 2 1 1 1( ) ( ) ( ),       ( ) ( ) ( )j j j j j

− − − −
+Ω λ = λ λ Ω λ = λ λR g g R R g g R . (25) 

Матрицю 0
1 ( )Ω λ  після обчислення обернених матриць подамо за ком-

понентами: 

 
∗

ν ν
∗

ν ν

   ω − ωΦ λ Φ λ ω
Ω λ = =      λ + − ω ωΦ λ Φ λ   

2 10 0
1 1 111 120 1

1 2 10 0
2 1 1 121 22

( ) Re (cos )( ) ( ) sin
( )

1 4 ( ) (cos )( ) ( )

Q G Q

P G P/
, 

 ∗ = 1
1

2

G
G

G
. (26) 

При виведенні формули (26) застосовано співвідношення (3.4 (25)) з [19]. 
Подання (26) дозволяє записати рекурентні формули 

 
1

10
2 1 12

1

(cos )
( ) ( ) ( )

(cos )

P

P

ν

ν

 ω
λ = Ω λ λ  ω 

C C , (27) 

 1( ) ( ) ( ),        2,3, , 1j j j j n+ λ = Ω λ λ = −C C … . 

Отже, для невідомого вектора сталих n -го шару отримано 

 ν
− −

ν

 ω
λ = Ω λ Ω λ Ω λ Ω λ λ  ω 

…
1

10
1 2 2 1 12

1

(cos )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(cos )
n n n

P

P
C C  (28) 

або, якщо ввести матрицю 

 0
1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n− −Φ λ = Ω λ Ω λ Ω λ Ω λ… , (29) 

то рекурентне співвідношення, що зв’язує вектор невідомих сталих n -го 
шару з вектором першого шару, набуває вигляду 

 ν

ν

 ω
λ = Φ λ λ  ω 

1
1

12
1

(cos )
( ) ( ) ( )

(cos )
n n

P

P
C C . (30) 

Для того щоб завершити розв’язання одновимірної крайової задачі (15), 
потрібно задовольнити крайову умову на n -му шарі. Для цього використає-
мо подання (21) і (30): 

 0 1 0
1 1( ) ( )n nC G q−λ = ∆ λ[ ] , 

 1 2 2
1 11 21( ) (cos ) ( ) (cos ) ( )Re (cos )n n nP P Qν ν ν∆ λ = ω Φ λ ω + Φ λ ω +% %[ ]  

 2 2 2
1 12 22(cos ) ( ) (cos ) ( )Re (cos )n nP P Qν ν ν+ ω Φ λ ω + Φ λ ω% %[ ] . (31) 
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За формулою (27) отримаємо 2( )λC , а за формулами (25), (29) і (30) по-

будуємо решту векторів коефіцієнтів ( ),  3,4, ,j j nλ =C … . 

Підстановка цих виразів у співвідношення (16) і застосування обер-
неного інтегрального перетворення (14) завершує побудову точного розв’яз-
ку крайової задачі (8)–(11). 

Побудова розв’язку задачі для вільної від напружень сферичної по-
верхні. Якщо торець пружного конуса є вільним від напружень, то для но-
вої функції ju  (7) умова (6) на поверхні r a=  записується у формі (12). 

Для розв’язання крайової задачі (8)–(10), (12) застосуємо інтегральне пе-
ретворення Попова 

 ,
0

( ) ( , ) ( )j ju u d
∞

λ λθ = ξ θ ϕ ξ ξ∫  (32) 

з формулою обернення 

 ,

0

( ) ( )1( , ) ,        1,2, ,
( 9 4)

j
j

u
u d j n

∞
λ λϕ ξ θ

ξ θ = λ =
π λ λ +∫ …

/
, (33) 

де 

 3( ) sin ( ) cos ( )
2λϕ ξ = ξ λ + λ ξ λ  (34) 

( ( )λϕ ξ  – розв’язок рівняння ( ) ( ) 0λ λ
′′ϕ ξ + λϕ ξ =  при умові (0) 3 2 (0) 0λ λ

′ϕ − ϕ =/ ). 

 Застосуємо інтегральне перетворення (32) до рівняння (8), яке у ре-

зультаті буде перетворено на рівняння (15), де 2λ  потрібно замінити на λ . 
Тоді загальний розв’язок рівняння для j -го шару набуде вигляду 

 0 1 1 1
, 1( ) ( ) (cos ) ( )Re (cos ),   j j j j ju C P C Qλ ν ν −θ = λ θ + λ θ ω < θ < ω% % , 

 2,3, , 1j n= −… , 

 0 1
1, 1( ) ( ) (cos )u C Pλ νθ = λ θ% , (35) 

де 1
2

iν = − − λ% , i
jC , 0, 1i = , – невідомі сталі розв’язків для j -го шару. 

Застосування інтегрального перетворення (32) дозволяє автоматично 
задовольнити умову (12). Умови спряження і гранична умова на зовнішній 
поверхні задачі (15) зберігаються попередніми, але скрізь потрібно брати ν%  

замість ν  та замінити вираз 0qλ  на вираз 

 1 3 2

0

( ) ( ) ( )q ae q ae d
∞

ξ ξ
λ λ= ϕ ξ ξ∫ / . (36) 

Решта міркувань стосовно відшукання невідомих констант залиша-
ється незмінною, і всі попередні формули залишаються правильними при 
заміні ν  на ν%  та формули оберненого перетворення (14) на формулу (33). 

Побудова розв’язків поставлених задач для зрізаного конуса та де-
талізація для часткових випадків шаруватості. Оскільки всі коефіцієнти 

( )jC λ , 1, ,j n= … , у формулі (16) для трансформант переміщень знайдено, 

остаточну формулу для переміщень j -го шару у випадку защемленого 
торця конуса запишемо у вигляді 

 0 1 1 1

0

2( , ) ( ) (cos ) ( )Re (cos ) sin ,   2,3, ,j j ju C P C Q d j n
∞

ν νξ θ = λ θ + λ θ λξ λ =
π ∫ …[ ] , 

 0 1
1 1

0

2 1( , ) ( ) (cos ) sin ,        
2

u C P d i
∞

νξ θ = λ θ λξ λ ν = − − λ
π ∫ . (37) 
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Подібно у випадку вільного від напружень торця конуса, використову-
ючи формулу обернення (33), маємо формули 

 
∞

λ ν νϕ ξ λ θ + λ θ
ξ θ = λ =

π λ λ +∫
% % …

0 1 1 1

0

( ) ( ) (cos ) ( ) (cos )1( , ) ,   2,3, ,
( 9 4)

j j
j

C P C Q
u d j n

[ ]

/
, 

 
0 1
1

1
0

( ) ( ) (cos )1 1( , ) ,      
2( 9 4)

C P
u d i

∞
λ νϕ ξ λ θ

ξ θ = λ ν = − − λ
π λ λ +∫ % %

/
. (38) 

Конкретизуємо зовнішнє навантаження, яке діє уздовж конічної по-
верхні nθ = ω , прийнявши його у вигляді 

 ( ) 0,    ,    ( ) ,    ,    ( ) 0,    q r r c q r q c r d q r r d= < = ≤ ≤ = > , (39) 

де c a> . 

За умови такого навантаження формули для визначення виразів 0qλ  та 
1qλ  (575.1, 576.1 [19]) можна звести до вигляду 

 
3 2 0 0

0 1 3 2 1 1
2

( ) ( )
,        ( ) ( )

2( 9 4)
d c

d c

a q g g
q q a q g gλ λ

λ − λ
= = λ λ − λ

λ +

/
/[ ]

[ ]
/

, (40) 

де 

 0 ( ) exp ln 3sin ln 2 cos lng
a a aγ
γ γ γ      λ = λ − λ λ            

, 

 1 3( ) exp ln sin ln
2

g
a aγ
γ γ   λ = λ   

   
. 

Розглянемо випадок, коли шаруватість відсутня. Невідомим коефіцієн-
том в цьому разі є тільки один коефіцієнт ( )С λ , який знаходимо з крайової 

умови на конічній поверхні nθ = ω = ω . 

Якщо конус защемлений по сферичній поверхні, то остаточна формула, 
яка визначає переміщення суцільного зрізаного конуса, має вигляд 

 
0 1

2
0

(cos ) sin2( , )
(cos )

q P d
u

G P

∞
λ ν

ν

θ ξ λ
ξ θ = =

π ω∫  

 
0 0 13 2

2 2
0

( ) ( ) (cos ) sin

( 9 4) (cos )
d cg g P da q

G P

∞
ν

ν

λ − λ θ λξ λ
=

π λ + ω∫
/ [ ]

/
, 

 0 ,        0< ξ < ∞ < θ < ω . (41) 

Якщо торець конуса вільний від напружень, то переміщення визна-
чаємо за формулою 

 
1 1 13 2

2
0

( ) ( ) ( ) (cos )
( , )

( 9 4) (cos )
d cg g Pa q

u d
G P

∞
λ ν

ν

ϕ ξ λ − λ θ
ξ θ = λ

π λ + ω∫ %

%

/ [ ]

/
, 

 0 ,        0≤ ξ < ∞ < θ < ω . (42) 

Використовуючи властивості функцій Лежандра [19], можна показати, 

що 2 2(cos ) 0,  (cos ) 0P Pν νω > ω >% . За формулами переміщень (41), (42), вра-

ховуючи формули переходу (7), визначаємо дотичні напруження (2): 

 3 2( , ) ( , ) ( ) ( , ) 3 2 ( , )r rr ae G ae u uξ ξ −
ϕ ϕ

′τ ω = τ ω = ξ ω − ξ ω/ [ / ] . (43) 
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Для конуса, защемленого по торцю, маємо такий вираз для дотичних 
напружень: 

 ( , ) ( , )r rr aeξ
ϕ ϕτ ω = τ ω =  

 
1 0 0

2 2
0

(cos ) ( ) ( ) cos 3 2sin

(cos )( 9 4)
d cP g q dq

P

∞
ν

ν

ω λ − λ λ λξ − λξ λ
=

π ω λ +∫
[ ][ / ]

/
. (44) 

Для конуса з торцем, вільним від навантаження, формула для напру-
жень відповідно має такий вигляд: 

 
1 1 1

2
0

(cos ) ( ) ( ) sin ( )
( , )

(cos )
d c

r

P g gq
ae d

P

∞
ξ ν

ϕ
ν

ω λ − λ ξ λ
τ ω = − λ

π ω∫ %

%

[ ]
. (45) 

Розглянемо випадок, коли конус складається з двох шарів, 2n = . 
Якщо торець конуса защемлений, то на підставі (37), враховуючи фор-

мули переходу (7), для переміщень отримаємо  

 0 1
1 1 1

0

2( , ) ( ) (cos ) sin ,          0 ,    0u C P d
∞

νξ θ = λ θ λξ λ ≤ ξ < ∞ ≤ θ ≤ ω
π ∫ , 

 0 1 1 1
2 2 2

0

2( , ) ( ) (cos ) ( )Re (cos ) sinu C P C Q d
∞

ν νξ θ = λ θ + λ θ λξ λ
π ∫ [ ] , 

  1 2ω < θ < ω . (46) 

Коефіцієнт 0
1 ( )C λ  визначаємо за формулою (31), роль матриці ( )nΦ λ  

відповідно до (27) буде виконувати матриця (26). Як результат, отримаємо 

 
0 2

0
1 0

2 1 2

( 1 4)
( )

sin ( )

q
C

G
λ λ +

λ =
ω ∆ λ%

/
, (47) 

де 

 0 2 2 2 2 2
2 1 2 1 1 2( ) (cos ) (cos )Re (cos ) (cos )Re (cos )P P Q P Qν ν ν ν ν∆ λ ≡ ω ω ω − ω ω +% [ ]  

 2 1 2
1 1 1 2(cos ) (cos )Re (cos )G P P Q∗

ν ν ν+ ω ω ω −[  

 2 1
2 1(cos )Re (cos )P Qν ν− ω ω ] . (48) 

 Використовуючи формулу (27) та взявши до уваги співвідношення (26) 
та (47), матимемо 

 λλ = ×
∆ λ%

0

2 0
2 2

( )
( )

q

G
C  

 
∗

ν ν ν ν
∗

ν ν

 ω ω − ω ω
×   − ω ω 

1 2 2 1
1 1 1 1 1

2 1
1 1 1

(cos )Re (cos ) (cos )Re (cos )

( 1) (cos ) (cos )

P Q G P Q

G P P
. (49) 

 Застосуємо формули для переміщень (46) з урахуванням виразів для 
визначення сталих (40), (47), (49): 

 
0 03 2

2 12 0
2 20

sin ( ) ( )
( , ) ( , )

( 9 4) ( )
d cg ga q

u Q d
G

∞

λ
λξ λ − λ

ξ θ = θ ω λ
π λ + ∆ λ∫ %

/ [ ]

/
, 

 1 20 ,    < ξ < ∞ ω < θ < ω , (50) 

де 
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 1 1 2
1 1 1( , ) (cos ) (cos )Re (cos )Q P P Qλ ν ν νθ ω = θ ω ω −[  

 ∗
ν ν− ω ω −2 1

1 1 1(cos )Re (cos )G P Q ]  

 1 1 2
1 1 1Re (cos )(1 ) (cos ) (cos )Q G P P∗

ν ν ν− θ − ω ω . (50′) 

 Напруження, що відповідають переміщенням (50) цього шару, відпо-
відно запишемо так: 

 
−ξ

ξ
ϕτ ω = ×

π

3 2
(2)

2
( )

( , )r
ae q

ae
/

 

 
∞

λλ λξ − λξ λ − λ ω ω λ
×

λ + ∆ λ∫ %

0 0
2 1

2 0
20

cos 3 2sin ( ) ( ) ( , )

( 9 4) ( )
d cg g Q d[ / ][ ]

/
. (51) 

У випадку, коли сферичний торець конуса є вільним від напружень, 
переміщення будуть визначатися відповідно до формул (38) за виразами: 

 
0 1
1

1 1
0

( ) ( ) (cos )1( , ) ,     0 ,     0
( 9 4)

C P
u d

∞
λ νϕ ξ λ θ

ξ θ = λ < ξ < ∞ ≤ θ ≤ ω
π λ λ +∫ %

/
, 

 
∞

λ ν νϕ ξ λ θ + λ θ λ
ξ θ = ω ≤ θ ≤ ω

π λ λ +∫ % %
0 1 1 1
2 2

2 1 2
0

( ) ( ) (cos ) ( )Re (cos )1( , ) ,   
( 9 4)

C P C Q d
u

[ ]

/
. 

  (52) 
Повторюючи схему міркувань, що була використана під час отримання 

формули (47), матимемо 

 
1

0
1 0

2 1 2

( 1 4)
( )

sin ( )

q
C

G

λ λ +
λ =

ω ∆ λ%%
/

, (53) 

де 0
λ∆%%  визначається за формулою (47), у якій параметр ν  потрібно заміни-

ти на параметр ν% . Відповідно до цього зміниться і формула (26), яка пере-
твориться на вираз 

 
∗

ν ν
∗

ν ν

 ω − ωω
Ω λ =   λ + − ω ω 

% %

% %

2 1
1 1 10 1

1 2 1
1 1 1

Re (cos ) Re (cos )sin
( )

1 4 (cos ) (cos )

Q Q G

P P G/
. (54) 

 Формулу для переміщень першого шару з (52) подамо у вигляді 

 λλ = ×
∆ λ%%

1

2 0
2 2

( )
( )

q

G
C  

 
∗

ν ν ν ν
∗

ν ν

 ω ω − ω ω
×   − ω ω 

% % % %

% %

1 2 2 1
1 1 1 1 1

2 1
1 1 1

(cos )Re (cos ) (cos )Re (cos )

( 1) (cos ) (cos )

P Q G P Q

G P P
. (55) 

 Після підстановки коефіцієнтів (53), (55) у вираз (52) для переміщень 
другого шару отримуємо 

 
1

1
2 02 0 2

( ) ( , )1( , )
( 9 4) ( )

q Q d
u

G

∞
λ λ λϕ ξ θ ω λ

ξ θ =
π λ λ + ∆ λ

∫
%

%%/
. (56) 

 Вираз 1( , )Qλ θ ω%  визначаємо за формулою (50′), де замість параметра ν  

слід брати параметр ν% . Остаточно, за формулою для переміщень (56) маємо 
таку формулу для визначення напружень другого шару: 
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13 2

(2) (2) 2 1
2 2 0

0 2

sin ( ) ( , )( )
( , ) ( , )

( 9 4) ( )
r r

q Q dae
r ae

∞ξ −
ξ λ λ

ϕ ϕ
ξ λ ω ω λ

τ ω = τ ω =
π λ λ + ∆ λ

∫
%

%%

/

/
. 

Числові результати та їх обговорення. Розрахунки було виконано для 
конуса, що складається з двох шарів. До зовнішньої поверхні < < ∞a r , 
θ = ω2  прикладене навантаження (39). Виконано обчислення величини 

θϕτ ω
ϒ = 1

1

( , )

( )

r

q r
 для різних співвідношень розмірів шарів із різними 

модулями зсуву.  
З наведених у табл. 1 даних бачимо, що у випадку, коли модуль зсуву 

зовнішнього шару є меншим від модуля зсуву внутрішнього шару (G∗ =  

1 2 2)G G= =/ , зростання розміру внутрішнього шару приводить до змен-

шення величини ϒ1 . 

 Таблиця 1. Значення 1ϒ  при 2G∗ = . 

Розміри шарів / 5r a =  / 10r a =  / 15r a =  / 20r a =  

πω =1 6
, πω =2 4

 1.1006 1.0093 0.7683 0.6475 

πω =1 4
, πω =2 3

 1.0103 0.9983 0.6288 0.4753 

Якщо зовнішній шар має більший за величиною модуль зсуву, ніж 
внутрішній шар ∗ = =1 2( 1 2)G G G/ / , то, як випливає з даних табл. 2, зі 

зростанням розміру зовнішнього шару відмічається зростання величини ϒ1 . 

 Таблиця 2. Значення 1ϒ  при 1 2G∗ = / . 

Розміри шарів / 5r a =  / 10r a =  / 15r a =  / 20r a =  

πω =1 6
, πω =2 4

 1.8413 1.6237 1.3908 1.0004 

πω =1 4
, πω =2 3

 1.9716 1.8211 1.4213 1.2112 

 
Висновки.  

– Отримано явний розв’язок задачі про кручення зрізаного нескін-
ченного конічно-шаруватого конуса. 

– Встановлено залежність величини напружень від відношення моду-
лів зсувів шарів для випадку двошарового конуса. 

– Запропонований підхід можна використати для розв’язання осеси-
метричної задачі для шаруватого пружного конуса. 

– Підхід можна застосувати при розв’язуванні задач для функціо-
нально-ґрадієнтних середовищ шляхом апроксимації їх шаруватим 
середовищем, пружні сталі якого стрибкоподібно змінюються. За раху-
нок того, що кількість рівнянь для визначення констант розв’язку 
диференціального рівняння задачі не залежить від кількості шарів, 
апроксимацію вихідної задачі можна уточнювати, збільшуючи кількість 
шарів. 
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КРУЧЕНИЕ УСЕЧЕННОГО КОНИЧЕСКИ-СЛОИСТОГО УПРУГОГО КОНУСА 
 
Получено точное решение задачи о кручении усеченного конически-слоистого 
упругого конуса. Упругие постоянные слоев скачкообразно меняются на кони-
ческих поверхностях. Внешняя коническая поверхность загружена касательными 
крутильными напряжениями. Торец конуса либо защемлен, либо свободен от 
напряжений. Между слоями конуса выполняются условия идеального контакта. 
Решение построено с помощью интегрального преобразования, которое применено 
непосредственно к уравнению равновесия при кручении. Установлена рекуррент-
ная зависимость между постоянными в решении дифференциального уравнения 
задачи для соседних слоев. Это дало возможность сделать количество уравнений 
для определения констант независимым от количества слоев. Метод детализи-
рован для частных случаев слоистости, для которых установлена зависимость 
напряжений от соотношения модулей сдвига соседних слоев. 
 
TORSION OF A TRUNCATED CONICAL-LAYERED ELASTIC CONE 
 
The exact solution of the torsion problem for the elastic conical-layered truncated elastic 
cone is obtained. The elastic constants of the layers change step-wise on the conical 
surfaces. The external conical surface is loaded by the tangent torsion stresses. The edge 
of the cone is fixed or is free from the stresses. The conditions of perfect contact are 
fulfilled between the layers. The solution of the problem is constructed using the 
integral transform which is applied directly to the equation of equilibrium in torsion. 
The recurrent dependence is established between the constants in the solution of the 
problem’s differential equation for the adjacent layers. It give us an opportunity to 
make the quantity of the equations for their determination independent from the layers’ 
quantity. The method’s detailed elaboration is proposed for some partial cases of 
stratification. The stress’ dependence from the shear modulus of the adjacent layers is 
estimated.  
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