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СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ СТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
И ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОГО СЛОЯ 
 

Получены аналитические решения задач стационарной теплопроводности и 
теории упругости для полубесконечного слоя при выполнении условий гладко-
го контакта на торце. Метод решения основан на приведении уравнений Ла-
ме к двум совместно и одному отдельно решаемым уравнениям. Применение 
интегральных преобразований к полученным уравнениям равновесия позволи-
ло получить точное решение задачи в пространстве трансформант. Разра-
ботана методика вычисления кратных интегралов, содержащих осциллиру-
ющие функции. Исследованы поля температуры и напряжений в полубеско-
нечном слое в зависимости от параметров площадки, по которой приложена 
нагрузка, и условий на нижней грани слоя. 

 
Введение. Ряд методов исследования трехмерных задач теории упру-

гости основывается на представлении решений однородных уравнений 
Ламе с помощью гармонических и бигармонических функций. Такие пред-
ставления даны Буссинеском, Кельвиным и Тайтом [16]. Б. Г. Галеркин вы-
разил общее решение однородных уравнений равновесия для изотропного 
тела через три бигармонических функции. В работах П. Ф. Папковича [11] и 
Г. Нейбера [8] предложено решение, содержащее четыре гармонические 
функции, что сводит решение уравнений Ламе к решению последователь-
ности гармонических уравнений с неразделенными граничными условиями. 
Вопрос о возможности уменьшения числа гармонических функций до трех 
был рассмотрен в работах [18, 21]. 

С помощью функций комплексного переменного и интегралов типа Ко-
ши в монографиях Г. В. Колосова [5] и Н. И. Мусхелишвили [7] разработан 
эффективный метод решения плоских граничных задач теории упругости, 
ставший впоследствии классическим. Хотя этот метод непосредственно 
неприменим к пространственным задачам теории упругости, аппарат функ-
ций комплексной переменной используется и при решении задач данного 
класса. Так, в работе Г. Н. Положия [12] предложен метод решения осесим-
метричных пространственных задач теории упругости, связанный с исполь-
зованием двух P -аналитических функций, являющийся аналогом метода 
комплексных потенциалов Колосова – Мусхелишвили. 

Еще одним методом исследования трехмерных задач теории упругости 
является метод интегральных уравнений, с помощью которого доказаны 
теоремы существования и единственности решения краевых задач статики. 
Этот метод часто служит основой для разработки алгоритмов численного 
решения задач теории упругости [6]. 

Широко применяется в задачах пространственной теории упругости 
метод интегральных преобразований. С помощью соответствующего интег-
рального преобразования осуществляется переход к более простой задаче в 
пространстве трансформант. Основная трудность при решении задач таким 
способом заключается в проведении обращения интегральных преобразова-
ний. Обширная библиография работ по использованию этого метода в зада-
чах теории упругости приведена в монографии [20]. 

Необходимо отметить высокую эффективность и при решении про-
странственных задач теории упругости метода R -функций В. Л. Рвачева 
[17]. Применение этого метода позволяет на аналитическом уровне учесть 
содержащуюся в постановке краевой задачи геометрическую информацию. 

Одним из основных методов, применяемых при решении пространст-
венных задач теории упругости, является метод Фурье, который основан на 
применении криволинейных ортогональных систем координат, допуска-
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ющих разделение переменных в трехмерном уравнении Лапласа для задач 
статики. При решении задач методом разделения переменных используют-
ся различные представления решений уравнений равновесия через функ-
ции напряжений. С помощью таких представлений исходная задача приво-
дится к решению дифференциальных уравнений более простой структуры. 
Каждая функция напряжений в этих уравнениях не связана с другими, но 
в граничные условия она при этом входит совместно с остальными. Чаще 
других используется решение в форме Папковича – Нейбера, поскольку 
оно позволяет применять при решении граничных задач теории упругости 
классические решения теории потенциала, представляемые в форме рядов 
и интегралов, содержащих специальные функции. 

Метод исследования пространственных задач математической физики 
– метод собственных вектор-функций, который является векторным анало-
гом метода Фурье, предложен в [19]. Он заключается в построении собст-
венных функций векторной структуры на граничной поверхности тел. С по-
мощью этого метода были получены решения сложных трехмерных задач 
теории упругости. 

В монографии [4] разработан метод двумерных сингулярных интег-
ральных уравнений для трехмерных задач стационарной теплопроводности 
и термоупругости для тел с трещинами, благодаря которому решены ряд 
задач для полубесконечного тела с трещинами. 

В данной работе используется новый подход, предложенный Г. Я. По-
повым [14]. Метод основан на приведении уравнений Ламе к одному неза-
висимо и двум совместно решаемым уравнениям. При этом граничные 
условия также разделяются, что существенно упрощает технику вычисле-
ний по сравнению с традиционными методами решений. 

Постановка задачи стационарной теплопроводности. Изучение тем-
пературного распределения в слое является важным как с практической, 
так и с теоретической точки зрения. Задачи теплопроводности для полубес-
конечного слоя исследовались многими авторами в статической и динами-
ческой постановках [3, 9, 10, 22–27]. Зачастую численный расчет по полу-
ченным формальным решениям являлся проблематичным в связи с нали-
чием входящих в формулы интегралов от осциллирующих функций. 

Рассмотрим упругий полубесконечный слой (рис. 1), описываемый в де-
картовой системе координат соотношениями 

 0 ,       ,       0x y z h< < ∞ − ∞ < < ∞ < < . (1) 

 
Рис. 1 

Грани 0x =  и 0z =  предполагаются теплоизолированными: 

 
0 0

( , , ) ( , , )
0,          0

x z

T x y z T x y z
x z= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
, (2) 

здесь T  – температура слоя. На грани z h=  по участку 0,x A∈ [ ] , y ∈ 

,B B∈ −[ ]  задана температура: 

 ( , , ) ( , ),     0, ,      ,T x y h f x y x A y B B= ∈ ∈ −[ ] [ ] . (3) 
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Требуется построить в области (1) убывающее на бесконечности реше-
ние уравнения Лапласа 

 
2 2 2

2 2 2
( , , ) 0,         T x y z

x y z
∂ ∂ ∂∆ = ∆ = + +

∂ ∂ ∂
, (4) 

удовлетворяющее краевым условиям (2), (3). 
Построение решения задачи методом интегральных преобразований. 

Применим к краевой задаче (2)–(4) косинус-преобразование Фурье по пере-
менной x  и полное преобразование Фурье по переменной y . В пространст-
ве трансформант этих интегральных преобразований исходная задача за-
пишется в форме 

 2( ) ( ) 0,       (0, )T z N T z z hαβ αβ
′′ − = ∈ , (5) 

 2 2 2(0) 0,     ( ) ,     T T h f Nαβ αβ αβ
′ = = = α + β , (6) 

где α , β  – параметры преобразования Фурье. Зная общее решение урав-
нения (5) и удовлетворяя граничным условиям (6), найдем решение задачи 
в трансформантах: 

 
ch

( ) ( ),       ( )
chN N

Nz
T z f F z F z

Nhαβ αβ= ⋅ = . (7) 

Применяя последовательно обратные преобразования Фурье к формуле (7), 
построим решение исходной задачи 

 
0

2 1( , , ) ( ) cos
2

i y
NT x y z f F z x e d d

∞ ∞
− β

αβ
−∞

= ⋅ ⋅ α ⋅ α β
π π ∫ ∫ . 

С использованием формулы (1.314(3)) из [2] построенное решение запи-
шем в виде 

 
2

0 0

1( , , ) ( , ) ( ) cos ( )
2

NT x y z f F z x
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞

= ξ η α − ξ +
π ∫ ∫ ∫ ∫ [  

 ( )cos ( ) i yx e d d d d− β −η + α + ξ α β ξ η


] . (8) 

Учитывая тот факт, что подынтегральная функция является четной по 
переменной α , и используя формулу Эйлера, преобразуем правую часть 
равенства (8). Применение известной формулы [13] 

 2 2 2 2
0

0

1 ( ) ( ) ( )
2

i x i yF e d d tF t J t x y dt
∞ ∞ ∞

− α − β

−∞ −∞

α + β α β = +
π ∫ ∫ ∫ , 

где 0 ( )J t  – функция Бесселя, позволяет записать решение задачи в виде 

 0
0 0

( , , ) ( ) ( , , , , )
2

A B

t
B

CT x y z tF z J t x y dt d d
∞

−

 = ⋅ ξ η ξ η π  ∫ ∫ ∫ % . (9) 

Здесь в качестве функции ( , )f x y  выбрано ( , )f x y C= , constC = , а  

 2 2 2 2
0 0 0( , , , , ) ( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )J t x y J t x y J t x yξ η = − ξ + − η + + ξ + − η% . 

Методика вычисления кратных интегралов в полученном решении. 
Опишем подробно методику вычисления полученных интегралов. С этой 
целью поменяем порядок интегрирования в интеграле (9) и воспользуемся 
интегральным представлением функции Бесселя [1] 

 2 2
0 ( ( ) ( ) )J t x y± ξ + − η =  

 
2

0

2 cos cos ( ) cos sin ( )t x t y d
π

= ψ ± ξ ψ − η ψ
π ∫

/

[ ] [ ] , 
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которое подставим в формулу (9) и вычислим входящие туда повторные 
интегралы. После элементарных преобразований получим 

 
2

4( , , ) ABT x y z C= ×
π

 

 
2

,

0 0

( ) ( ) cos ( cos ) cos ( sin )A B
t ttF z S tx ty d dt

π ∞

× ψ ψ ψ ψ∫ ∫
/

, (10) 

где 

 , 1 1( ) ( cos ) sin ( cos )( sin ) sin ( sin )A B
tS tA tA tB tB− −ψ = ψ ψ ψ ψ . 

Рассмотрим интеграл 

 
2

, ,
2

0

4( , ) ( ) cos ( cos ) cos ( sin )A B A B
t t

ABJ x y S tx ty d
π

= ψ ψ ψ ψ
π ∫

/

. (11) 

Функция , ( )A B
tS ψ  – бесконечно дифференцируемая по переменной ψ . Кро-

ме, того она является четной, что позволяет путь интегрирования в интег-
рале принять равным ( 2, 2)− π π/ / , уменьшив его значение в 2  раза. Выбрав 

замену переменной sin ψ = τ , преобразуем соотношение (11) к виду 

 
1

, ,
,2 2

1

2( , ) ( , )
1

A B A B
t t

AB dJ x y F x yτ
−

τ=
π − τ

∫ , (12) 

 
2

, 2
, 2

sin 1 sin ( )
( , ) cos 1 cos ( )

1

A B
t

tA tB
F x y tx ty

tBtA
τ

− τ τ
= − τ τ

τ− τ

( )
( ) . 

Интеграл в (12) вычисляли на основании квадратурной формулы Гаусса. 
Окончательно решение (10) примет вид 

 ,
,

1 0

ch ( )2( , , ) ( , )
ch ( ) k

N
A B
t

k

tzCT x y z t F x y dt
N ht

∞

τ
=

= ⋅
π ∑ ∫ , (13) 

где kτ  – нули многочлена Чебышева 1-го рода. 

 Результаты численных расчетов. В табл. 1 приведены значения тем-
пературы, рассчитанные по формуле (13), вдоль боковой грани слоя при 
толщине слоя 1h = . Три рассмотренных случая соответствуют участкам 
температурной нагрузки, выбранным в форме: квадрата (при 2B A= / ); 

прямоугольника, вытянутого вдоль оси y  (при 2B A= ); прямоугольника, 

вытянутого вдоль оси x  (при 4B A= / ). Как следует из анализа получен-
ных данных, максимальные значения температуры достигаются при раз-
мере участка нагрева 2B A =/ . При распределении температуры по пря-
моугольнику, вытянутому вдоль оси x , достигаются минимальные значения 
температуры. Для всех трех случаев характерно расположение экстре-
мальных значений на границе области.  
 При увеличении толщины слоя h  общая картина распределения тем-
пературы сохраняется при уменьшении ее абсолютных значений. 
 Таблица 1 

 (0,0, )T z  
z  0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

2B A= /  0.3601 0.3799 0.4432 0.5634 0.7629 0.9887 

2B A=  0.7090 0.7220 0.7608 0.8255 0.9215 0.9998 
4B A= /  0.1944 0.2076 0.2526 0.3515 0.5735 0.9675 
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 Постановка задачи теории упругости для полуслоя и сведение ее к 
одномерной. Упругий слой (см. рис. 1) 0 x≤ , y− ∞ < < ∞ , 0 z h< <  (с мо-

дулем сдвига G  и коэффициентом Пуассона µ ) загружен нормальной сжи-

мающей нагрузкой по грани z h= . На гранях 0x =  и 0z =  заданы усло-
вия гладкого контакта. Требуется определить смещения ( , , )u x y z , ( , , )v x y z , 

( , , )w x y z  точек упругой среды. С целью решить поставленную задачу при 
произвольном нормальном сжимающем нагружении получим сперва ре-
шение для единичной нормальной сжимающей силы, приложенной в про-
извольной точке с координатами ( , , )a b h . Постановку задачи в этом случае 
формулируем следующим образом: 

 0 0 0 0 0u v w ′∆ + µ Θ Θ Θ =
,i� �( ) ( ) , 

 ( ) ( ),     0,     0z zx zyz h z h z h
x a y b= = =

σ = − δ − δ − τ = τ = , 

 0 0 0
0,        0,        0xz xyx x x

u = = =
= τ = τ = , 

 0 0 0
0,        0,        0zx zyz z z

w = = =
= τ = τ = . (14) 

Штрихом здесь и далее обозначаем производную по переменной x , точкой 

– по переменной y , запятой – по переменной z ; u v w′Θ = + +
,i  – 

объемное расширение; 1
0 (1 2 )−µ = − µ ; ( )δ ξ  – дельта-функция Дирака. 

Переформулируем краевые условия (14) в терминах смещений, учиты-
вая известные формулы связи смещений и напряжений [10] и введем неиз-
вестные функции, связанные с исходными соотношениями [14] 

 ( , , ) ( , , ) ( , , )Z x y z u x y z v x y z′= + i , 

 °( , , ) ( , , ) ( , , )Z x y z v x y z u x y z′= − i . (15) 

В обозначениях (15) исходная краевая задача запишется в форме 

 0 0( ) 0,        ( ) 0xy xyZ Z w w Z w∆ + µ ∇ + = ∆ + µ ∇ + =
, , ,

, (16) 

 0( , , ) (1 ) ( , , ) ( ) ( ) (2 )Z x y h w x y h x a y b Gµ + − µ = − δ − δ − µ
,

/ , 

 °, ,
( , , ) ( , , ) 0,        ( , , ) 0xyw x y h Z x y h Z x y h∇ + = = , 

 °(0, , ) 0,        (0, , ) 0,        (0, , ) 0Z y z w y z Z y z′ ′= = = , 

 
,

( , ,0) ( , , 0) 0,      ( , ,0) 0xyw x y Z x y w x y∇ + = = , 

 ° 2 2

2 2

,
( , ,0) 0,         xyZ x y

x y
∂ ∂= ∇ = +

∂ ∂
. (17) 

Дальнейшее применение преобразования Фурье по переменной y  и 
косинус-преобразования по переменной x  сводит задачу (16), (17) к од-
номерным задачам, одна из которых содержит два совместно решаемых 
уравнения 

 1 2 1
0( ) ( ) ( ) 0,      0w z N w z Z z z h− −

βα ∗ βα ∗ βα
′′ ′− µ + µ µ = < < , 

 2
0( ) ( ) ( ) 0Z z N Z z w zβα ∗ βα βα

′′ ′− µ + µ =[ ]  (18) 
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с краевыми условиями 

 2 ( ) ( ) 0N w h Z hβα βα
′− + = , 

 1
0( ) (1 ) ( ) (2 ) cos i bZ h w h G a e− β

βα βα
′µ + − µ = − µ α ⋅ , 

 2(0) 0,        (0) (0) 0w N w Zβα βα βα
′= − + = . (19) 

Вторая краевая задача формулируется относительно неизвестной 

функции ° ( )Z zβα  и является однородной, следовательно, °( , , ) 0Z x y z = . 
Для записи системы однородных уравнений (18) в векторном виде вве-

дем в рассмотрение вектор и матрицы 

 
1 1

2

( ) 0 0
( ) ,       ,        

( ) 0 0

w z
z

Z z N

− −
βα ∗ ∗

βα ∗

     µ µ
= = =        µ −    

y Р Q . 

В этих обозначениях система (18) формулируется в форме векторного 
уравнения 

 2 ( ) 0,       0L z z h= < <y[ ] , (20) 

где 2
2 0( ) ( ) ( )L z z N z′′ ′≡ + µ −Iy Qy Py ; I  – единичная матрица второго по-

рядка. 
Прежде чем построить решение векторного уравнения (20), требуется 

найти решение матричного уравнения 

 2 ( ) 0,        0L z z h= < <Y[ ] . (21) 

Метод получения решения матричного уравнения (21) подробно изло-
жен в [15], где также указан способ построения фундаментальной матрич-
ной системы решений уравнения (21) ( )z−Y , ( )z+Y . С ее помощью решение 
векторного уравнения (20) строим как комбинацию матриц 

 1 0 1 0
0 0 1 1( ) ( ) ( )z z C C z C C− += +y Y Y

� �( ) ( ) , 

 
1

0 02 1
( ) ,    3 4 ,     1

( )

Nz Nz z
z e

N z Nz

−
∗

∗−
∗

 − ± µ
= µ = − µ µ = + µ  µ 

Y ∓
∓

∓

∓ ∓

æ
æ

æ
. 

Неизвестные постоянные ,  , 0,1j
iC i j = , находим из граничных условий (19). 

Трансформанты искомых функций примут вид 

 1
cos( ) ( , )

2

i b

N

a ew z F N z
GD

β

βα
α ⋅= ⋅ , 

 2
cos( ) ( , )

2

i b

N

a eZ z F N z
GD

β

βα
α ⋅= ⋅ , (22) 

где 

 1( , ) ( )(sh ( )) ( )(ch ( ))F N z z h N h z h z N h z= + − − − + +  

 −+ µ − + + −1
1

1 ( ch ( ) ch ( ))N h z N h z
N

, 

 2 ( , ) ( ) ch ( ) ( ) ch ( )F N z N z h N h z N h z N h z= + − + − + −  

 1
0 (sh ( ) sh ( ))N h z N h z−− µ + + − , 

 4 2 sh (2 )ND Nh Nh= + . 
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Трансформанты исходных смещений отыскиваются по формулам 

 2 2( ) ( ),         ( ) ( )u z N Z z v z i N Z z− −
βα βα βα βα= α = β . (23) 

Чтобы найти оригиналы смещений, применим к (22), (23) обратные преобра-
зования Фурье 

 
∞ ∞

− β −

−∞

= ⋅ α ⋅ α β α
π ∫ ∫ ( )1

0 2
0

( , )1( , , ) cos cos
2

i y b

N

F N z
w x y z e a x d d

DG
, 

 0 22 2
0

1 cos( , , ) ( , ) sin
2

i b
i y

N

a eu x y z F N z e x d d
G N D

∞ ∞ β
− β

−∞

α ⋅ α ⋅= ⋅ ⋅ α β α
π ∫ ∫ , 

 0 22 2
0

cos1( , , ) ( , ) sin
2

i b
i y

N

i a e
v x y z F N z e x d d

G N D

∞ ∞ β
− β

−∞

β ⋅ α ⋅= ⋅ ⋅ α β α
π ∫ ∫ . (24) 

В соотношении для 0 ( , , )w x y z  из (24) воспользуемся формулой Эйлера, 

формулой (1.314.(1)) из [2], четностью подынтегральной функции по пере-
менной α , а также формулой [13] 

 0
0 1

0

( , , , , )1( , , ) ( , )
4 t

J t x y a b
w x y z t F t z dt

G D

∞

= ⋅
π ∫

%
. 

Построенное смещение от единичной нормальной сжимающей силы по-
зволяет найти смещение в слое при произвольной сжимающей нагрузке с 
интенсивностью ( , )p a b , приложенной по площадке 0 x A< < , B y B− < < : 

 0
0

( , , , , ) ( , ) ( , , ; , )
A B

B

w x y z A B p a b w x y z a b da db
−

= ∫ ∫ . (25) 

Заметим, что при такой постановке задача эквивалентна задаче для 
бесконечного слоя x− ∞ < < ∞ , y− ∞ < < ∞ , 0 z h< <  с распределенной по 

участку A x A− < < , B y B− < <  нагрузкой.  
Приведем формулу (25) к виду, удобному для численной реализации, 

используя описанную выше методику: 

 
2

, 1
2

0 0

( , )2( , , ) ( ) cos ( cos ) cos ( sin )A B
t

t

F t z
w x y z S tx ty d dt

tDG

π ∞

= ψ ψ ψ ψ
π ∫ ∫

/

. (26) 

Выражения для смещений ( , , )u x y z  и ( , , )v x y z  найдем аналогично, как и 

для смещения ( , , )w x y z : 

 ( , , )u x y z =  

 
2

, 2
2

0 0

( , )2 ( ) cos ( cos ) cos ( sin )A B
t

t

F t z
S tx ty d dt

x tDG

π ∞
∂ = − ψ ψ ψ ψ ∂ π ∫ ∫

/

, 

 ( , , )v x y z =  

 
2

, 2
2

0 0

( , )2 ( ) cos ( cos ) cos ( sin )A B
t

t

F t z
S tx ty d dt

y tDG

π ∞
∂ = − ψ ψ ψ ψ ∂ π ∫ ∫

/

. 

Совершим замену переменных и введем обозначения (далее штрихи 
над символами опускаем) z z h′= , 0,1z′ ∈ [ ] , hA A h= / , hB B h= / . Тогда 

формула смещения (26) примет вид 

 

,
,

12
1 0

( , )
( , , ) ( , )

1

k

A h B hN
t

k k k

F x yhw x y z F t z dt
GN t

∞
τ

=
=

π − τ τ
∑ ∫

/ /

. 

Воспользовавшись известной формулой, связывающей напряжения и 
смещения, запишем окончательное выражение для напряжения: 
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где 

 2 2( , ) sin ( 1 ) sin ( ) cos ( 1 ) cos ( )k h k h k k kF t tA tB tx tyτ = − τ τ − τ τ , 

 (1) sh 2 2tD t t= + . 

В случае, когда нижняя грань 0z =  жестко закреплена, соотношение 
для напряжения запишется так: 
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æ æ

æ
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Результаты численных расчетов. В результате расчетов (они проводи-
лись для упругих материалов двух видов – стекло: 1 4µ = / , 26.2G = ГПа и 

медь: 1 3µ = / , 44.7G = ГПа), выявлено, что величина нормального напря-
жения на боковой стенке слоя по абсолютному значению существенно боль-
ше, когда нижняя грань жестко закреплена, по сравнению со случаем, 
когда на нижней грани заданы условия гладкого контакта. В табл. 2 приве-

дены значения нормального напряжения (2) ( , , )x x y zσ  на боковой грани для 
случая, когда нижняя грань полуслоя жестко закреплена. Исследована за-
висимость величины напряжений от формы участка распределения нагруз-
ки и материала среды. Как видно, значения нормальных напряжений для 
материала с коэффициентом Пуассона 1 3µ = /  выше, чем для материала с 

1 4µ = / . Для случая 1 3µ = /  при распределении нагрузки по квадратному 
участку и по прямоугольной площадке, вытянутой вдоль оси x , наблюда-
ются положительные значения нормального напряжения, что означает 
отрыв полуслоя от стенки. Значения растягивающих напряжений выше, 
когда участок распределения нагрузки имеет форму квадрата. Значения 
сжимающих напряжений увеличиваются при прямоугольной форме участ-
ка приложения нагрузки, влияние нагрузки начинает существенно ска-
зываться на абсолютной величине напряжений примерно при 2 3/  высоты 

слоя h . Максимального значения, равного 0.7138− , напряжение достигает 
в случае, когда нагрузка распределена по прямоугольнику, вытянутому 
вдоль оси x , при 1 3µ = / . 
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 Таблица 2 

 (2) (0,0, )x zσ  

z  0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

1 4µ = /  –0.0055 –0.0185 –0.0606 –0.1402 –0.2624 –0.4844 
2B A= /  

1 3µ = /  0.0816 0.0278 –0.0471 –0.1587 –0.3174 –0.5777 

1 4µ = /  –0.0914 –0.0632 –0.0789 –0.1342 –0.2171 –0.4159 
2B A=  

1 3µ = /  –0.0540 –0.0393 –0.0703 –0.1415 –0.2402 –0.4552 

1 4µ = /  0.0024 –0.0098 –0.0394 –0.1001 –0.2236 –0.5639 
4B A= /  

1 3µ = /  0.0578 0.0177 –0.0336 –0.1179 –0.2804 –0.7138 

Заключение. В работе получено аналитическое решение задач стацио-
нарной теплопроводности и упругости для полуслоя, на торце которого за-
даны условия гладкого контакта. Установлено, что закрепление нижней 
грани существенно влияет как на абсолютные значения напряжений на 
боковой стенке слоя, так и на появление зон растягивающих напряжений. 
Полученные в работе формулы смещений и напряжений могут быть ис-
пользованы в задачах несвязанной термоупругости, а также при решении 
контактных задач о вдавливании штампа в упругое основание в виде толс-
той полубесконечной плиты, нижняя грань которой либо закреплена, либо 
лежит на твердом основании. 
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ЗМІШАНІ ЗАДАЧІ СТАЦІОНАРНОЇ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ І ТЕОРІЇ 
ПРУЖНОСТІ ДЛЯ НАПІВНЕСКІНЧЕННОГО ШАРУ 
 
Отримано аналітичні розв’язки задач стаціонарної теплопровідності і теорії 
пружності для напівнескінченного шару за умов гладкого контакту на торці. 
Метод розв’язування базується на зведенні системи рівнянь Ляме до двох спільно 
розв’язуваних рівнянь i одного окремо розв’язуваного рівняння. Подальше викорис-
тання інтегральних перетворень до трансформованих рівнянь рівноваги дозво-
лило отримати точний розв’язок задач у просторі трансформант. Наведено ме-
тодику обчислення кратних інтегралів, що містять осцилюючі функції. Дослід-
жено поля температур і напружень у шарі залежно від параметрів області на-
вантаження та умов на нижній грані шару. 
 
MIXED STATIONARY HEAT CONDUCTION AND ELASTICITY THEORY 
PROBLEMS FOR A SEMI-INFINITE LAYER 
 
Analytical solutions of stationary heat conduction and elasticity theory problems for a 
semi-infinite layer under the conditions of smooth contacts at the end-wall is obtained. 
The method of solution is based on the reducing Lame equations to two jointly and one 
separately solvable equations. Application of integral transforms to transformed 
equilibrium equations allowed to obtain exact solution to the problem in the space of 
transforms. The methods of calculation of multiple integrals containing oscillating 
functions is developed. The temperature and stress fields in a semi-infinite layer are 
stusied, depending on parameters of the area where the load is applied, and conditions 
on the bottom boundary layer. 
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