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УДК 539.3 
 
Р. М. Киракосян1, С. П. Степанян2  
 
ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ОРТОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ-ПОЛОСЫ 
ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ ПРИ УЧЕТЕ ПОПЕРЕЧНОГО СДВИГА  
 

Решены плоская задача термоупругости и задача изгиба ортотропной плас-
тинки-полосы линейно-переменной толщины при краевых условиях защем-
ления. Приведены результаты численного исследования перемещений, усилий 
и изгибающего момента в пластинке-полосе. 

 
Введение. Прогресс техники привел к широкому применению разнооб-

разных тонкостенных конструкций, элементами которых являются пласти-
ны и оболочки, находящиеся не только под действием механических нагру-
зок, но и температурного поля. Задачи о температурных напряжениях во-
зникают в различных областях современной техники, где вопросы прочнос-
ти, связанные с температурными воздействиями, могут иметь большое, а 
часто и решающее значение. 

Обширный библиографический материал по теории термоупругости 
пластин и оболочек, а также определению и исследованию соответствую-
щих температурных полей и напряжений в таких элементах можно найти в 
работах [2–4, 6–9, 12, 13, 21, 22, 24–27 и др.].  

Во многих работах широкое применение и существенное развитие по-
лучили методы Ритца, Бубнова – Галеркина, методы конечных разностей, 
конечных и граничных элементов [10–28]. 

Число работ, в которых выполнены расчеты на прочность и устойчи-
вость гладких тонкостенных конструкций и конструкций переменной тол-
щины, находящихся в температурном поле, с учетом поперечных сдвигов 
сравнительно мало. В связи с вышеизложенным исследования влияния 
поперечного сдвига на термонапряженное состояние ортотропных пласти-
нок, проведенные в рамках предлагаемой работы, следует признать весьма 
актуальными. 

1. С использованием метода представления решений степенными мно-
гочленами по поперечной координате, в работе [2] с учетом гипотезы 
Франца Неймана [5, с. 330] по аналогии с [3] получены уравнения и краевые 
условия задачи термоупругости ортотропной пластинки переменной тол-
щины при учете поперечных сдвигов и температурного поля. Эти соотноше-
ния приняты за исходные в настоящей работе. 

Рассмотрим ортотропную пластинку-полосу ширины l  и линейно-пе-
ременной толщины h . Пластинку-полосу отнесем к системе прямоугольных 
декартовых координат , ,x y z , оси которой параллельны главным направ-

лениям ортотропии материала. Координатную плоскость xOy  совместим со 

срединной плоскостью, а ось Oz  направим перпендикулярно так, чтобы 
образовалась правая система. Принимаем, что пластинка-полоса симмет-
рична относительно срединной плоскости, а ее толщина изменяется только 
вдоль координатной оси Ox  по закону 

 0 1h h h x= + . 

Здесь 0h  и 1h  – заданные параметры. Будем считать, что поверхностные 

нагрузки отсутствуют. Температуры поверхностей пластинки-полосы за-
даны. Для температуры θ  примем линейный закон распределения по по-
перечной координате z : 

 ( )
2

z
h

+ −
+ −θ + θθ = + θ − θ , 
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где через +θ  и −θ  обозначены значения температуры на поверхностях 

2
hz = +  и 

2
hz = −  пластинки-полосы соответственно. 

Введем безразмерные величины: 

 0
0 0 0 1,     ,     ,     ,     ,     

h
u h u w h w x x s h h H h s= = = = = = γl

l
, 

 12 11 1 11 1 55 11   1 ,    ,     ,         H x B mB B a B= + γ = ϕ = ϕ = χ , 

 2
11 11 0 11 0,      ,      x x x x xT B T N B h N M B h M= = = . (1) 

Здесь u  – осевое перемещение точек срединной плоскости; w  – прогиб; 

ijB  – механические параметры, которые по известным формулам [1] выра-

жаются через упругие постоянные материала; 1ϕ  – функция, характеризу-

ющая распределение поперечного касательного напряжения xzτ ; xT  и xN  

– тангенциальное и поперечное усилия; xM  – изгибающий момент в плас-
тинке-полосе. 

С учетом обозначений (1) в рамках теории, изложенной в [2], для 
безразмерных усилий и изгибающего момента получим выражения 
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где xα  и yα  – коэффициенты теплового расширения материала по направ-

лениям осей x  и y  соответственно. 
2. Дифференциальные уравнения плоской задачи и задачи изгиба для 

рассматриваемой пластинки-полосы имеют вид 
– уравнение плоской задачи: 

 ( )( )
2 x y

d duH m
dx dx s

+ −γ  = α + α θ + θ 
 

; (2) 

– уравнения задачи изгиба: 
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. (3) 

Решение уравнения (2) плоской задачи имеет вид 

 2 1
ln 1 ( )( )( ln )

2 x y
H

u c c m x H
s

+ −= + + α + α θ + θ γ −
γ γ

. (4) 

Постоянные интегрирования 1c , 2c  определяем из краевых условий для 
пластинки-полосы. При защемлении обеих кромок этими условиями будут 

 0, 1 0x xu = = = . (5) 

Тогда для постоянных 1c  и 2c  находим 

 1

( )( )
ln (1 )

2 ln (1 )
x ym

c
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+ γ
[ ] , 

 2 0c = . (6) 
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Подставляя (6) в (4) для безразмерного осевого перемещения, получим 

 
ln1 ( )( )

2 ln (1 )x y
H

u m x
s

+ −  = α + α θ + θ − + γ 
. (7) 

С учетом (7) для безразмерного тангенциального усилия xT  найдем 

 ( )( )
2 ln (1 )x x yT m + −γ= − α + α θ + θ

+ γ
. (8) 

Как и следовало ожидать, решение плоской задачи пластинки-полосы не 
зависит от сдвигового свойства материала (от параметра χ ). 

Из (7) и (8) для пластинки-полосы постоянной толщины ( 0)γ =  имеем 

 10,         ( )( )
2x x yu T m + −≡ = − α + α θ + θ . (9) 

На рис. 1, рис. 2 приведены графики u  и xT  при некоторых значениях 
параметра изменяемости толщины пластинки-полосы γ . Нетрудно заме-

тить, что при 0γ >  графики u  несимметричны относительно середины ши-

рины 0.5x = . 

  

 Рис. 1  Рис. 2 
Рассмотрим задачу изгиба. Решение системы уравнений (3) имеет вид 
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Постоянные интегрирования 3 6c c÷  определяем из условий защем-
ления обеих кромок пластинки-полосы: 
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. (12) 

С учетом (10) и (7) условия (12) запишем как 
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После численного решения системы (13) по найденным значениям по-
стоянных интегрирования 3 6c c÷  вычисляются значения безразмерного 

прогиба w , поперечного усилия xN  и изгибающего момента xM . 
 На рис. 3 – рис. 5 приведены графики этих величин при следующих 
численных значениях параметров задачи: 

 50.15,    10xs −= α = 1/град,  2 ,    0.3,    300y x m +α = α = θ = град, 

 0,      0, 5, 10,      1−θ = χ = γ = . 

  
 Рис. 3  Рис. 4 

 
Рис. 5 

Заключение. Сформулированы и решены плоская задача и задача из-
гиба для ортотропной полосы-пластинки линейно-переменной толщины, 
находящейся под воздействием температурного поля, при учете попереч-
ных сдвигов.  

На основании выполненных расчетов исследована зависимость основ-
ных величин (перемещений, усилий, изгибающих моментов) от параметра 
γ , характеризирующего изменяемость пластинки по толщине, и от пара-
метра χ , характеризирующего поперечный сдвиг. Приведены соответству-
ющие графики. 
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Показано, что учет сдвигов приводит к увеличению значения прогиба 

w  и уменьшению поперечного усилия xN . С увеличением коэффициента 
χ  точка максимума прогиба приближается к краю пластинки, где толщина 
наименьшая. 

Установлено, что для пластинки с постоянной толщиной ( 0)γ =  гори-
зонтальное перемещение точек срединной поверхности равно нулю. При 

0γ ≠  горизонтальные перемещения отличны от нуля и с увеличением 
параметра γ  максимальное значение этих перемещений увеличивается. 

При увеличении параметра γ  увеличивается также значение танген-

циального усилия xT . При этом изгибающий момент xM  мало изменяется в 
зависимости от параметра γ . 
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ЗАДАЧА ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ ОРТОТРОПНОЇ ПЛАСТИНКИ-СМУГИ 
ЗМІННОЇ ТОВЩИНИ ЗА ВРАХУВАННЯ ПОПЕРЕЧНОГО ЗСУВУ  
 
Розв’язано плоску задачу термопружності і задачу згину ортотропної плас-
тинки-смуги лінійно-змінної товщини за крайових умов защемлення. Наведено 
результати числового дослідження переміщень, зусиль і згинного моменту в 
пластинці-смузі. 
 
THERMOELASTICITY PROBLEM FOR AN ORTHOTROPIC PLATE-STRIP OF 
VARIABLE THICKNESS WITH ACCOUNT OF TRANSVERSE SHEAR  
 
The plane thermoelasticity problem and bending problem for a fixed orthotropic plate 
of linear-variable thickness are solved. The results of numerical investigations of dis-
placements, forces and bending moments in the plate-strip are given. 
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