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СТІЙКІСТЬ ПРИ ОБЧИСЛЕННІ ДВОВИМІРНИХ НЕПЕРЕРВНИХ ДРОБІВ 
 

З використанням властивостей залишків двовимірного неперервного дробу 
встановлено відносну та абсолютну похибки при обчисленні двовимірних 
неперервних дробів, а також область їх абсолютної стійкості. 

 
Попередні дослідження. Неперервні дроби, які мають властивість ма-

лого нагромадження похибки при обчисленнях, стали використовуваним 
апаратом обчислювальної математики. Однією з основних властивостей як 
неперервних дробів, так і їх багатовимірних узагальнень є властивість об-
числювальної стійкості, однак доволі небагато робіт присвячено цій тема-
тиці [1–3, 6–8]. 

Розглядатимемо двовимірний неперервний дріб 
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де , ,0,  i j i ja b≠  – комплексні числа, а також двовимірні неперервні дроби з 

додатними елементами , ,,  i j i ja b , 0,1,i = … , 0,1,j = … . Суттєву роль у до-

слідженні властивостей двовимірних неперервних дробів відіграватимуть їх 
залишки. 
 Скінченні звичайні неперервні дроби, що задовольняють рекурентні 
співвідношення 
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називають одновимірними i -ми залишками скінченного двовимірного непе-
рервного дробу (1), а двовимірний неперервний дріб 
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називають його загальним i -м залишком [4]. 

Основні результати. Дослідимо властивості двовимірного неперервного 
дробу (1). 
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 Сформулюємо та доведемо лему про відносну похибку при обчисленні 
двовимірного неперервного дробу (1) з додатними елементами та з частин-
ними чисельниками, що дорівнюють одиниці. 

Лема. Нехай 
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– скінченний двовимірний неперервний дріб із додатними елементами. 
Нехай елементи ,i jb , , 0,1,i j = … , обчислено з відносними похибками ,i jδ . 

Якщо ˆ
, 0i jb >  – наближені значення ,i jb , то абсолютна величина відносної 

похибки при обчисленні дробу (4) не перевищує величини 
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 Д о в е д е н н я.  Якщо ввести позначення 
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Також нескладно отримати, що 
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Ці співвідношення справджуються і при перестановці індексів ,i j . 

При згортанні кожного з дробів у ( )m
iΦ  зверху, використовуючи дове-

дені вище співвідношення, отримуємо, що 
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Тоді модуль відносної похибки ( )( )m
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Позначимо через ( 1 )k i
i

− −δ  модуль відносної похибки при обчисленні дво-
вимірного неперервного дробу 
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Тоді модуль відносної похибки при обчисленні двовимірного неперервного 
дробу (5) не перевищує величини 
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 Лему доведено.   
Твердження. Нехай елементи двовимірного неперервного дробу (1) – 

додатні дійсні числа. Розглянемо два його n -ні наближення: 

 
1

,
( 1 )

0
D
n

i i
n n i

i i

a
f

−

− −
=

=
Φ

, 

 
1 1

, ,( 1 ) (0)
, 1 1, 1

, ,1 1

,     D D
n i n i

i j i i i jn i
i i i n n n

i j i i i jj j

a a
b b

b b

− − − −
+ +− −

− − −
+ += =

Φ = + + Φ = , 

і 

 ,ˆ
ˆ

1

( 1 )
0

D
n

i i
n n i

i i

a
f

−

− −
=

=
Φ

, 

 ( )ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆ

1 1
, ,( 1 ) 0

, 1 1, 1
1 1, ,

,      D D
n i n i

i j i i i jn i
i i i n n n

j ji j i i i j

a a
b b

b b

− − − −
+ +− −

− − −
= =+ +

Φ = + + Φ = , 

   1,2,n = … . 

У наближенні n̂f  при деякому r , 1 1r n≤ ≤ − , усі ˆ
, ,r r r rb b≥ , ,

ˆ
,r j r jb b≥ , 

ˆ
, ,j r j rb b≥ , 0,1, , 1j n= −… , а при всіх решта наборах індексів ˆ

, ,i j i jb b= . 

Тоді 

 ˆ1( 1) ( ) 0r
n nf f+− − ≥ . 

Д о в е д е н н я.  Запишемо для наближень nf  і n̂f  їх залишки за 

формулами (3), (4): 

 1, , 1( 1 ) ( 1 )
, , , ,( 1 ) ( 1 )

1, , 1

,       i k i i i kn i n i
i k i i k i i i k i i kn i n i

i k i i i k

a a
Q b Q b

Q Q

+ + + +− − − −
+ + + +− − − −

+ + + +

= + = + , 

 1,2, , 1k n i= − −… , 

 ( 1 ) ( 1 )
1, 1, , 1 , 1,          n i n i

n i n i i n i nQ b Q b− − − −
− − − −= = , 



18 

 ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆ

1, , 1( ) ( 1 )
, , , ,( 1 ) ( 1 )

1, , 1

,        i k i i i kn i n i
i k i i k i i i k i i kn i n i

i k i i i k

a a
Q b Q b

Q Q

+ + + +− − −
+ + + +− − − −

+ + + +

= + = + , 

 1,2, , 1k n i= − −… , 

 ˆ ˆˆ ˆ( 1 ) ( 1 )
1, 1, , 1 , 1,         s i s i

s i s i i s i sQ b Q b− − − −
− − − −= = , (6) 

 1, 1( 1 ) ( 1 ) (0) (0)
1 1 1, 1( 2 )

1

,   0,1, , 1,   i in i n i
i i n n n nn i

i

a
Q i n Q b

Q

+ +− − − −
− − − −− −

+

= Φ + = − = Φ =… , 

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ
ˆ

1, 1( 1 ) ( 1 ) (0) (0)
1 1 1, 1( 2 )

1

,   0,1, , 1,   i in i n i
i i n n n nn i

i

a
Q i n Q b

Q

+ +− − − −
− − − −− −

+

= Φ + = − = Φ =… . (7) 

Тоді 

 , , ,ˆ ˆ
ˆ ˆ

0 0 0 0 0 0 ( 1) ( 1)
0 0( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

0 0 0 0

( )n n
n n n n n n

a a a
f f Q Q

Q Q Q Q
− −

− − − −
− = − = − − . 

Продовжуючи цей процес аналогічно, як і для одержання формули різниці 
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 Твердження доведено.  
Розглянемо скінченні двовимірні неперервні дроби 
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для яких область ∅ ≠ Ω ⊂ ×C C  є областю елементів [1, 4]. 
Позначимо через ,i ja∆ , ,i jb∆  абсолютні похибки елементів ,i ja , ,i jb , 

, 0,1, , 1i j n= −… : 
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і підставляючи (14) у (13), для абсолютної похибки отримаємо 
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f f f

Q Q Q Q

− −−−

− − − − − − − −
= =

∆ − ∆
∆ = − = − ⋅ +∑ ∏  

 ˆ
ˆ

1
,1 ( 1 ) ( 1 )

( 1 ) ( 1 )
0 0

( 1) ( )
in

p pi n i n i
i in p n p

i p p p

a

Q Q

−
+ − − − −

− − − −
= =

+ − ⋅ Φ − Φ∑ ∏ . (15) 

При цьому вважаємо, що 
0

1
n

i

a
=

=∏ , якщо 0n < . 

Аналогічно до (14) маємо 

 ˆ ˆ( 1 ) ( 1 ) ( 1 )
, , , , , , , ,

n i n i n i
i k i i k i i k i i k i i k i i k i i k i i k ia Q a Q a Q a b− − − − − −
+ + + + + + + +− = ∆ − ∆ −  

 ,
ˆ ˆ( 1 ) ( 1 )

1, 1, 1, 1,( )n i n i
i k i i k i i k i i k i i k ia a Q a Q− − − −
+ + + + + + + + +− −  

і 

 ˆ ˆ( 1 ) ( 1 ) ( 1 )
, , , , , , , ,

n i n i n i
i i k i i k i i k i i k i i k i i k i i k i i ka Q a Q a Q a b− − − − − −
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 ˆ ˆ( 1 ) ( 1 )
, , 1 , 1 , 1 , 1( )n i n i

i i k i i k i i k i i k i i ka a Q a Q− − − −
+ + + + + + + + +− − , 

 0,1, , 1,     1,2, , 1i n k n i= − = − −… … . 

Розпишемо тепер різницю ˆ( 1 ) ( 1 )n i n i
i i

− − − −Φ − Φ , враховуючи формули для 

одновимірних залишків: 

 ˆ( 1 ) ( 1 )n i n i
i i

− − − −Φ − Φ =  

 
ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ

( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) ( 1 )
1, 1, 1, 1, , 1 , 1 , 1 , 1

( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) ( 1 )
1, 1, , 1 , 1

n i n i n i n i
i i i i i i i i i i i i i i i i

n i n i n i n i
i i i i i i i i

a Q a Q a Q a Q

Q Q Q Q

− − − − − − − −
+ + + + + + + +

− − − − − − − −
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( 1 )11
, , , , ,

( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) ( 1 )
1 1 , , , ,

( ) n ikn i
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Q Q Q Q
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l l l

 

 ,
ˆ ˆ

( 1 )11
, . , ,

( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) ( 1 )
1 1 , , , ,

( ) n ikn i
i i k i i k i i k i i ki i

n i n i n i n i
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a Q a ba

Q Q Q Q

− −−− −
+ + + ++
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+ ⋅∑ ∏ l

l l l

. (16) 

Підставляючи формулу різниці (16) у формулу для абсолютної похибки 
(15), маємо 
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. (17) 

Означення [1]. Область елементів Ω  називається областю абсолютної 
стійкості двовимірного неперервного дробу (10), якщо існує дійсна додатна 
стала C , що залежить від області Ω  і не залежить від n , така, що 

 ˆf f f C∆ = − ≤ ∆ . 

Теорема. Область 

 
(1 ) 1: ,  0

2 2
t t

E z z t
− = ∈ ≤ < < 

 
C  

є областю абсолютної стійкості двовимірного неперервного дробу 
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,
( 1 )

0
D
n

i i
n i

i i

a
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Φ

, (18) 

 
1 1

, ,( 1 )

1 1

1
1 1D D
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j j
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причому 

 
2(1 ) 1 2 (1 ) (1 2 )
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t t t t
C

t t t

− − − − −≤
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. 

Д о в е д е н н я.  Для двовимірного неперервного дробу з частинни-
ми знаменниками, що дорівнюють одиниці, формула (17) має вигляд 
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Оцінимо f∆  за абсолютною величиною: 
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Використовуючи техніку доведення оцінок для залишків двовимірних 
неперервних дробів у [5], легко встановлюються оцінки знизу для залишків 
дробу (18): 

 ( 1 ) 1 (1 1 2 (1 ))
2

n i
iQ t t t− − ≥ − + + − − , 

 ˆ( 1 ) ( 1 )
, ,

1Q  (1 1 2 (1 ))
2

n- -i n i
i k i i k iQ t t− −
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1Q Q (1 1 2 (1 )),    0, , 1,   1,2, , 1
2

n- -i n- -i
i i k i i k t t i n k n i+ +≥ ≥ + − − = − = − −… … . 

Підставимо ці оцінки залишків двовимірного неперервного дробу (18) у 
нерівність (19) і матимемо 
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Виберемо 
1 2

max , ,a a a∆ = ∆ ∆ ∆{ } . Тоді 

 
1 2 (1 ) (1 2 )1
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t t t
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Теорему доведено.  

 Примітка.  Якщо покласти 1 (1 )
2

t t− = β , тоді 

 
1 4 1 8 1,       0

81 4 1 8
C

− β − − β≤ ≤ β < α ≤
− β − β

. 

Висновки. Отримані результати можна використати при дослідженні 
збіжності двовимірних неперервних дробів та встановленні похибок набли-
ження двовимірними неперервними дробами. 
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УСТОЙЧИВОСТЬ ПРИ ВЫЧИСЛЕНИИ ДВУМЕРНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ ДРОБЕЙ 
 
С использованием свойств остатков двумерной непрерывной дроби установлены 
относительная и абсолютная погрешности при вычислении двумерных непрерыв-
ных дробей, а также область их абсолютной устойчивости. 
 
STABILITY IN EVALUATING TWO-DIMENSION CONTINUED FRACTIONS 
 
Using tail properties of a two-dimensional continued fraction the relative and absolute 
errors in evaluating two-dimensional continued fractions and their absolute stability do-
main are established. 
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