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УДК 517.524 
 
Р. І. Дмитришин 
 
ДВОВИМІРНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ qd -АЛГОРИТМУ РУТИСХАУЗЕРА 
 

Побудовано двовимірне узагальнення qd -алгоритму Рутисхаузера та вста-
новлено умови існування такого алгоритму. Наведено деякі приклади аналі-
тичних функцій, які зображаються регулярними двовимірними C -дробами з 
нерівнозначними змінними. 

 
Вступ. Для зображення аналітичних і мероморфних функцій двох 

змінних гіллястими ланцюговими дробами побудовано різні алгоритми роз-
винення заданого формального подвійного степеневого ряду (ФПСР) у від-
повідні (про поняття відповідності див. [7, с. 148–160], [8, с. 30–37]) двови-
мірні неперервні дроби [4, с. 109–115], регулярний C -дріб і приєднаний дріб 
з нерівнозначними змінними [1], двовимірний q -дріб із нерівнозначними 
змінними [5], гіллястий ланцюговий дріб із лінійними частинними чисельни-
ками [2]. Узагальненням деяких алгоритмів на випадок довільного числа 
змінних присвячено роботи [1, 3, 5]. 

У цій статті запропоновано алгоритм обчислення коефіцієнтів регуляр-
ного двовимірного C -дробу з нерівнозначними змінними за допомогою від-
повідного заданого ФПСР, який є двовимірним узагальненням qd -алгорит-
му Рутисхаузера [7, с. 227–240]. Встановлено необхідні та достатні умови 
існування такого алгоритму, а також розглянуто приклади функцій, які 
зображаються регулярними двовимірними C -дробами з нерівнозначними 
змінними. 

1. Алгоритм. Побудуємо та дослідимо алгоритм розвинення заданого 
формального подвійного степеневого ряду  
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ряд, обернений до подвійного степеневого ряду 0 1 2( , )R z z . Коефіцієнти ряду 

(3) однозначно визначаються за допомогою рекурентних формул 
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шемо у вигляді 
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елементи якої визначаються за правилами ромба 
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за допомогою правил ромба (6) з початковими умовами (7) називають qd -ал-
горитмом Рутисхаузера [7, с. 227]. Згідно з теоремою 7.7 [7, с. 230–231] 
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а згідно з лемою 3 [6]  
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оскільки ряд 1 1( )P z  є обернений до ряду 0
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елементи якої визначаються за правилами ромба 
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а згідно з теоремою 7.7 [7, с. 230–231] маємо 
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ряд, обернений до подвійного степеневого ряду 1 1 2( , )R z z . Коефіцієнти ряду 

(11) однозначно визначаються за допомогою рекурентних формул при 1n = : 
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де ( )
00 1nc = , причому ( ) 0n

kc =l , якщо 0k <  або 0<l . Ряд (11) подібно, як і 

ряд (3), за умови, що (1)
01 0c ≠ , запишемо у вигляді 
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оскільки ряд 2 1( )P z  є обернений до ряду 
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елементами qd -таблиці (8) з правилами ромба (9) і початковими умовами 
(10)). 
 Таким чином, якщо задано коефіцієнти rsc  ФПСР (1), побудовано ре-
курентний алгоритм обчислення коефіцієнтів відповідного регулярного дво-
вимірного C -дробу (2). Цей алгоритм є двовимірним узагальненням qd -
алгоритму Рутисхаузера [7, с. 227–240]. Відповідність дробу (2) до ряду (1) 
доводиться за схемою, запропонованою в роботі [6]. 

Отже, справджується 

Теорема 1. Регулярний двовимірний C -дріб з нерівнозначними змін-
ними (2) є відповідним до заданого ФПСР (1) тоді й лише тоді, коли фор-
мальні степеневі ряди (13) є нормальними. 

2. Приклади. Розглянемо приклади обчислення коефіцієнтів регуляр-
них двовимірних C -дробів з нерівнозначними змінними, відповідних зада-
ному ФПСР. 

Приклад 1. Функція 
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(9) ряду (14) мають однаковий вигляд: 
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Із цієї таблиці та теореми 1 випливає, що регулярний двовимірний C -дріб 
з нерівнозначними змінними 
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є відповідним ФПСР (14) у точці 1 2( , ) (0,0)z z = . 

Приклад 2. Для ряду 
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Таким чином, згідно з теоремою 1 дріб 
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є відповідним ряду (15) у точці 1 2( , ) (0,0)z z = . 

Приклад 3. Для ряду 
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Тому згідно з теоремою 1 регулярний двовимірний C -дріб з нерівнознач-
ними змінними 
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є відповідним ряду (16) у точці 1 2( , ) (0,0)z z = . 

Висновки. Запропоноване двовимірне узагальнення qd -алгоритму Ру-
тисхаузера надає зручну чисельну процедуру обчислення коефіцієнтів ре-
гулярних двовимірних C -дробів з нерівнозначними змінними, відповідних 
до заданого ФПСР. Цей алгоритм можна узагальнити на випадок довільного 
числа змінних. Залишається відкритим питання побудови та дослідження 
класу функцій, що розвиваються у такі дроби. 
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ДВУМЕРНОЕ ОБОБЩЕНИЕ qd -АЛГОРИТМА РУТИСХАУЗЕРА 
 
Построено двумерное обобщение qd -алгоритма Рутисхаузера и установлены 
условия существования такого алгоритма. Приведены некоторые примеры ана-
литических функций, которые представляются регулярными двумерными C -
дробями с неравнозначными переменными. 
 
THE TWO-DIMENSIONAL GENERALIZATION OF RUTISHAUSER’S qd -ALGORITHM 
 
The two-dimensional generalization of Rutishauser qd -algorithm is constructed and the 
conditions for existence of such an algorithm are established. Some examples of 
analytic functions represented by regular two-dimensional C -fractions with nonequiva-
lent variables are shown. 
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