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НЕЛОКАЛЬНІ ПАРАБОЛІЧНІ КРАЙОВІ ЗАДАЧІ З ОСОБЛИВОСТЯМИ 
 

У гельдерових просторах зі степеневою вагою розглядаються перша крайова 
задача та одностороння крайова задача з нелокальною умовою за часовою 
змінною для лінійного диференціального рівняння зі степеневими особливос-
тями довільного порядку на координатних площинах. Встановлено інтег-
ральне зображення та знайдено оцінки розв’язків сформульованих задач у 
відповідних просторах. 

 
Математичне моделювання багатьох фізичних і біологічних явищ 

приводить до крайових задач з виродженням та особливостями для рівнянь 
із частинними похідними. Дослідженню таких задач присвячено праці [1, 2, 
6–10, 13, 14]. 

У монографіях [6, 7] побудовано теорію класичних розв’язків задачі 
Коші та крайових задач у просторах максимально широких класів функцій 
для рівнянь параболічного типу, коефіцієнти яких мають степеневі особли-
вості обмеженого порядку на межі області. 

Необхідність вивчення крайових задач для диференціальних рівнянь із 
нелокальними умовами стимулюється, зокрема, розв’язуванням обернених 
задач для рівняння теплопровідності [4], задач із теорії фізики плазми [3]. 
Нелокальним крайовим задачам присвячено праці [10, 11]. 

У цій статті розглянемо першу крайову задачу та односторонню 
крайову задачу з нелокальною умовою за часовою змінною для лінійного 
диференціального рівняння зі степеневими особливостями довільного по-
рядку на координатних площинах 0ix = , 1,2, ,i n∈ …{ } . У гельдерових 
просторах зі степеневою вагою знайдено оцінки розв’язків сформульованих 
задач і встановлено інтегральне зображення розв’язку. 

Постановка задачі та основні обмеження. Нехай 1( , , )nx x…  – коорди-

нати точки nx ∈ R ; , , 0n
j jx x xΩ = ∈ =R{ } , 

1

n

j
j=

Ω = Ω∪ ; D  – обмежена 

область з множини nR  з межею D∂  така, що jD∂ Ω ≠ ∅∩ ; 0 1, , , ,Nt t t T…  – 

фіксовані додатні числа, kt T≤ , 0,1, ,k N∈ …{ } . 

Розглянемо в області 0, )Q D T= × [  задачу знаходження функції u , яка 

в області (0)
(0)\Q Q Q= , (0) 0( , ) | ,  \ ( , ) |Q t x Q t t x D t x Q t= ∈ = ∈ Ω ∈ ∈∪{ } {  

0, ),T x∈ ∈ Ω[ } , задовольняє рівняння 

 0
, 1 1

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
i j i

n n

t ij x x i x
i j i

Lu t x A t x A t x A t x u t x
= =

 = ∂ − ∂ ∂ − ∂ − =  
∑ ∑  

 ( , )f t x= , (1) 
нелокальну умову за часовою змінною 

 
1

(0, ) ( , ) ( , ) ( )
N

j j j
j

u x p t x u t x x
=

+ = ϕ∑ , (2) 

а на межі області 0, )T DΓ = × ∂[  – одну з крайових умов: 

 lim ( , ) ( , ) 0
x z D

u t x g t x
→ ∈∂

− =[ ] , (3) 

 0
1

lim ( )( , ) lim ( , ) ( , ) ( , ) 0
k

n

k x
x z D x z D k

u t x b t x u b t x u t x
→ ∈∂ → ∈∂ =

 − ψ ≡ ∂ + − ψ =  
∑[ ]B , 
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 lim 0,       lim ( )( , ) 0
x z D x z D

u u u t x
→ ∈∂ → ∈∂

≥ − ψ =[ ]B . (4) 

Порядок особливості коефіцієнтів диференціальних виразів L  i B  в 

точці ( , )M t x Q∈  будуть характеризувати функції (1)
1( , )is a t , (2)

2 ( , )i is a x : 
(1)

(1) 0 0
1

0

, 1,( , )
1, 1,

ia

i
t t t ts a t

t t

 − − ≤= 
− ≥

 
(2)

(2)
2

, 1,( , )
1, 1,

ia
i i

i i
i

x xs a x
x

 ≤= 
≥

 де (1)
ia , (2)

ia  

– довільні фіксовані дійсні числа, 1, ,i n∈ …{ } ; (1) (2)
1 2( ; ) ( , ) ( , )i i i is a M s a t s a x= ; 

( ; ) min ( ; )i
i

S a M s a M= { } , (1) (2)( , )i ia a a= . 

Нехай D D D= ∂∪ ; 0, )Q T D= ×[ ; (1) (1)
1( , )P t x , (1) (1) (2)( , )iH t x , (2) (2) (2)( , )iH t x , 

1, ,i n∈ …{ } , – точки із Q , (1) (1) (1)
1( , , )nx x x= … , (2) (1) (1) (2) (1)

1 1 1( , , , ,i i ix x x x x− += … , 
(1), )nx… ; l , q  – додатні фіксовані дійсні числа.  

Означимо простір ( ; ; ; )C q Qγ βl , у якому будемо вивчати задачі (1)–(4). 

( ; ; ; )C q Qγ βl  – множина функцій u , які мають неперервні частинні похідні 

в (0)Q  вигляду ( )j k
t xu M∂ ∂ , 2j k+ ≤ l[ ] , для яких є скінченною норма 

 0 0; ; ; 0; ;sup
Q

u Q u u Qγ β = ≡ , 

 
[ ]

0

; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;r
r

u q Q u q u q Q
=

γ β = γ β + γ β ≡∑
l

l l  

 
[ ]

0 2

sup ((2 ) ; )
M Qr j k r

S j k q M
∈= + =

≡ + + γ ×∑ ∑
l

 

 (1) (2)
1 2

1

( , ) ( , )
n

m m m m m
m

s k t s k x
=

× − β − β ×∏  

 
(1)

1

(1) (2)

2 1 ( , )

( ) sup
i

n
j k
t x i i

j k i H P Q

u M x x
−

+ = = ⊂
× ∂ ∂ + − ×∑ ∑

{ }l

l[ ]

 

 (1) (1)
1( ) ( ) ( ) ;j k j k

t x i t xu H u P S q H× ∂ ∂ − ∂ ∂ + γ ×%( )l  

 (1) (1) (2)
1 2

1

, ,
n

m m m m m
m

s k t s k x
=

× − β − β ×∏ %( ) ( )  

 (1) (1) (2)
1 2, ,i i is t s x× − β − β +%l l{ } { }( ) ( )  

 
(1) (2)

2(1) (2) (2)

2 1 ( , )

( ) ;sup
i i

n

j k i H H Q

t t S q H
−

+ = = ⊂
+ − + γ ×∑ ∑ %{ }

( )
/

[ ]

l

l
l  

 (2) (1)( ) ( )j k j k
t x i t x iu H u H× ∂ ∂ − ∂ ∂ ×  

 (1) (2) (2)
1 2

1

( , ) ( , )
n

m m m m m
m

s k t s k x
=

× − β − β∏ % . 

Тут позначено (1) (2)
2 2 2( , ) min ( , ), ( , )m m ms a x s a x s a x=% { } ; (1)

1( ; ) min ( ; ),S a H S a P=% {  
(1)( ; )iS a H } ; (2) (1) (2)( ; ) min ( ; ), ( ; )i iS a H S a H S a H=% { } ; 1 nk k k= + +… ; = +l l l{ }[ ] ; 

[ ]l  – ціла частина числа l ; (1) (2),γ = γ γ{ } ; (1) (2),i i iβ ∈ β β{ } , 1, , nβ = β β…{ } ; 
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1 2,q q q= { } ; ( )q ν , ( )νγ , ( )
i
νβ  – фіксовані дійсні числа, 1,2ν ∈ { } , ( ) 0νγ ≥ , 

( ) ( , )i
νβ ∈ − ∞ ∞ , ( ) 0q ν ≥ . 

Нехай для задач (1)–(4) виконуються такі умови. 
1°. Для довільного вектора 1( , , )nξ = ξ ξ…  справджується нерівність 

 2 2
1 2

, 1

( ; ) ( ; ) ( )
n

i j ij i j
i j

s M s M A M
=

π ξ ≤ β β ξ ξ ≤ π ξ∑ , 

де 1π , 2π  – додатні фіксовані сталі; ( ; ) ( ) ( ; ; 0; )i is M A M C qαµ ∈ γ β , ( ; )is Mβ ×  

( ; ) ( ) ( ; ; 0; )j ijs M A M C Qα× β ∈ γ β ; 0 0( ; ) ( ) ( ; ;0; )S M A m C Qαµ ∈ γ β , 0 0A <  для 

( , )t x Q∈ ; 0( ; ; ; )f C Qα∈ γ β µ ; (1) (2)( , )i i iµ = µ µ , ( ) 0i
νµ ≥ , 0,1, ,i n∈ …{ } ; межа 

2D C +α∂ ∈ , (0, 1)α ∈ ; 2( , ) ( )j jp t x C D+α∈ , ( , ) 0j jp t x ≥ , 0
1

( , ) j
N

t
j j

j

p t x e
−λ

=
≤ λ <∑  

1< , де λ  – довільне число, яке задовольняє нерівність 0 ( , )A t xλ <  для 

( , )t x Q∈ ; 2 ( ; ; 0; )C D+αϕ ∈ γ β%% , (2)(0, )γ = γ% , (2)(0, )β = β% . 

 2°. 2 ( ; ;0; )g C Q+α∈ γ β , 
1

(0, ) ( , ) ( , ) ( )
N

j j j
j

g x p t x g t x x
=

+ = ϕ∑ , 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0max max (1 ), max ( ),
2i i i

i i

ν
ν ν ν ν µ γ = + β µ − β 

 
. 

 3°. Вектори ( ) ( ) ( )
1 , ,s s s

nb b=b …{ } , де ( ) ( ; ) ( )s
k k kb s M b M= β , i 1, , ne e=e …{ } , 

утворюють з напрямком зовнішньої нормалі n  до Γ  у точці M ∈ ∂Γ  кут, 

менший від 2π/ ; 1( ; ) ( ) ( ; ; 0; )k ks M b M C Q+αβ ∈ γ β ; 1
0( ; ) ( ) ( ; ; 0; )S M b M C Q+αδ ∈ γ β , 

0 0b > ; (1) (2)( , )δ = δ δ , ( ) 0νδ ≥ ; 1 ( ; ; ; )C Q+αψ ∈ γ β δ ,  

 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0max max 1 , max , ,
2i i i

i i

ν
ν ν ν ν νµ γ = + β µ − β δ 

 
( ) ( )  . 

Справджуються такі теореми. 
Теорема 1. Якщо виконуються умови 1°, 2°, то iснує єдиний розв’язок 

задачi (1)–(3) із простору 2 ( ; ; 0; )C Q+α γ β  i є правильною така оцінка: 

 02 2
; ; ; 0; ; ; ; ; ; ; ; 0;u Q c f Q D+α α +α
γ β ≤ γ β µ + ϕ γ β +%%(  

 2; ; ; 0;g Q +α+ γ β ) . (5) 

Теорема 2. Якщо для задачі (1), (2), (4) виконуються умови 1°, 3°, то 
існує єдиний розв’язок задачі (1), (2), (4) із простору 2 ( ; ; 0; )C Q+α γ β  і справ-
джується оцінка 

 02 2
; ; ; 0; ; ; ; ; ; ; ; 0;u Q c f Q D+α α +α
γ β ≤ γ β µ + ϕ γ β +%%(  

 2; ; ; ;Q +α+ ψ γ β δ ) . (6) 

Для дослідження задачі (1)–(4) встановимо спочатку коректну розв’яз-
ність послідовностей допоміжних крайових задач з гладкими коефіцієнта-
ми, граничними значеннями послідовностей розв’язків яких будуть розв’яз-
ки задач (1)–(4). 

Оцінки розв’язків крайових задач з гладкими коефіцієнтами. Нехай 
1 1

1 1 2 2 2( , ) | (1, ) , ( , )m iQ Q t x Q s t m s m x m− −= ∈ ≥ ≥∩ { } , 1 2( , )m m m= , 1 1m ≥ , 2m ≥  

1≥ , – послідовність областей, яка при 1m → ∞ , 2m → ∞  збігається до (0)Q . 
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 Розглянемо в області Q  задачу про знаходження розв’язків рівняння 

 1
, 1

( )( , ) ( , )
i j

n

m t ij x x
i j

L u t x a t x
=

= ∂ − ∂ ∂ −
∑  

 0
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
i

n

i x m m
i

a t x a t x u t x f t x
=

− ∂ − =
∑ , (7) 

які задовольняють нелокальну умову 

 
1

(0, ) ( , ) ( , ) ( )
N

m j j m j m
j

u x p t x u t x x
=

+ = ϕ∑  (8) 

та одну з крайових умов на межі області Γ : 

 ( , ) ( , ) 0lim m m
x z D

u t x g t x
→ ∈∂

− =[ ] , (9) 

 1
1

( )( , ) lim ( , )
k

n

m m k x m
x z D k

u t x l t x uΓ → ∈∂ =

− ψ = ∂ +
∑B  

 0 ( , ) ( , ) 0m ml t x u t x + − ψ ≥
, 

 1lim 0,       lim ( )( , ) 0m m m m
x z D x z D

u u u t x
→ ∈∂ → ∈∂

≥ − ψ =[ ]B . (10) 

Тут коефіцієнти ija , ia , 0a , kl , 0l  і функції mf , mϕ , mψ , mg  при ( , )t x ∈ 

mQ∈  співпадають відповідно з ijA , iA , 0A , kb , 0b  і f , ϕ , ψ , g , а при 

( , ) \ mt x Q Q∈  є продовженням зі збереженням норм і гладкості [12, с. 82]. 

У задачах (7)–(10) зробимо заміну 

 ( , ) ( , ) t
m mu t x v t x e−λ= , (11) 

де λ  задовольняє нерівність 0 ( , )A t xλ < − . 

Тоді ( , )mv t x  буде розв’язком крайових задач 

 1(( ) )( , ) ( , ) t
m mL v t x f t x eλ− λ = , (12) 

 
1

(0, ) ( , ) ( , ) ( )j
N

t
m j j m j m

j

v x p t x e v t x x
−λ

=
+ = ϕ∑ , (13) 

 ( , ) ( , ) 0lim
t

m m
x z D

v t x g t x eλ

→ ∈∂
− =[ ] , (14) 

 1 1( ) 0,      0,      ( ) 0t t
m m m m m mv e v v v eλ λ

ΓΓ Γ
− ψ ≥ ≥ − ϕ =B B[ ] . (15) 

Встановимо оцінку розв’язків задач (12)–(15). Введемо у просторі 
2 ( )C Q+α  норму ; ; ; ,mw q Qγ β l , еквівалентну при кожному фіксованому 

1 2( , )m m  гельдеровій нормі, яка виражається так само, як і ; ; ; ;u q Qγ β l , 

тільки замість функцій (1)
1( , )is a t , (2)

2 ( , )i is a x  беремо відповідно (1)
1( , )id a t , 

(1)
2 ( , )i id a x , де 

(1)
(1) (1)

1 1 1( , ) max ( , ), ia
i id a t s a t m

−= { }  при (1) 0ia ≥  i (1)
1( , )id a t =  

(1)
(1)

1 1min ( , ), ia
is a t m

−= { }  при (1) 0ia ≤ ; 
(2)

(2) (2)
2 2 2( , ) max ( , ), ia

i i i id a x s a x m
−= { }  

при (2) 0ia ≥  i 
(2)

(2) (2)
2 2 2( , ) min ( , ), ia

i i i id a x s a x m
−= { }  при 

(2) 0ia < . Позначимо 
(1) (2)

1 2( ; ) , ,i i i id a M d a t d a x= ( ) ( ) , ( ; ) min ( ; )i
i

R a M d a M= { } . 
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Виконується така теорема. 
Теорема 3. Нехай mv  – класичний розв’язок задачі (12)–(14) в області 

Q  і виконуються умови 1°, 2°. Тоді для mv  справджується оцінка 

 
1

1 0

max 1 ;
N tj

m m j
j

v p e D
−−λ

=

  ≤ ϕ −   
∑ , 

 1
0 0 0

( ) ; , ;t t
m mf e a Q g e Qλ − λ − λ − 


. (16) 

Д о в е д е н н я.  Нерівність (16) встановлюємо за схемою доведення 
теореми 2.1 із [5, с. 22], тобто аналізуємо всі можливі розміщення додатного 
максимуму і від’ємного мінімуму функції ( )mv x . 

Якщо (3)max ( , ) (0, ) 0m m
Q

v t x v x= > , то враховуючи обмеження ( , )j jp t x ≥  

0≥ , із умови (13) знаходимо 

 (3) (3) (3)

1

(0, ) 1 ( , ) ( )j
N

t
m j j m

j

v x p t x e x
−λ

=

 − ≤ ϕ 
 ∑ . 

Отже, 

 
1

(3)

1

(0, ) max ( ) 1 ( , ) j
N

t
m m j j

D j

v x x P t x e
−

−λ

=

  ≤ ϕ −    
∑ . 

 Аналогічно одержуємо оцінку, коли 0 min ( , ) min (0, )m m
DQ

v t x v x> = .  

Теорема 4. Якщо mv  – класичний розв’язок задачі (12), (13), (15) в об-

ласті Q  і виконуються умови 1°, 3°, то для mv  справджується оцінка 

 
1

1
0 0

1 0

max 1 ; , ( ) ;j
N

t t
m m j

j

v p e D fe a Q
−

−λ λ −

=

  ≤ ϕ − − λ −   
∑ , 

 1
0 0

;t
me l Qλ − ψ 


. (17) 

Д о в е д е н н я.  Нерівність (17) одержуємо за схемою доведення 
теореми 2.2 [5, с. 25]. Відмінність є тільки у випадку, коли 0 max m

Q
v< =  

3max ( )m m
D

v v P
∂Γ

= =
∪

. Якщо 3P ∈ Γ , то маємо 3 3
1

( ) ( ) 0
n

k x mk
k

l P v P
=

∂ ≥∑  (де вектор 

l  задовольняє умову 3°), тому з крайової умови (15) отримаємо 

 1
3 0( ) max ( , ) ( , ) t

m m
Q

v P l t x t x e− λ≤ ψ{ } . 

Якщо 4P , 4P ∈ Γ , – точка від’ємного мінімуму для ( , )mv t x , то 

4 4
1

( ) ( ) 0
n

k x mk
k

l P v P
=

∂ ≤∑ . Враховуючи крайову умову (15), одержуємо 

 1
4 0( ) min ( , ) ( , ) t

m m
Q

v P l t x t x e− λ≥ ψ{ } . 

Якщо 3P D∈  або 4P D∈ , то, використовуючи нелокальну умову (13), 
одержимо оцінку 

 
1

1 0

1 ;j
N

t
k m j

j

v p e D
−

−λ

=

 ≤ ϕ − 
 ∑ .  
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При виконанні умов 1°–3° існують єдині розв’язки задач (12)–(15) із 

простору 2 ( )C Q+α  [10]. Ці розв’язки мають скінченну норму 
2

; ; ;0;mv Q +αγ β  

при кожному m . 
Теорема 5. Нехай виконуються умови теореми 1. Тоді для розв’язку 

задачі (7)–(9) справджується оцінка 

 02
; ; ; 0; ; ; ; ;mu D c f Q+α αγ β ≤ γ β µ +(  

 22
; ; ; 0; ; ; ; 0;D g Q +α+α

+ ϕ γ β + γ β%% ) . (18) 

Д о в е д е н н я.  Нерівність (18) одержуємо за схемою доведення 
теореми 5 із [11]. Наведемо найбільш важливі місця. У задачі (7)–(9) зро-
бимо заміну 

 ( , ) ( , ) ( , )t
m m mu t x t x e g t x−λ= ω + , (19) 

де λ  задовольняє нерівність 0 ( , )A t xλ < − . Тоді ( , )m t xω  буде розв’язком 

однорідної задачі 

 1 1(( ) )( , ) ( , ) ( )( , ) ( , )t
m m m mL t x f t x e L g t x F t xλ− λ ω = − ≡ , (20) 

 
1

(0, ) ( , ) ( , ) ( ) (0, )j
N

t
m j j m j m

j

x p t x e t z x g x
−λ

=
ω + ω = ϕ − −∑  

 
1

( , ) ( , ) ( )j
N

t
j j m j m

j

P t x g t x e x
−λ

=
− ≡ Φ∑ , (21) 

 0m Γω = . (22) 

Враховуючи інтерполяційні нерівності [10], досить оцінити півнорму 

2
; ; ; 0;m Q +αω γ β . Із означення норми випливає існування в Q  точок 1P , 

(1)
iH , (2)

iH , для яких є правильною одна з нерівностей 

 
2

; ; ; 0; ( ),        1,2m k mQ E k+αµ ω γ β ≤ ω ∈ { } , (23) 

де 

 (1) (2) (1)
1 1

2 1

( ) ( ) ( )
n

j k j k
m i i t x m i t x m

j k r i

E x x H P
−α

+ = =
ω = − ∂ ∂ ω − ∂ ∂ ω ×∑ ∑  

 (1) (1) (1) (2)
1 2

1

((2 ) ; ) ( , ) ( , )
n

m m m m m
m

R H d k t d k x
=

× + α γ − β − β ×∏% %  

 (1) (1) (2)
1 2( , ) ( , )i i id t d x× − αβ − αβ % , 

 
2(1) (2) (1) (2)

2
1 2

( ) ( ) ( )
n

j k j k
m t x m i t x m i

i j k r

E t t H H
−α

= + =
ω = − ∂ ∂ ω − ∂ ∂ ω ×∑ ∑

/
 

 (2) (1) (2)
1 2

1

((2 ) ; ) ( , ) ( , )
n

m m m m m
m

R H d k t d k x
=

× + α γ − β − β∏% % % , 

 01
,1

2
+ λ µ ∈  

. 

Розглянемо випадок, коли 

 (1) (2) 1 (1) (2) (1) (1)
2 1 2( ; ) ( , ) ( , )

4i i i i i
rx x n R H d x d t T−− ≤ γ − β − β ≡% % , 

 
2

(1) (2) (2)
1(2 ; )

16
rt t R H T− ≤ γ ≡% , 
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r  – довільна стала, (0,1)r∈ . Будемо вважати, що (1) (2)min ( ; ), ( ; )R H R Hγ γ =% %{ }  

1( ; )R P= γ , (1)
22x y T n− ≥  або (1)

22n nx y T− ≥ , y D∈ ∂ . 

Запишемо задачу (20)–(22) у вигляді 

 2 1
, 1

( )( , ) ( )
n

m t ij x x mi j
i j

L v t x a P
=

 = ∂ − ∂ ∂ ω =  ∑  

 1
, 1

( ) ( )
n

ij ij x x mi j
i j

a P a P
=

= − ∂ ∂ ω +∑ [ ]  

 0
1

( ) ( ( ) ) ( )
n

i x m m mi
i

a P a P F P
=

+ ∂ ω + − λ ω + ≡∑  

 ( ) ( )m mF P F≡ + ω , (24) 

 
1

(0, ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )j
N

t
m j j m j m m m

j

x p t x t x e x x
−λ

=
ω = − ω + Φ ≡ Φ + Φ ω∑ , 

 0m Γω = . (25) 

Нехай Vρ  – куб з центром в точці 1P , (1) 2
1( , ) ,V t x Q t t Tρ = ∈ − ≤ ρ{ , 

(1)
2i ix x T− ≤ ρ , 1,2, ,i n∈ …{ }} . Виконавши у задачі (24), (25) заміну 

( , ) ( , )m mt x W t zω = , 1( ; )i iz d P= β , одержимо таку задачу:  

 3 1 1 1
, 1

( )( , ) ( ) ( ; ) ( ; )
i j

n

m t ij i j z z m
i j

L W t z a P d P d P W
=

 = ∂ − β β ∂ ∂ ≡  ∑  

 ( ) ( , )m mF W F t z≡ + % , 

 (0, ) ( ) ( )m m m mW Z z W= Φ + Φ% , 

 0mW Γ = , 

де 1 1 1 1( ( ; ), , ( ; ))nz z d P d P= − β − β% … . 

Позначимо (1) (1)
1( ; )i i iz d P x= β , (1) 2 (1) 1

1 1( , ); , i iH t z t t T z z n T−
ρ = − ≤ ρ − ≤ ρ{ , 

1, ,i n∈ …{ }}  і виберемо тричі диференційовну функцію ( , )t zη , яка задо-
вольняє такі умови: 

 
1 4

3 4 1

1, ( , ) , 0 ( , ) 1,
( , )

0, ( , ) , ( (2 ) ; ).j k
t z jk

t z H t z
t z

t z H c R j k P

∈ ≤ η ≤η = 
∈ ∂ ∂ η ≤ − + γ

/

/

 

Тоді функція (1) ( , ) ( , ) ( , )m mW t z w t z t z= η  буде розв’язком задачі 

 (1)
3 1 1 1

, 1

( )( , ) ( ) ( , ) ( , )
n

m m t ij i j z m zi j
i j

L W t z w a P d P d P w
=

= ∂ η − β β ∂ ∂ η +∑ [  

 ( )z z m m z z mi j i j
w w F w+ ∂ η∂ + ∂ ∂ η + η +]  

 (1)( , ) ( , , )m m mF t z F t z w+ η ≡% , 

 (1) (1)(0, ) (0, ) ( ) ( ) ( )m m m mW z z z w z= η Φ + Φ ≡ Φ%[ ] , 

 (1) 0mW
Γ

= . (26) 
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На підставі теореми 5.3 із [5, с. 364] для розв’язку задачі (26) і довіль-
них точок 1 2 1 4( , )M M H⊂ /  справджується нерівність 

 1 2 1 2( , ) ( ) ( )j k j k
t z m t z md M M w M w M−α ∂ ∂ − ∂ ∂ ≤  

 2
3 4 3 4

(1) (1)

( ) ( )m mC H C H
C F α +α≤ + Φ( )

/ /
, 2 2j k+ = , (27) 

де 1 2( , )d M M  – параболічна відстань між точками 1M  i 2M . 

Враховуючи властивості функції ( , )t zη , знаходимо 

 
3 4

(1)
1 3 4 3 4( ) 2 0

( (2 ) ; ) ; ; 0;0; ;m m mC H
F cR P w H w Hα ≤ − + α γ γ + +(

/
/ /  

 3 4( ( ) ); ; 0;2 ;m mF w F H
α

+ + γ γ )/ , 

 
3 4

(1)
2 1 3 4( ) 2

( (2 ) ; ) ( ( ) ); ; 0;0;m m mC H
cR P w H+α +α

Φ ≤ − + α γ Φ + Φ γ
/

/ . (28) 

Підставляючи (28) у (27) і повертаючись до змінних ( , )t x , отримуємо 

 3 4 3 4( ) ( ); ; ;2 ; ; ; ;2 ;m m mE c F V F Vν α α
ω ≤ ω γ β γ + γ β γ +( / /  

 3 4 3 40 2
; ( ); ; ; 0;m m mV V

+α
+ ω + Φ ω γ β +/ /  

 3 4 3 42 2
; ; ; 0; ; ; ; 0;m mV V

+α
+ Φ γ β + ω γ β )/ / . (29) 

Знайдемо оцінки виразів ( )mF ω , ( )mΦ ω , mF , mΦ . Враховуючи інтер-

поляційні нерівності, досить оцінити півнорму кожного доданка. Наприклад, 

 3 4; ; ; 2 ;i x mi
a V

α
∂ ω γ β γ ≤/  

 
(1) (2)

1 3 4

1 1
1 , ,

( ; ) ( ; )sup
j j

n

x m ii
j A B B V

R A d A
= ⊂

∂ ω≤ γ − β ×∑ % %
{ }

( ){
/

 

 
2(1) (2) (1)

1((1 ) ; ) ( ; ) ( ) ( )i i i jR A d A a A a B
−α

× + α γ β τ − τ − +% %( )
/[  

 (1) (1) (2) (1)
1( ; ) ( ) ; ( ) ( )j j j i i jR A d B a A a B

−α
+ γ γ − β α ξ − ξ − +% %( )( )}]  

 
(1) (2)

1 3 4

1 1
1 , ,

( ; ) ( ; )sup
j j

n

i i
j A B B V

a R A d A
= ⊂

+ γ β ×∑ % %
{ }

)({
/

 

 
2(1) (2)( ; ) ( ; )iR A d A

−α
× γ + α − β τ − τ ×% %( /[  

 
(1) (2)( ) ( )x m j x m ji j

w B w B∂ − ∂× +)  

 (1) (1) (2)( ; ) ( ) ; j jR A d B
−α

+ γ γ − β α ×ξ − ξ% %( )(  

 (1)
1( ) ( )x x ji i

w A w B∂ − ∂× })] . 

Аналогічно одержуємо оцінки інших доданків виразів ( )mF ω , ( )mΦ ω , 

mF , mΦ . 

Отже, остаточно для mF , ( )mF ω , mΦ , ( )mΦ ω  маємо такі оцінки: 
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 3 4 3 4 0
( ); ; ;2 ; ;m mF V c V

α
ω γ β γ ≤ ω +(/ /  

 2 2
3 4 2

( ) ; ; ; 0;mn r nr Vα
+α

+ + ε + ω γ β )/ , 

 3 4 3 4 3 42 0 2
( ); ; ;0; ; ( ) ; ; ; 0;m m mV c V Vα

+α +α
Φ ω γ β ≤ ω + λ + ε ω γ β( )/ / / , 

 3 4 0 2
; ; ;2 ; ; ; ; ; ; ; ; 0;m m mF V c f Q g Q +ααα
γ β γ ≤ γ β µ + γ β( )/ , 

 3 4 22
; ; ; 0; ; ; ;0;m V c D

+α+α
Φ γ β ≤ ϕ γ β +%%(/  

 0 1 2
( ) ; ; ;0;mC g Qα

+α+ λ + ε γ β ) . (30) 

Підставляючи (30) у (29), одержимо 

 0 2 2
( ) ; ; ; ; ; ; ; 0; ; ; ;0;m m mE c f Q g Q Dν +αα +α
ω ≤ γ β µ + γ β + ϕ γ β +%%( )  

 2
0( ( 2) )nr n rα+ λ + ε + + + ×  

 3 4 02
; ; ; 0; ( ) ;m mV c Q

+α
× ω γ β + ε ω/ . (31) 

Розглянемо випадок, коли (1)
22x y T n− ≤  i (1)

22n nx y T− ≤ , y D∈ ∂ . Не-

хай 
1
( )R PK  – куля радіуса 1R , 1 24R T n≥ , з центром у деякій точці P D∈∂ , 

яка містить точки 1P , (1)
iH , (2)

iH . Використовуючи обмеження на гладкість 

межі D∂ , можна розпрямити 
1
( )RD P∂ K∩  за допомогою взаємно однознач-

ного перетворення 1( )x = ψ ξ  із [12, с. 126]. Внаслідок такого перетворення 

область 
1
( )RD PK∩  переходить в область Π , для точок якої 0nξ ≥ . 

Приймемо, що при цьому перетворенні ( , )m t xω , ( , )j jp t x , mF , mΦ , F , Φ , 

1P  переходять відповідно в ( , )m tω ξ , (1) ( , )j jp t ξ , (1)
mF , (1)

mΦ , 1F , 1Φ , 1N . 

Позначимо коефіцієнти диференціального виразу 2L  в області Π  через 
(1) ( , )ija t ξ . Тоді (1) ( , )m tω ξ  буде розв’язком задачі 

 (1) (1) (1) (1) (1)
4 1 1

, 1

( )( , ) ( ) ( , ) ( )
i j

n

m ij m m m
j i

L t a N F F
t ξ ξ

=

 ∂ω ξ ≡ − ∂ ∂ ω = τ ξ + ω ∂ 
∑ , 

 (1) (1) (1)
1(0, ) ( ) ( )m m mω ξ = Φ ξ + Φ ω , 

 (1)

0
0

n
m ξ =

ω = . 

Повторюючи міркування, наведені при знаходженні оцінки розв’язку 
задачі (23)–(25), і використовуючи при цьому теорему 5.3 із [5, с. 364], одер-
жимо оцінку (31). 

Якщо (1) (2)
2i ix x T− ≥ , то використовуючи інтерполяційні нерівності, 

отримуємо 

 1 2
( ) ; ; ; 0; ( ) ;m m mE Q c Qα

+α αω ≤ ε ω γ β + ε ω . (32) 

У випадку, коли (1) (2)
1t t T− ≥ , маємо 

 2 2
( ) ; ; ;0; ( ) ;m m mE Q c Qα

+α αω ≤ ε ω γ β + ε ω . (33) 

Скориставшись нерівностями (23), (31)–(33), вибравши r  та ε  достат-
ньо малими та врахувавши заміну (19), оцінку (16) і умови теореми 1, отри-
маємо оцінку (18).  
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Д о в е д е н н я теореми 1. Права частина нерівності (18) не зале-
жить від m , тому послідовності 
 ,0 ,1,       ( ; ) ( ; ) ( )m m m i x mi

W u W R P d P u P≡ ≡ γ − β ∂{ } { } { } { } , 

 ,2 (2 ; ) ( )m t mW R P u P≡ γ ∂{ } { } , 

 ,3 (2 ; ) ( ; ) ( ; ) ( )m i j x x mi j
W R O d P d P u P≡ γ − β − β ∂ ∂{ } { }  

рiвномiрно обмеженi i рiвностепенево неперервнi в Q . За теоремою Арцела 

iснують пiдпослiдовностi ,mj
W ν{ } , рiвномiрно збіжнi в Q  до ( )W ν{ } , 

0,1,2,3ν ∈ { } . Переходячи до границi при jm → ∞  в задачі (7)–(9), одержи-

мо, що (0)( , )u t x W=  – єдиний розв’язок задачi (1)–(3) і 2 ( ; ;0; )u C Q+α∈ γ β . 
Теорема 6. Нехай виконуються умови теореми 2. Тоді для розв’язку 

задачi (7), (8), (10) є правильною оцінка 

 02 2
; ; ; 0; ; ; ; ; ; ; ; 0;mu Q f Q D+α α +α
γ β ≤ γ β µ + ϕ γ β +%%(  

 1; ; ; ;Q +α+ ψ γ β δ ) . (34) 

Д о в е д е н н я.  Оцінку (34) встановлюємо за схемою доведення 
нерівності (18). Покажемо найбільш важливі моменти. Спочатку знайдемо 
оцінку розв’язку задачі (12), (13), (15). 

Для знаходження оцінок виразів ( )mE vν  у випадку (1) (2)
2i ix x T− ≤ , 

(1) (2)
1t t T− ≤ , (1)

22x y T n− ≤  i (1)
22n nx y T− ≤ , y D∈ ∂ , запишемо задачу 

(12), (13), (15) у вигляді 

 2( )( , ) ( ) ( )m m mL v t x F P F v= + , 

 (0, ) ( ) ( )m m mv x x v= Φ + Φ , 

 2 1 1
1 1

( ) ( ( ) ( ))
k

n n

m k x m k k x mk
k k

v l P v l P l P vΓ
= =Γ

 = ∂ ≥ − ∂ −    
∑ ∑B  

 (1)
0 ( ) ( , , )t

m m m ml P v e t x vλ
Γ

Γ

− + ψ ≡ ψ
, 

 (1)
20,          ( )( , ) 0m m m mv v v t xΓ Γ

≥ − ψ =B[ ] . 

Нехай 1( )x = ψ ξ  – взаємно однозначне перетворення, яке переводить 

область 
1
( )RQ PK∩  в область Π . Позначимо коефіцієнти диференціальних 

виразів 2L  i 2B  в області Π  через (1) ( , )ija t ξ , (1) ( , )kl t ξ . Вважаємо, що 

( , )mv t x , ( , )j jp t x , (1)
mψ , mF , mΦ , F , Φ , 1P , 1( ; )d Pβ , ( ; )R Pγ  при цьому 

перетворенні переходять у (1) ( , )mv t ξ , (1) ( , )j jp t ξ , (2)
mψ , (1)

mF , (1)
mΦ , 1F , 1Φ , 1N , 

1( ; )d Nβ% , ( ; )R Nγ% . Тоді (1)
mv  буде розв’язком задачі 

 (1) (1) (1)
4 1( )( , ) ( , ) ( )m m mL v t F F vξ = τ ξ + , (35) 

 (1) (1) (1)
1(0, ) ( ) ( )m m mv vξ = Φ ξ + Φ , (36) 

 (1) (1) (1) (2) (1)
3 10 0

1 0

( ) ( , , )
kn n

n

n

m k m m m
k

v l N v t vξξ = ξ =
= ξ =

= ∂ ≥ ψ ξ∑B , 

 (1) (1) (1) (2)
30 0

0,         ( )( , ) 0
n n

m m m mv v v t
ξ = ξ =

≥ − ψ ξ =B[ ] . (37) 
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Можливі два випадки: I) в області Π  існують точки, в яких виконуєть-
ся умова 

 (1) (2)
3 1

( )( , ) 0
n

m mv t
ξ =

− ψ ξ =B , (38) 

II) таких точок в області Π  не існує, тоді з крайової умови (37) маємо, що 

 (1)

0
0

n
mv

ξ =
= . (39) 

У випадку I досліджуємо задачу (35), (36), (38). Виконавши у задачі 

(35), (36), (38) заміну (1) (2)( , ) ( , )m mv t v t zξ = , 1( ; )i i iz d N= β ξ% , одержимо 

 (2) (1) (2)
5 1 1 1

, 1

( )( , ) ( ) ( ; ) ( ; )
n

m ij i j z z mi j
i j

L v t z a N d N d N v
t =

 ∂≡ − β β ∂ ∂ = ∂ 
∑ % %  

 (1) (2)
1( , ) ( )m mF t z F v= + , (40) 

 (2) (1) (2)
1(0, ) ( ) ( )m m mv z z v= Φ + Φ , (41) 

 (2) (1) (2) (2) (2)
4 1 10 0

1 0

( ) ( ; ) ( , , )
n n

n

n

m k k z m m mz zk
k z

v l N d N v t z v
= =

= =

= β ∂ ≥ ψ∑ %B . (42) 

Коефіцієнти рівняння (40) і крайової умови (42), згідно із зробленими 

обмеженнями, не залежать від точки 1N . Позначимо (1) (1)
1( ; )i iz d N= β ξ% , ρΠ =  

2
(1) 2 (1)

1 1 1( , ); (2 ; ), ( ; ) ( ; ), 1,2, ,
16 4i i i
r rt z t t R N z z R N d N i n

 = − ≤ ρ γ − ≤ ρ γ − β ∈ 
 

%% % …{ }  

і виберемо тричі диференційовну функцію 1( , )t zη , яка задовольняє такі 
умови: 

 
1 4 1

1
3 4 1 1

1, ( , ) , 0 ( , ) 1,
( , )

0, ( , ) , ( (2 ) ; ).j k
t z jk

t z t z
t z

t z c R j k N

∈ Π ≤ η ≤η = 
∈ Π ∂ ∂ η ≤ − + γ

%
/

/

 

Тоді функція (2) (2)
1( , ) ( , ) ( , )m mW t z v t z t z= η  буде розв’язком крайової задачі 

 (2) (2) (1) (2)
5 1 1 1 1 1

, 1

( )( , ) ( ) ( , ) ( , )
i j

n

m m t ij i j z m z
i j

L W t z v a N d N d N v
=

= ∂ η − β β ∂ ∂ η +∑ % % [  

 (2) (2)
1 1j i i jz m z m z zv v+ ∂ ∂ η + ∂ ∂ η +]  

 (1) (2) (1)
1 1 1 2( , ) ( )m mF t z F v F+ η + η ≡ , 

 (2) (1) (2) (1)
1 1(0, ) (0, ) ( ) ( )m m m mW z z z v= η Φ + Φ ≡ Φ[ ] , 

 (2)
4 0n

m z
W

=
=B  

 (2) (2) (2) (1) (1)
1 1 1 1 2

1 0

( , , ) ( ) ( , )
k

n

n

m m m k k z
k z

t z v v l N d N G
= =

 = η ψ − β ∂ η ≡  ∑ % . (43) 

На підставі теореми 5.3 із [5, с. 364] для розв’язку задачі (43) і довіль-
них точок 1 2 1 4,M M ⊂ Π{ } /  виконується нерівність 

 
3 4

(2) (2) (1)
1 2 1 1 2 ( )

( , ) ( ) ( )j k j k
t z m t z m C

d M M v M v M C F α
−α

Π
∂ ∂ − ∂ ∂ ≤ +(

/
 

 1
3 4 3 4

(1) (1)
22 2( ) ( )C C

G +α+α Π Π
+ Φ + )

/ /
. 
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Враховуючи властивості функції 1( , )t zη  і умови теореми 2, одержимо 

 0 1 2
( ) ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; 0;m m m mE v c f Q Q Dν +αα +α

≤ γ β µ + ψ γ β δ + ϕ γ β +%%(  

 2
0 3/4 2

( ( 2) ) ; ; ; 0;mnr n r v Vα
+α

+ λ + ε + + + γ β +  

 3/4 02
( ) ; ; ;0; ( ) ;m mc v V c v Q

+α
+ ε γ β + ε ) . 

У випадку II досліджуємо задачу (35), (36), (39). 
Скориставшись методикою доведення теореми 5, маємо 

 2
0 02

( ) ; ; ; ; ; ; ; 0;m m mE v c f Q D nrα
ν α +α

≤ γ β µ + ϕ γ β + λ + ε + +%%( ) (  

 3/4 02
( 2) ) ; ; ;0; ( ) ;m mn r v V c v Q

+α
+ + γ β + ε ) . 

Аналогічно, використовуючи методику доведення теореми 5, одержує-

мо оцінки величин ( )mE vν  і у випадку (1)
22n nx y T− ≥  або (1)

22x y T N− ≥ . 

Об’єднавши всі випадки та врахувавши заміну (11) і нерівність (17), 
одержуємо оцінку (34).  

Зауваження 1. Доведення теореми 2 проводимо аналогічно до дове-
дення теореми 1 з використанням оцінки (34). 

Теорема 7. Якщо ( ; ; 0; )f C Qα∈ γ β  і виконуються умови теореми 1, то 

єдиний розв’язок задачi (1)–(3) у просторі 2 ( ; ; 0; )C Q+α γ β  визначається iн-

тегралами Стiлтьєса з борелiвською мiрою ( , ; )t x ZE : 

 1 2( , ) ( , ; , ) ( , ) ( , ; ) ( )
Q D

u t x t x d f t x d
∂

= τ ξ τ ξ + ξ ϕ ξ +∫ ∫E E  

 3 ( , ; , ) ( , )t x d d S gξ
Γ

+ τ τ ξ∫ E . 

Д о в е д е н н я  теореми 7 аналогічне до доведення теореми 6 із [11].  
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НЕЛОКАЛЬНЫЕ ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ С ОСОБЕННОСТЯМИ 
 
В гельдеровых пространствах со степенным весом рассматриваются первая 
краевая задача и односторонняя краевая задача с нелокальным условием по часо-
вой переменной для линейного дифференциального уравнения со степенными осо-
бенностями произвольного порядка на координатных плоскостях. Установлено 
интегральное представление и найдены оценки решений сформулированных задач 
в соответствующих пространствах. 
 
NONLOCAL PARABOLIC BOUNDARY VALUE PROBLEMS WITH FEATURES 
 
The first boundary value problem and one-side boundary value problem with nonlocal 
condition by time variable for linear differential equation with degree features of an 
arbitrary degree in the coordinate planes are considered in Hölder spaces with degree 
weight. The integral representation and the estimates of solutions are established for 
such problems in the appropriate spaces. 
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