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УДК 539.3 
 

О. Р. Грицина 
 

ВПЛИВ НАГРІВАННЯ НА ПРИПОВЕРХНЕВУ НЕОДНОРІДНІСТЬ 
ЕЛЕКТРОМЕХАНІЧНИХ ПОЛІВ У ДІЕЛЕКТРИКАХ 
 

Співвідношення локально ґрадієнтної теорії діелектриків, яка ґрунтується 
на врахуванні процесу локального зміщення маси, використано для дослід-
ження напружено-деформованого стану та поляризації вільної від силового 
навантаження порожнистої кулі, на поверхнях якої підтримуються різні 
значення температури. Показано, що співвідношення цієїї нелокальної теорії 
дозволяють оцінити вплив ґрадієнта температури на приповерхневу неод-
норідність полів напружень, поляризації і зв’язаного електричного заряду, а 
також описують піроелектричний і термополяризаційний ефекти. 

 
Вступ. Останні десятиріччя характеризуються значною мініатюриза-

цією технічних пристроїв, інтенсивним розвитком нанотехнологій, синтезом і 
широким впровадженням у техніку композитних, пористих і надвисокочас-
тотних діелектричних матеріалів. Дослідження таких об’єктів у межах кон-
тинуальних моделей потребує врахування ґрадієнтності стану фізично ма-
лих елементів тіла. Тому інтенсивного розвитку набули нелокальні теорії 
діелектриків, які є природним узагальненням класичних теорій. Метою по-
будови нелокальних теорій є узгодження моделей континуальної електро-
магнітотермомеханіки з теорією ґратки [7, 12, 18] і рядом експериментально 
встановлених фактів, які не вдається об´рунтувати на основі класичних 
теорій. До таких належать, зокрема, аномальна залежність ємності тонких 
діелектричних плівок від товщини (аномалія Міда) [17], оптична активність 
кварцу [13, 19], високочастотна дисперсія пружних хвиль [8], флексоелект-
ричний і термополяризаційний ефекти [2, 6, 15, 20, 23]. 

Можна виділити два підходи до побудови нелокальних теорій [4, 21]. 
Перший полягає у заданні функціональних визначальних співвідношень 
просторового типу [11], другий – у розширенні простору параметрів стану 
ґрадієнтами певних фізичних величин [14, 16, 18, 22]. Теорії першого типу 
іноді називають «нелокальними» або «сильно нелокальними» теоріями, а 
теорії другого типу відомі як «ґрадієнтні» або «слабо нелокальні». 

До класу теорій ґрадієнтного типу належить також локально ґрадієнт-
на теорія електромагнітотермомеханіки неферомагнітних діелектричних тіл, 
яка ґрунтується на врахуванні поряд із деформаційними, тепловими та 
електромагнітними процесами також локального зміщення маси [5, 9]. На-
слідком урахування локального зміщення маси є розширення простору па-
раметрів стану двома додатковими парами параметрів стану, одна із яких 
містить просторовий ґрадієнт потенціалу π π

′µ = µ − µ , де πµ  – міра впливу 

локального зміщення маси на внутрішню енергію системи [5], а µ  – хіміч-
ний потенціал. Наявність серед параметрів локального термодинамічного 
стану просторового ґрадієнта потенціалу π

′µ  надає цій теорії статус нело-

кальної. У працях [1, 3, 9, 10] показано, що співвідношення локально ґраді-
єнтної лінійної теорії описують такі спостережувані ефекти, як аномалія 
Міда [10], високочастотна дисперсія модифікованої пружної хвилі [3], піро-
електричний ефект [1] тощо. У вказаних працях конкретні дослідження 
проведено за ізотермічного наближення. Винятком є лише робота [1], у якій 
на прикладі термопружного шару ідеального діелектрика вивчено вплив 
постійного температурного поля на приповерхневу неоднорідність електро-
механічних полів і показано, що використання співвідношень локально ґра-
дієнтної теорії дозволило у межах лінійного наближення описати піро-
електричний ефект. Метою пропонованої роботи є вивчення впливу ґрадієн-
та температури на термоелектромеханічну поведінку неферомагнітного ізо-
тропного тіла в лінійному наближенні. 
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1. Формулювання задачі. Розглянемо порожнисту ізотропну кулю, яку 
у момент 0t =  виділено з безмежного середовища так, що у наступні мо-
менти часу 0t >  вона контактує з вакуумом. Матеріал кулі – ідеальний 
діелектрик. Масові сили та розподілені джерела тепла у тілі відсутні. По-
верхні кулі вільні від силового навантаження і підтримуються за різних 
збурень температури iθ , 1,2i = , 1 2θ ≠ θ , щодо її відлікового значення 0T . 

Обмежимося розглядом стаціонарного стану порожнистої кулі. 
Для вивчення лінійного відгуку тіла на ґрадієнт температури викорис-

таємо лінеаризовану систему рівнянь локально ґрадієнтної електромагніто-
термомеханіки неферомагнітних діелектричних тіл, отриману у працях [5, 
9]. Прийнявши за розв’язувальні функції вектор переміщень u , збурення 
температури θ , питому густину наведеної маси mρ  та електричний потен-

ціал eϕ , у стаціонарному наближенні ключовій системі рівнянь моделі на-
дамо вигляду: 

 1 ( ) 0
3 T mK G G K K ρ

 + ⋅ + ∆ − α θ − α ρ = 
 

u u    , (1) 

 0∆θ = , (2) 

 2

0
( )m E m

K

d
ρ

µ
ρ

α
∆ρ − λ ρ = ∆ ⋅

ρ
u , (3) 

 E
e m

m E Em
∆ϕ = − ρ

χ − χ
æ
æ

. (4) 

Тут 2 1 1( )E m E Emd− −
µ ρλ = χ − χæ ; 0E Em= ρ χ εæ / ; 0 0 Eε = ε + ρ χ ; 0ρ  – густина ма-

си у вихідному стані; K  – модуль об’ємного стиску за сталих температури 
та питомої густини наведеної маси; G  – модуль зсуву; Tα  – температур-
ний коефіцієнт об’ємного розширення за сталої питомої густини наведеної 
маси; ρα  – коефіцієнт об’ємного розширення, спричиненого локальним 

зміщенням маси за незмінної температури; dρ  – ізотермоізохоричний ко-

ефіцієнт залежності потенціалу π
′µ  від питомої густини наведеної маси; 0ε  

– електрична стала; Eχ  – діелектрична сприйнятність; mχ  і Emχ  – ко-

ефіцієнти, які характеризують відповідно локальне зміщення маси та поля-
ризовність тіла, зумовлені ґрадієнтом потенціалу π

′µ . 

Віднесемо тіло до сферичної системи координат ( , , )r ϕ ϑ , у якій воно за-

ймає область простору 1 2R r R≤ ≤ . Стан тіла за описаної зовнішньої дії має 
центральну симетрію. Отже, усі шукані функції залежать лише від 
радіальної координати r : ( ( ),0,0)ru r=u , ( )rθ = θ , ( )e e rϕ = ϕ , ( )m m rρ = ρ . 

Рівняння (1)–(4) у сферичній системі координат запишемо так: 

 2
2
1 ( ) 0m

r T

dd d dr u
dr dr dr drr

ρ
ρθ  ′ ′− α − α =  

, (5) 

 2 0d dr
dr dr
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, (6) 

 2 2 2 2
2 2 2
1 1 1 ( )m

E m r

dd d d dr K r r u
dr dr dr dr drr r r

µ
ρ    ′− λ ρ =       
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1 e E
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. (8) 
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Тут 

 
1 1

1
0

4 4,    ,    ( )
3 3T TK K G K K G K K d

− −
−

ρ ρ ρ ρ
   ′ ′ ′α = α + α = α + = α ρ   
   

. 

До системи рівнянь (5)–(8) слід долучити рівняння для визначення по-
тенціалу електричного поля у вакуумі (в областях 1 20 ,  r R r R≤ < > ): 

 
ϕ  = = 

 

( )
2 v ( )

0,        1,2
i

ed rd r i
dr dr

, (9) 

крайові умови на поверхнях 1r R=  та 2r R= : 

 ( ) 0,        ( ) ,        ( ) 0rr i i i iR R Rπ
′σ = θ = θ µ = , (10) 

 = = =( ) ( )
v v( ) ( ),     ( ) ( ),     1,2i i

e i e i i ij R j R D R D R i , (11) 

та умови обмеженості електричного потенціалу у вакуумі при 0r →  та 
r → + ∞  

 
→ →+ ∞

ϕ < ∞ ϕ =(1) (2)
v v

0
lim ,         lim 0e e
r r

. (12) 

Тут rrσ  – радіальна компонента тензора напружень; ϕ(1)
ve  та ϕ(2)

ve  – відпо-

відно електричні потенціали в областях 10 r R≤ <  та 2r R> ; ( ( ),0,0)D r=D  

і =( ) ( )
v v( ( ),0,0)i iD rD  – вектори індукції електричного поля у тілі і вакуумі. 
Зазначимо, що співвідношення (10) відповідають умові відсутності нор-

мальних до поверхні тіла механічних зусиль, заданню на поверхнях тіла 
збурень температури 1θ  і 2θ , а також рівності нулеві потенціалу π

′µ  

(оскільки тіло контактує з вакуумом). Формули (11) є математичним запи-
сом умови неперервності електричного потенціалу при переході через по-
верхні тіла 1r R=  та 2r R= , а також відсутності стрибка нормальної ком-
поненти вектора індукції електричного поля. 

Запишемо крайові умови (10) і (11) через розв’язувальні функції ru , 

θ , mρ , eϕ , ϕ(1)
ve  та ϕ(2)

ve . З огляду на співвідношення Коші та рівняння стану 

моделі локально ґрадієнтної електромагнітотермомеханіки [5, 9], для не-
нульових компонент тензорів деформації rre , eϕϕ , eϑϑ  і напружень rrσ , 

ϕϕσ , ϑϑσ , вектора поляризації ( ,0,0)p=p , потенціалу π
′µ , а також індукції 

електричного поля у тілі D  і вакуумі ( )
v
iD  запишемо 

 ,          r r
rr

du u
e e e

dr rϕϕ ϑϑ= = = , (13) 

 4 22
3 3

r r
rr T m

du u
K G K G K K

dr r ρ
   σ = + + − − α θ − α ρ   
   

, (14) 

 2 12
3 3

r r
T m

du u
K G K G K K

dr rϕϕ ϑϑ ρ
   σ = σ = − + + − α θ − α ρ   
   

, (15) 

 
0

2 me r r
E Em T

dd du ud dp K d
dr dr dr r dr dr

ρ
ρ ρ

α ρϕ θ   = − χ + χ + + β −  ρ   
, (16) 

 0
0

2r r
m T

du u
d K

dr r
ρ

π π ρ ρ

α  ′ ′µ = µ + ρ − β θ − + ρ  
, (17) 

 
0

2r r
e E m T

du udD d K
dr dr r

ρ
ρ ρ= − + − − +

α   ε ϕ ρ β θ    ρ   
æ , (18) 

 
ϕ

= − ε
( )

( ) v
v 0

i
i ed

D
dr

. (19) 
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Тут 0π
′µ  – значення потенціалу π

′µ  у природному стані необмеженого одно-

рідного середовища, а Tρβ  – ізотермо-ізохоричний коефіцієнт залежності 

питомої ентропії від питомої густини наведеної маси. 
З урахуванням формул (14), (17)–(19) крайові та контактні умови (10), 

(11) набудуть вигляду 

 ρ
=

− ′ ′+ − α ρ = α θ
+

( )3 22 ( )
3 4

i

r r i
m i T i

ir R

du u RK G R
dr K G R

, (20) 

 ( )i iRθ = θ , (21) 

 0
0

( )
( ) 2

i

r r i
m i T i

ir R

du u R
d R K

dr R
ρ

ρ π ρ
=

α   ′ρ − + = − µ + β θ ρ  
, (22) 

 ϕ = ϕ =( )
v( ) ( ),           1,2i

e i e iR R i , (23) 

 
( )
v

0
0

2 .
i i

i
r r e

e E m T
r R r R

du u dd d K
dr dr r dr

ρ
ρ ρ

= =

α ϕ   ε ϕ + ρ − β θ − + = ε   ρ   
æ  (24) 

Рівняння (5) і (7) зв’язані між собою. Однак, якщо у правій частині 
рівняння (7) просторові похідні від вектора переміщення замінити згідно з 
(5) похідними від температури та питомої густини наведеної маси і 
врахувати рівняння теплопровідності (6), то у підсумку для знаходження 
функції mρ  отримаємо 

 2 2
2
1 0m

m

dd r
dr drr

ρ
ρ  − λ ρ = 

 
, (25) 

де 

 
2 2 1

2 2

0
1

( 4 3)E

K

d K G

−
ρ

ρ µ
ρ

α λ = λ − ρ + /
. 

З огляду на те, що 
2

2
2

( )1 m md d rd r
r dr dr dr

ρ ρ  = 
 

, рівняння (25) запишемо так: 

 
2

2
2

( )
0m

m

d r
r

dr
ρ

ρ
− λ ρ = . (26) 

2. Розв’язок задачі та його аналіз. Таким чином, задача про визначен-
ня напружено-деформованого стану, електричного потенціалу та поляриза-
ції нагрітої порожнистої кулі зводиться до розв’язування системи рівнянь 
(5), (6), (8), (9), (26) із крайовими та контактними умовами (20)–(24) та умо-
вами обмеженості електричного потенціалу у вакуумі (12) із наступним ви-
значенням компонент тензора напружень і поляризації зі співвідношень 
(14)–(16). Тепер можна запропонувати таку схему розв’язування сформу-
льованої задачі. Знаходимо температуру та питому густину наведеної маси 
з рівнянь (6) і (26), а знаючи ці функції, визначаємо електричний потенціал 
і переміщення на основі рівняння рівноваги (5) і рівнянь електростатики (8) 
і (9). При цьому задача теплопровідності (6), (21) не пов’язана із визна-
ченням решти функцій. Її розв’язком є функція 

 1 2
1

2 1 1

1 1( )
R R

r
R R R rθ

 θ = θ − δ − −  
. 

Тут 1 2θδ = θ − θ . 

Зазначимо, що рівняння (26) для визначення питомої густини наведеної 
маси не зв’язане з іншими рівняннями розв’язувальної системи. Однак 

функції mρ , ru , eϕ , ϕ( )
v
i

e  пов’язані умовами (20), (22) і (24). 

Розв’язок системи рівнянь (5), (8), (9) і (26) має вигляд 
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 3 4 1 1 2
2

2 1 1

1 1( )
3 3 2 3r T

A A R R
u r r r

R R r Rr
θ

θ   ′= + + α + δ − +  −  
 

 1 2

sh ( ) ch ( )
ch ( ) sh ( )

r r
A r A r

r r r
ρ ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ ρ

+ − + −
′α λ λ    λ λ    λ λ λ    

, 

 1 2
1( ) sh ( ) ch ( )m r A r A r
r ρ ρρ = λ + λ[ ] , 

 1 2
1 2

2 1
( ) (1 ) sh ( ) ch ( )

TE
e

R R
r d K A r A r

r R R
ρ

θ ρ ρ ρ ρ

β ′ ′ϕ = δ − − α λ + λ − 

æ
[ ] , 

 ∗ϕ = ϕ ϕ =(1) (2)
v v( ) ,         ( ) 0e er r . 

Тут 0T T TKρ ρ ρ
′β = β + α α ρ/ ; , 1, , 4jA j = … , – сталі величини, які визначаються 

із крайових умов задачі. Подамо jA , 1, , 4j = … , як суму трьох складових: 

 m
j j j jA A A Aθ δ= + + ,  

де 

 1 1 2 2
0

1 1 2 2

1
m m

m m
i i

n R n R
A a K

N R N R dπ
ρ

− ′= µ − − 
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 1 1 2 2
1

1 1 2 2

Tm
i i

n R n R
A a K

N R N R d

θ θ
ρθ

ρ

β− ′= θ + − 
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 1 1 2 2

1 1 2 2
,       1,2
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i i i

n R n R
A K a a i

N R N R d

δ δ
ρδ δ

θ
ρ
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 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1
3 0 4 0

1 1 2 2 1 1 2 2
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m m m m
m mn R n R R R n N n N

A A
N R N R N R N Rπ π
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− −
= µ = µ

− λ −
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 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1
3 1 4 1

1 1 2 2 1 1 2 2
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n R n R R R n N n N
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θ θ θ θ
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− λ −
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 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1
3 4

1 1 2 2 1 1 2 2

( )
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A A
N R N R N R N R

δ δ δ δ
δ δ

θ θ
ρ

− −
= δ = δ
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, 
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C R S R
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ρ ρ
ρ ρ
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4
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i i i i
KN R K a C a S
G ρ ρ
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1( ),       ( )
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i i i i T i i T in a C a S n a C a S R

d d
ρ ρθ

ρ ρ
ρ ρ

′ ′α α
′= − + = β + + α λ , 

 2 1 2
1 2

2 1 1

1 1 ( )
( ) 2 3i T i T i i

i

R R
n R a C a S

R R R R d
ρδ δ δ

ρ ρ
ρ

′α ′= α λ − − β + −  
, 

 2 1 1 2 1 2 2 1
1 2

2 1 2 1

ch ( ) ch ( ) sh ( ) sh ( )
,    

(1 ) sh ( ) (1 ) sh ( )
m m

R R R R R R R R
a a

K R R K R R
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

λ − λ λ − λ
= =′ ′ ′ ′− α λ − − α λ −[ ] [ ]

, 

 1 1 1 1 2 1 2 2,         m ma a a a a aθ δ θ δ
θ θ= θ − δ = θ + δ , 

 2 1 2 1
1 2

2 1 2 1

ch ( ) sh ( )
,      

(1 ) sh ( ) (1 ) sh ( )

R R R R
a a

K R R K R R
ρ ρδ δ

ρ ρ ρ ρ

λ λ
= =′ ′ ′ ′− α λ − − α λ −[ ] [ ]

. 

Знаючи переміщення, електричний потенціал та питому густину наведеної 
маси, на основі формул (14) і (15) знаходимо вирази для напружень: 
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 1 1 2 4
3 3

2 1 1

1 1( ) 4 4
3 2 3rr T

R R A
r G KA G

R R r R r
θ

θ   ′σ = − α + δ − + − −  −  
 

 1 22

4 sh ( ) ch ( )
ch ( ) sh ( )

G r r
A r A r

r rr

ρ ρ ρ
ρ ρ

ρ ρρ

′α λ λ    − λ − + λ −    λ λ   λ  
,(27) 

 1 1 2
3

2 1 1

1 1( ) ( ) 4
3 4 3T

R R
r r G KA

R R r Rϕϕ ϑϑ θ
θ  ′σ = σ = − α + δ − + +  −  

 

 4
13 2

ch ( ) sh ( )
2 2 sh ( )

( )

r rA
G G A r

r rr r

ρ ρ ρ
ρ

ρ ρ

′α λ λ  + − λ − + +  λ λ
 

 2 2

sh ( ) ch ( )
ch ( )

( )

r r
A r

r r

ρ ρ
ρ

ρ ρ

λ λ  + λ − +  λ λ 
. (28) 

Відповідно для напруженості електричного поля у тілі та поляризації має-
мо формули 

 1 2
1

2 1

sh ( )
( ) (1 ) ch ( )E

T

rR R
E r d K A r

r R R r r
ρθ

ρ ρ ρ ρ ρ
ρ

λδ   ′ ′= β + λ − α λ − +  − λ 

æ
 

 2

ch ( )
sh ( )

r
A r

r
ρ

ρ
ρ

λ  + λ −  λ 
, 

 1 2
1

2 1
( ) (1 ) ch ( )E E Em

T

R R
p r d K A r

r R R r
θ

ρ ρ ρ ρ ρ −
χ − χ δ  ′ ′= β + λ − α λ − 

æ
 

 2

sh ( ) ch ( )
sh ( )

r r
A r

r r
ρ ρ

ρ
ρ ρ

− + −
λ λ   λ   λ λ  

. 

При цьому вектор індукції електричного поля у тілі дорівнює нулеві. 
Бачимо, що механічні напруження, питома густина наведеної маси, на-

пруженість електричного поля і поляризація є лінійними функціями збу-
рення температури і їм властива неоднорідність розподілу вздовж радіаль-
ної координати. Зазначимо, що перші доданки у формулах (27) і (28) зу-
мовлені зв’язком процесів деформування і теплопровідності. Ці доданки 
визначають температурні напруження у рамках класичних лінійних теорій. 
Якщо температурний коефіцієнт об’ємного розширення Tα  покласти рівним 

нулеві, то ці складові зникнуть. Доданки, пропорційні величинам jA , 

1, , 4j = … , є наслідком урахування локального зміщення маси та його зв’яз-
ку з процесами деформування і теплопровідності. Вони визначають неод-
норідність розподілу напружень, зумовлену взаємозв’язком згаданих про-
цесів. Такі складові будуть відсутні, якщо вихідну задачу формулювати на 
основі співвідношень класичної теорії діелектриків. 

Функції , , , ,rrf E pϕϕ ϑϑ= σ σ σ{ }  можна подати як суму двох доданків:  

 1( ) ( ; , )m Tf f r f r θ= + θ δ , 

де складові , , , ,m m m m m m
rrf E pϕϕ ϑϑ= σ σ σ{ }  зумовлені перевпорядкуванням 

структури приповерхневих областей тіла (локальним зміщенням маси). Вони 
не залежать від температурного поля і визначаються на основі співвід-
ношень 

 4
3 13 2

4 sh ( )
( ) 4 ch ( )

m
m m m
rr

G rA
r KA G A r

rr r

ρ ρ
ρ

ρρ

′α λ  σ = − − λ − +  λ λ 
 

 2

ch ( )
sh ( )m

r
A r

r
ρ

ρ
ρ

λ  + λ −  λ 
, 
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 4
3 13

ch ( )
( ) ( ) 2 2 sh ( )

m
m m m m

rA
r r KA G G A r

r rr

ρ ρ
ϕϕ ϑϑ ρ

ρ
= = + − − +

′α λ σ σ λ  λ
 

 22 2

sh ( ) sh ( ) ch ( )
ch ( )

( ) ( )
m

r r r
A r

rr r

ρ ρ ρ
ρ

ρρ ρ

λ λ λ   + + λ − +   λ  λ λ 
, 

 1

sh ( )
( ) (1 ) ch ( )m mE

r
E r d K A r

r r
ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ

λ  ′ ′= λ − α λ − +  λ 

æ
 

 2

ch ( )
sh ( )m

r
A r

r
ρ

ρ
ρ

λ  + λ −  λ 
, 

 1

sh ( )
( ) (1 ) ch ( )m mE E Em

r
p r d K A r

r r
ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ

−
= − − +

λχ χ   ′ ′λ α λ  λ 

æ
 

 2

ch ( )
sh ( )m

r
A r

r
ρ

ρ
ρ

λ  + λ −  λ 
. 

Відповідно для визначення 1( ; , ) , , , ,T T T T T T
rrf r E pθ ϕϕ ϑϑ=θ δ σ σ σ{ }  маємо форму-

ли 

 1 2
1 3 3

2 1 1

4 1 2( ) 2 ( )
3 3

T
rr T T

R R
r G G K A A

R R r R
θ δ

θ
 ′ ′σ = − α θ − α δ − + + − −  

 

 4 4
1 13 2

4( )
4 ( ) ch ( )

GA A
G A A r

r r

θ δ
ρ θ δ

ρ
ρ

′α+  − − + λ − λ 
 

 2 2

sh ( ) ch ( )
( ) sh ( )

r r
A A r

r r
ρ ρθ δ

ρ
ρ ρ

λ λ   − + + λ −   λ λ  
, (29) 

 1 2
1 3

2 1 1

4 1 4( ) ( ) (
3 3

T T
T T

R R
r r G G K A

R R r R
θ

ϕϕ ϑϑ θ
 ′ ′σ = σ = − α θ − α δ − + + −  

 

 4 4
3 1 13

( )
) 2 2 ( ) sh ( )

A A
A G G A A r

rr

θ δ
ρδ θ δ

ρ

′α+  + + − + λ − 
 

 2 22

ch ( ) sh ( )
( )

( )

r r
A A

r r

ρ ρ θ δ

ρ ρ

λ λ − + + + ×λ λ
 

 
2

sh ( ) ch ( )
ch ( )

( )

r r
r

r r

ρ ρ
ρ

ρ ρ

λ λ  × λ − +  λ λ 
, (30) 

 1 2
1 1

2 1
( ) (1 ) ( ) ch ( )TT E

R R
E r d K A A r

r R R r
ρ θ δθ

ρ ρ ρ ρ= + − + −
β δ  ′ ′λ α λ − 

æ
 

 2 2

sh ( ) ch ( )
( ) sh ( )

r r
A A r

r r
ρ ρθ δ

ρ
ρ ρ

λ λ   − + + λ −   λ λ  
, (31) 
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1

2 1
( ; , )T E E Em

T

R R
p r

r R R r
θ

θ ρ
χ − χ δ

θ δ = β +
−

æ
 

 1 1

sh ( )
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r
d K A A r

r
ρθ δ

ρ ρ ρ ρ
ρ

λ  ′ ′+ λ − α + λ − +  λ 
 

 2 2
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A A r

r
ρθ δ

ρ
ρ
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. (32) 
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Складові 1( ; , ) , , , ,T T T T T T
rrf r E pθ ϕϕ ϑϑθ δ = σ σ σ{ }  визначають зумовлені 

впливом температурного поля додаткові напруження, напруженість елект-
ричного поля та поляризацію порожнистої кулі. Перші члени у формулах 

(29), (30) разом із складовими, пропорційними jAθ , 1, , 4j = … , визначають 

радіальні та меридіональні напруження, зумовлені сталою температурою 

1θ = θ , тоді як другі доданки у цих формулах, пропорційні збуренню тем-

ператури θδ , як і доданки, пропорційні jAδ , 1, , 4j = … , є температурними 

напруженнями, спричиненими наявністю в тілі ґрадієнта температури. 
На рис. 1 показано розподіл 

напружень ∗
ϕϕσ σ/  уздовж безроз-

мірної радіальної координати ζ =  

rρ= λ  у тонкій порожнистій кулі 

радіусів 1 10Rρλ =  і 2 11Rρλ = . Тут 

4 TG∗ ∗′σ = α θ , ∗θ  – характерна тем-
пература. Суцільні лінії відповіда-
ють меридіональним напруженням 
за відсутності ґрадієнта темпера-
тури у тілі ( 0θδ = , крива 1) і його 

наявності ( 0.1∗
θδ θ = −/ , крива 2). 

Розрахунки проведено для таких значень безрозмірних параметрів: /(4 )K G =  

0.5= ; 34 10K −
ρ

′ ′α = ⋅ ; 1 3.2∗θ θ =/ ; 8( ) 10T Td −
ρ ρ ρβ α α =/ ; 0( ) 0.9Td ∗

ρ π ρθ α µ α = −/ . 

Для порівняння штриховими лініями зображено розподіл напружень у 
порожнистій кулі за відсутності постійного температурного поля 1( 0)θ = : 

крива 1 – без ґрадієнта температури ( 0)θδ = , крива 2 – за його наявності 

( 0.1)∗
θδ θ = −/ . Штрихпунктирна крива відповідає температурним напру-

женням c ∗
ϕϕσ σ/ , обчисленим на основі класичної теорії: 

 1 2
1

2 1 1

4 3 1( )
3 4

c
T

R R
r G

R R r Rϕϕ θ
  ′σ = − α θ + δ −  −  

. 

Бачимо, що врахування процесу локального зміщення маси призводить до 
якісних і кількісних змін у розподілі напружень у тілі. Зазначимо, що для 
масивних тіл збурення температурного поля 1θ  мало впливає на характер 
розподілу і величину меридіональних напружень. Бачимо також, що на від-
міну від постійного температурного поля, ґрадієнт температури в тілі при-
зводить до істотних змін напруженого стану порожнистої кулі. 

Криві на рис. 2 ілюструють розподіл меридіональних ∗
ϕϕσ σ/  (рис. 2а) і 

радіальних rr
∗σ σ/  (рис. 2б) напружень уздовж безрозмірної радіальної ко-

ординати ζ  у кулі із внутрішнім і зовнішнім радіусами відповідно 1Rρλ =  

10=  і 2 20Rρλ = . Суцільні лінії 1–3 відповідають 0.3, 0.6, 0.8∗
θδ θ =/  та 

0( ) 0.5Td ∗
ρ π ρθ α µ α = −/ , а значення решти параметрів такі ж, як і для 

кривих на рис. 1. Штрихові криві ілюструють неоднорідність розподілу 
меридіональних і радіальних напружень у тонкій порожнистій кулі за 
відсутності у ній збурення температури та її ґрадієнта. Бачимо, що за 
фіксованої температури внутрішньої поверхні кулі шляхом охолодження її 

 
Рис. 1 
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зовнішньої поверхні можна змінити характер меридіональних поверхневих 
напружень зі стискувальних (крива 1 на рис. 2а) на розтягувальні (криві 2 і 
3 на цьому ж рисунку). 

  
 а) б) 

Рис. 2 
Аналіз формули (31) показує, що нагрів поверхонь кулі до температу-

ри 1θ  має наслідком збурення напруженості електричного поля Eθ : 

 1

sh ( )
( ) (1 ) ch ( )E

r
E r d K A r

r r
ρθ θ

ρ ρ ρ ρ
ρ

= − −
λ  ′ ′λ α λ +  λ 

æ
 

 2

ch ( )
sh ( )

r
A r

r
ρθ

ρ
ρ

λ  + λ −  λ 
, 

а задання на поверхнях тіла різниці температури 1 2θδ = θ − θ  (ґрадієнта 

температури у тілі) – збурення напруженості електричного поля Eδ : 

 1 2
1

2 1
( ) (1 ) ch ( )

TE
R R

E r d K A r
r R R r

ρδ δθ
ρ ρ ρ ρ= + − −

β δ  ′ ′λ α λ − 

æ
 

 2

sh ( ) ch ( )
sh ( )

r r
A r

r r
ρ ρδ

ρ
ρ ρ

λ λ   − + λ −   λ λ  
. 

З аналізу формули (32) випливає, що складова Tp  ненульової компо-
ненти вектора поляризації зумовлена взаємозв’язком локального зміщення 
маси з процесами поляризації, теплопровідності та деформування. У кла-
сичній стаціонарній лінійній теорії ізотропних діелектриків збурення темпе-
ратурного поля не впливає на електричне поле, а отже, співвідношення кла-
сичної теорії не описують піроелектричний і термополяризаційний ефекти. 
На відміну від класичної теорії, формула (32) описує ці ефекти: додаткову 

поляризацію 1( ; )p rθ θ  тіла, спричинену однорідним нагрівом (у випадку, 

який розглядаємо, це є нагрів тіла до температури 1θ ), тобто піроелект-
ричний ефект: 

 1( ; ) (1 ) E E Emp r d K
r

θ
ρ ρ ρ

χ − χ′ ′θ = λ − α ×
æ

 

 1 2

sh ( ) ch ( )
ch ( ) sh ( )

r r
A r A r

r r
ρ ρθ θ

ρ ρ
ρ ρ

λ λ    × λ − + λ −    λ λ    
, 

а також поляризацію ( ; )p rδ
θδ  тіла внаслідок наявності у ньому ґрадієнта 

температури θδ , відому як термополяризаційний ефект [2, 6]: 
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 1 2

2 1
( ; ) (1 )E E Em

T

R R
p r d K

r R R r
δ θ

θ ρ ρ ρ ρ
χ − χ δ ′ ′δ = β + λ − α ×

−
æ

 

 1 2

sh ( ) ch ( )
ch ( ) sh ( )

r r
A r A r

r r
ρ ρδ δ

ρ ρ
ρ ρ

λ λ    × λ − + λ −    λ λ   
. 

 При цьому внаслідок поляризації тіла на його поверхнях виникає зв’я-
заний електричний заряд густини 0( ) ( )se i iR p Rσ = ρ : 

 θ
ρ ρ ρ ρ− +

ε ρ χ δ ′ ′σ = β + λ − α ε − 
0 0 1 2

1 2
2 1

( ) (1 )( )Em
se i T i i

i i

R R
R d K A C A S

R R R R
. 

Наслідком піроелектричного ефекту є виникнення на поверхнях 1r R=  

та 2r R=  кулі додаткового зв’язаного електричного заряду, пропорційного 
збуренню температури: 

 0
1 1 2( ; ) (1 )( )Em

se i i i
i

R d K A C A S
R

θ θ θ
ρ ρ ρ−

ε χ ′ ′σ θ = λ − α +
ε

, 

а наслідком термополяризаційного ефекту – виникнення додаткового зв’я-
заного заряду, пропорційного ґрадієнту температури: 

 2 10
1 2

2 1
( ; ) (1 )( )

( )
TEm

se i i i
i i

R R
R d K A C A S

R R R R
ρδ δ δ

θ θ ρ ρ ρ= − +
−

βε χ  ′ ′σ δ δ λ − α + ε  
. 

Криві на рис. 3 ілюструють вплив 
товщини стінки 2 1( )R R Rρδ = λ −  порож-

нистої кулі на величину зв’язаного по-

верхневого заряду se se
∗σ σ/  на зовнішній 

поверхні тіла 2r R=  для значень ґраді-

єнта температури 0.6, 0.3, 0.3∗
θδ θ = −/ , 

0.6−  (криві 1–4) при 1 0θ = . Значення 
решти параметрів такі, як і для кривих 

на рис. 1. Тут 0 0 0se Em
∗

π ρσ = − ε ρ µ λ χ ε/ . 

Бачимо, що нагрівом чи охолодженням 
зовнішньої поверхні кулі можна досяг-
нути зміни не лише величини, а й знаку 
поверхневого заряду. Цей ефект вагоміший для малих товщин, коли в кулі 
реалізується великий ґрадієнт температури. 

Висновки. Співвідношення локально ґрадієнтної лінійної теорії ді-
електриків дозволяють оцінити вплив ґрадієнта температури на приповерх-
неву неоднорідність напружено-деформованого стану та поляризацію ізо-
тропних тіл. Ці співвідношення, на відміну від класичних лінійних теорій 
діелектриків, описують піроелектричний і термополяризаційний ефекти, 
зумовлені взаємозв’язком локального зміщення маси із процесами дефор-
мування, теплопровідності та поляризації. Наслідками термополяризацій-
ного та піроелектричного ефектів є виникнення на поверхнях кулі додат-
кового зв’язаного заряду, пропорційного ґрадієнту температури та збурен-
ню температури відносно вихідного стану. Показано, що шляхом зміни тем-
ператури зовнішньої поверхні кулі (за фіксованої температури внутрішньої 
поверхні) можна ефективно змінювати не лише механічні напруження у 
кулі, а й розподіл і величину її електричної поляризації, а також величину 
та знак поверхневого заряду. 

 
 

 
Рис. 3 
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ВЛИЯНИЕ НАГРЕВА НА ПРИПОВЕРХНОСТНУЮ НЕОДНОРОДНОСТЬ 
ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ В ДИЭЛЕКТРИКАХ 
 
Соотношения локально градиентной теории диэлектриков, которая основыва-
ется на учете процесса локального смещения массы, использованы для исследова-
ния напряженно-деформированного состояния и поляризации свободного от сило-
вой нагрузки полого шара, на поверхностях которого поддерживаются разные 
значения температуры. Показано, что соотношения этой нелокальной теории 
позволяют оценить влияние градиента температуры на приповерхностную не-
однородность полей напряжений, поляризации и связанного электрического заря-
да, а также описывают пироэлектрический и термополяризационный эффекты. 
 
EFFECT OF HEATING ON THE NEAR-SURFACE INHOMOGENEITY OF ELECTRICAL 
AND MECHANICAL FIELDS IN DIELECTRICS 
 
The relations of the local gradient theory of dielectrics that takes into account the pro-
cess of local mass displacement are used for investigation of the stress-strain state and 
polarization of a hollow sphere. The surfaces of the sphere are free from power load 
and different values of temperature are maintained on it. It is shown that the relations 
of non-local theory allow us to estimate the effect of the temperature gradient on a 
near-surface inhomogeneity of the stresses, the polarization and the bound electrical 
charge. These relations also describe the pyroelectric and thermopolarization effects. 
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