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СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 
 

Для анализа собственных колебаний параболических оболочек применяется 
метод Рэлея – Ритца, для использования которого выведены выражения ки-
нетической и потенциальной энергии параболической оболочки постоянной 
толщины. Исследованы свойства собственных частот и форм колебаний 
оболочек разной высоты. 

 
Введение. Параболические оболочки широко применяются в ракетно-

космической технике. В частности, обтекатель ракет-носителей представля-
ет собой тонкую конструкцию, которая хорошо описывается параболичес-
кой оболочкой [5]. В процессе полета обтекатели ракетоносителей соверша-
ют интенсивные колебания. Размеры обтекателей существенно меняются в 
зависимости от количества выводимого на орбиту полезного груза, а, следо-
вательно, и динамические характеристики обтекателей различных серий 
существенно отличаются между собой. Поэтому чрезвычайно важно иссле-
довать динамические характеристики параболических оболочек. 

В научной литературе существует большое количество теоретических 
исследований оболочек вращения. В обзорной статье В. Д. Кубенко, П. С. Ко-
вальчука [3] рассматриваются свободные, вынужденные и параметрические 
колебания оболочек. В работах [4, 8] представлены общие подходы и мето-
ды исследований оболочек вращения. В монографии [2] представлена по-
тенциальная энергия оболочек. Алгоритмы расчетов пологих оболочек вра-
щения и сферических куполов приводит Н. В. Валишвили [1]. 

Несмотря на большое число теоретических исследований, посвященных 
оболочкам вращения, численные исследования параболоидов практически 
отсутствуют в литературе. В статье [6] рассмотрена динамика вращающей-
ся вокруг оси симметрии параболической оболочки. В работе представлен 
анализ устойчивости при разных угловых скоростях вращения. В статье [7] 
показаны отличия проявления краевых эффектов в соприкасающихся па-
раболических оболочках от эллиптических. Метод Рэлея – Ритца применя-
ется для исследования линейных колебаний цилиндрической оболочки в 
работе [9]. 

В этой статье исследуются свободные колебания параболических обо-
лочек вращения постоянной толщины. Предполагается, что колебания обо-
лочки являются линейными, напряжения и деформации удовлетворяют за-
кону Гука. Спектр собственных частот и форм колебаний определяется с 
использованием метода Рэлея – Ритца. Результаты численного анализа 
сравниваются с данными, полученными 
методом конечных элементов. 

Постановка задачи. Рассмотрим 
собственные колебания тонких пара-
болических оболочек вращения с 
малыми амплитудами. Деформационное 
состояние срединной поверхности обо-
лочки опишем проекциями перемеще-
ний на направления касательных к ко-
ординатным линиям: ( , , )u tθ ϕ , ( , , )v tθ ϕ , 

( , , )w tθ ϕ . Углы θ , ϕ  описывают поло-
жение точек на срединной поверхности. 
Эскиз такой оболочки представлен на 
рис. 1.  

Рис. 1 
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Математическая модель линейных колебаний. Для потенциальной 
энергии упругой деформации оболочки воспользуемся представлением [2] 
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где 11σ , 12σ , 22σ , 11ε , 12ε , 22ε  – компоненты тензоров напряжений и де-

формаций; Rθ , Rϕ  – радиусы кривизны координатных линий θ , ϕ , соот-

ветственно. Компоненты тензоров напряжений и деформаций удовлетворя-
ют закону Гука: 
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где E  и ν  – модуль Юнга и коэффициент Пуассона. Радиусы кривизны 
координатных линий Rθ , Rϕ  определяются так [5]: 

 0 0
2 3 2 2 1 2

,      
(1 sin ) (1 sin )

R R
R Rθ ϕ= =

+ χ θ + χ θ/ /
, (3) 

где 0R  – радиус кривизны в особой точке оболочки 0θ = ; значение χ  

определяет форму оболочки вращения. Отметим, что для параболической 
оболочки 1χ = − , а для сферической – 0χ = . 

Верхняя точка оболочки 0θ =  является особой. Поэтому для расчета 
собственных частот и форм колебаний около этой точки вырежем отверстие 
диаметром меньше, чем толщина оболочки. Это маленькое отверстие слабо 
влияет на динамику конструкции [1]. Потенциальную энергию оболочки (1) 
с учетом соотношений (2) и (3) представим так: 
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, (4) 

где h  – толщина оболочки; 1θ  – координата точки меридиана, близкой к 

особой точке оболочки 0θ = ; 2θ  – конечная координата меридиана, опре-

деляемая из уравнения 2 0arc tg ( )r Rθ = / , r  – максимальный радиус 

обтекателя. 
Компоненты тензора деформаций связаны с перемещениями зави-

симостями 
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Кинетическую энергию оболочки представим в следующем виде: 
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где ρ  – плотность материала обтекателя. 
 Для расчета собственных частот и форм колебаний оболочки восполь-
зуемся методом Рэлея – Ритца. Линейные колебания представим в виде 
произведения функций координат и времени: 

 ( , , ) ( , ) cos ( )u t u tθ ϕ = θ ϕ ω% , 

 ( , , ) ( , ) cos ( )v t v tθ ϕ = θ ϕ ω% , 

 ( , , ) ( , ) cos ( )w t w tθ ϕ = θ ϕ ω% . (7) 

Тогда кинетическую (6) и потенциальную (4) энергии оболочки с учетом (5) 
и (7) преобразуем к виду 

 2 2( , , ) sin ( , )t tθ ϕ = ω ω ⋅ θ ϕ%  , (8) 

 2( , , ) cos ( , )t tθ ϕ = ω ⋅ θ ϕ%  . (9) 

Функции перемещений ( , )u θ ϕ% , ( , )v θ ϕ% , ( , )w θ ϕ% , входящие в (7), пред-
ставим в виде укороченных рядов Фурье: 
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где (1)
ijA , (2)

ijA , … , (2)
ijC  – неизвестные параметры; ( ) ( )u

iψ θ , ( ) ( )v
iψ θ , ( ) ( )w

iψ θ  – 

функции, удовлетворяющие краевым условиям оболочки. Вследствие осе-
симметричности конструкции собственные частоты колебаний являются 
парными. Для того чтобы из пары частот в (10) выделить одну, перемеще-
ния срединной поверхности представим так: 
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Рассмотрим условия закрепления оболочки. На стороне 2θ = θ  оболоч-

ка закреплена, а наверху, в месте маленького выреза 1θ = θ , оболочка сво-
бодна. Так как для расчета применяем метод Рэлея – Ритца, то учитывают-
ся только кинематические граничные условия. Поэтому на свободной сторо-
не оболочки не учитываются какие-либо граничные условия. Условия за-
крепления оболочки представим так: 
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Для приближенного определения собственных частот колебаний в ка-

честве функций ( ) ( )u
iψ θ , ( ) ( )v

iψ θ  в (11) используем собственные формы про-

дольных колебаний консольного стержня, а в качестве функций ( ) ( )w
iψ θ  вы-

берем собственные формы изгибных колебаний консольного стержня. С 
учетом (12) эти функции представим следующим образом: 
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Для расчета собственных частот и форм линейных колебаний оболочки 
воспользуемся принципом Остроградского – Гамильтона и рассмотрим 
функционал 
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Из условия минимума функционала (16) на множестве переменных 
(1)
ijA , … , (2)

ijC  с использованием (8), (9) и (13), (14) получим систему линей-

ных алгебраических уравнений 
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∂
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Из системы линейных алгебраических уравнений (17) получаем задачу 
на собственные значения: 

 2 0C M− ω = . (18) 
Частоты и формы линейных колебаний находим как решения задачи (18). 
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Численный анализ свободных колебаний обтекателей. Расчеты про-
водились для трех оболочек с радиусом основания 2R = м и высотами 

1 2H = м, 2 3H = м, 3 4H = м. Толщины оболочек принимались одинаковыми: 

5h = мм. Расчеты выполнены для материала со следующими механически-
ми характеристиками: 71E = ГПа, 2640ρ = кг/м3, 0.3ν = . Вычисления с 
различными значениями высоты параболоида проводились именно для ис-
следования влияния высоты на собственные частоты и формы колебаний 
оболочки. Результаты расчетов, полученных методом Рэлея – Ритца, срав-
нивались с данными, полученными с помощью метода конечных элементов. 

В качестве тестовых проведены расчеты частот собственных колебаний 
сферической оболочки с радиусом 2R = м, жестко закрепленной по диамет-
ру. В табл. 1 представлены результаты этих вычислений. Совпадение ре-
зультатов расчетов по двум методикам достаточно хорошее. 

Таблица 1 
 
Номер 
частоты 

Метод  
конечных элементов, Гц 

Метод  
Рэлея – Ритца, Гц 

Относительная 
погрешность 

1 231.29 231.79 0.00216 

2 364.83 364.98 0.00041 

3 370.86 370.96 0.00027 

4 388.63 388.22 0.00106 

5 393.95 395.86 0.00482 

6 396.35 397.13 0.00196 

В табл. 2 представлены результаты расчетов частот собственных коле-
баний для параболической оболочки с высотой 2H = м. Для расчета собст-
венных форм колебаний использовали соотношения (11). Отметим, что 
результаты, полученные методом Рэлея – Ритца, сравнивались с данными, 
полученными методом конечных элементов. Результаты такого сравнения 
представлены в табл. 2. Итак, результаты, полученные методом конечных 
элементов, близки к данным, полученным методом Рэлея – Ритца. 
 Таблица 2 

 

Номер 
частоты 

Метод 
Рэлея – Ритца, Гц 

Метод конечных  
элементов, Гц 

Относительная 
погрешность 

1 
2 

157.60 157.50 0.00063 

3 
4 

160.54 159.34 0.00747 

5 
6 

164.04 162.67 0.00835 

7 
8 

168.22 167.43 0.00470 

9 
10 

173.30 173.58 0.00162 

На рис. 2а представлена форма колебаний всего параболоида ( , )w θ ϕ% , 
соответствующая первой частоте, а на рис. 2б показана форма колебаний 
вдоль меридиана θ . Эта форма имеет 13 узлов в окружном направлении и 
8 узлов – в направлении меридиана. Формы колебаний ( , )w θ ϕ% , соответст-
вующие второй, третьей и четвертой частотам, также имеют 8 узлов в на-
правлении меридиана, при этом число узлов в окружном направлении 
уменьшается от 12 до 10, соответственно. 
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 а) б) 

Рис. 2 
На рис. 3а представлена форма колебаний всего параболоида ( , )w θ ϕ% , 

соответствующая пятой частоте колебаний, а на рис. 3б показана форма ко-
лебаний вдоль меридиана θ . Эта форма имеет 9 узлов в окружном на-
правлении и 7 узлов в направлении меридиана. Отметим, что для первых 
пяти частот количество узлов в окружном направлении уменьшается с 
увеличением частоты. 

  
 а) б) 

Рис. 3 
На рис. 4 представлены линии уровня 1-й (рис. 4а) и 5-й (рис. 4б) форм 

колебаний ( , )w θ ϕ% . Из рисунка видно, что около заделанной части парабо-
лоида наблюдается волнообразование в окружном направлении с большим 
числом узлов, а вверху параболоида узлов колебаний в окружном направ-
лении нет. Интенсивность колебаний вершины параболоида значительно 
меньше, чем интенсивность колебаний ее нижней части. Это является су-
щественным отличием по сравнению с формами колебаний для сферы ра-
диуса 2R = м. 

  
 а) б) 

Рис. 4 
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Результаты численного анализа первых пяти собственных частот коле-
баний для параболоидов различной высоты представлены в табл. 3. В этой 
таблице приведены результаты расчетов, полученные методом Рэлея – Рит-
ца (МРР) и методом конечных элементов (МКЭ). Подчеркнем, что при по-
следовательном увеличении высоты параболоида собственные частоты ко-
лебаний падают. Для параболоида высотой 3H = м наблюдается достаточно 
хорошее совпадение результатов, полученных двумя методами. Относи-
тельная погрешность вычислений не превышает 1%. 
 Таблица 3 

 2H = м 3H = м 4H = м  

Номер 
частоты Метод Частота, Гц 

МКЭ 157.5 105.0 75.7 1 
МРР 157.6 105.1 86.3 
МКЭ 159.3 105.7 76.0 2 
МРР 160.5 106.0 86.5 
МКЭ 162.7 106.1 77.4 3 
МРР 164.0 107.3 86.8 
МКЭ 167.4 108.6 78.5 4 
МРР 168.2 108.4 87.0 
МКЭ 173.6 108.9 80.9 5 
МРР 173.3 109.9 87.4 

При увеличении высоты параболоида до 2H R =/  (для 4H = м) наблю-
дается существенное различие между частотами, полученными разными 
методами. Итак, для этой оболочки результаты, полученные методом 
Рэлея – Ритца и методом конечных элементов, существенно разнятся.  

Как показали численные расчеты, при дальнейшем увеличении высоты 
параболоида точность собственных частот, полученных методом Рэлея –
Ритца, сильно снижается. 

Дело в том, что базисные функции (11), аппроксимирующие формы 
колебаний, хорошо описывают колебания только низких параболоидов, в 
которых 0 0.4< θ < π . Поскольку при 0.5θ < π  радиус кривизны меридиана 
стремится к бесконечности, то его значения при 0.4θ ≥ π  быстро растут, 
при этом точность численного интегрирования падает. Для более высоких 
параболоидов необходимо использовать базисные функции, отличные от 
(11). Применение в качестве базисных функций полиномов или тригономет-
рических функций не дало положительных результатов. Авторам не уда-
лось найти базисные функции, хорошо аппроксимирующие собственные 
формы колебаний высоких параболоидов. Для расчетов колебаний высоких 
параболоидов можно рекомендовать метод конечных элементов. 

Выводы. Предложен метод расчета собственных частот и форм коле-
баний обтекателей ракетоносителей, основанный на использовании метода 
Рэлея – Ритца. Как показало сравнение результатов, полученных этим 
методом и методом конечных элементов, для низких обтекателей данные 
двух методов близки. Для высоких параболоидов предложенный метод дает 
неверные результаты. К сожалению, авторам не удалось найти базисные 
функции, аппроксимирующие собственные формы колебаний высоких 
параболоидов. Поэтому для расчета высоких параболоидов можно реко-
мендовать использование метода конечных элементов. 

Около заделанной части параболоида наблюдается волнообразование в 
окружном направлении с большим числом узлов, а вверху параболоида уз-
лов колебаний в окружном направлении нет. Характерной особенностью 
всех форм является тот факт, что интенсивность колебаний вершины пара-
болоида значительно меньше, чем интенсивность колебаний ее нижней час-
ти. Отметим, что при последовательном увеличении высот параболоидов их 
собственные частоты колебаний падают. 
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ВЛАСНІ КОЛИВАННЯ ПАРАБОЛІЧНИХ ОБОЛОНОК 
 
Для аналізу власних коливань параболічних оболонок застосовується метод Релея 
– Рітца, для використання якого виведено вирази кінетичної і потенційної 
енергій параболічної оболонки сталої товщини. Досліджено властивості власних 
частот і форм коливань оболонок різної висоти. 
 
NATURAL VIBRATIONS OF PARABOLIC SHELLS 
 
The Rayleigh – Ritz method is used for the natural vibration analysis of parabolic 
shells. The expressions for kinetic and potential energy of parabolic shells of fixed 
thickness are determined. Properties of eigenfrequencies and eigenmodes of natural 
vibrations of shells with different heights are investigated. 
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