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КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ З ІМПУЛЬСНИМИ 
УМОВАМИ І ВИРОДЖЕННЯМИ 
 

За допомогою принципу максимуму і апріорних оцінок вивчається перша 
крайова задача для лінійного параболічного рівняння зі степеневими особли-
востями в коефіцієнтах за просторовими змінними та імпульсними умова-
ми за часовою змінною. У гельдерових просторах зі степеневою вагою вста-
новлено існування та єдиність розв’язку поставленої задачі. 

 
 Задачі з виродженнями і особливостями для рівнянь з частинними по-
хідними виникають при моделюванні різних складних явищ і процесів у су-
часному природознавстві, техніці, математичній фізиці, квантовій механіці, 
теорії ядерних ланцюгових реакцій тощо. Зокрема, у рівнянні Шредінґера, 
яке описує стан квантомеханічної системи, коефіцієнти визначають потен-
ціальну енергію і мають степеневі особливості при молодших похідних [3]. 
Вивченню якісних властивостей розв’язків крайових задач для рівнянь з 
виродженням присвячено монографії [2, 4, 11]. 
 Дослідження задач теорії автоматичного керування, теорії ядерних ре-
акторів, динамічних систем, приводять до розв’язання крайових задач для 
диференціальних рівнянь з імпульсною дією. Всестороннє дослідження пе-
ріодичних розв’язків систем звичайних диференціальних рівнянь з ім-
пульсною дією наведено в монографіях [7, 10, 13]. Питання існування пе-
ріодичних розв’язків рівнянь гіперболічного типу з імпульсною дією вивча-
лися в працях [1, 8, 14]. Класичним розв’язкам задачі Коші для параболіч-
них систем з імпульсною дією присвячено другий розділ монографії [5]. 
 У цій статті розглядається перша крайова задача для лінійного парабо-
лічного рівняння зі степеневими особливостями довільного порядку в коефі-
цієнтах на деякій множині точок та імпульсною дією за часовою змінною у 
визначені моменти часу. У гельдерових просторах зі степеневою вагою 
одержано єдиність, існування та встановлено оцінки похідних розв’язку по-
ставленої задачі. 
 Постановка задачі і основний результат. Нехай D  – обмежена об-

ласть простору nR  з межею D∂ , dim D n= , Ω  – деяка обмежена область, 

DΩ ⊂ , dim 1nΩ ≤ − . В області 0 1[ , )NQ t t D+= ×  розглянемо задачу зна-

ходження функції ( , )u t x , яка при t tλ≠ , 1,2, ,Nλ ∈ …{ } , \x D∈ Ω  задо-

вольняє рівняння 

 0
, 1 1

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
i j i

n n

t ij x i x
i j i

Lu t x A t x A t x A t x u t xx
= =

 = ∂ − ∂ + ∂ + =  ∑ ∑  

 ( , )f t x= , (1) 

умови за змінною t : 

 0 0( 0, ) ( )u t x x+ = ϕ , (2) 

 ( 0, ) ( 0, ) ( , ) ( 0, ) ( , )u t x u t x b t x u t x t xλ λ λ λ λ λ λ+ − − = − + ϕ , (3) 

і крайову умову 

 lim ( ( , ) ( , )) 0
x z D

u t x g t x
→ ∈∂

− = , (4) 

де 0 1 2 1N Nt t t t t +< < < < <… . 

 Означимо простори, в яких вивчається задача (1)–(4). Нехай ( )kQ =  
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1[ , )k kt t D+= × , 0,1, ,k N∈ …{ } , iβ , γ , q , l  – дійсні числа, ( , )iβ ∈ − ∞ ∞ , 

1,2, ,i n∈ …{ } , 1, , nβ = β β…{ } , 0γ ≥ , 0q ≥ , 0≥l , ( , )P t x , (1) (1)
1 ( , )P t x , 

(1) (2)( , )iH t x , (2) (2)( , )iR t x  – довільні точки із ( )kQ , 1,2, ,i n∈ …{ } , (1) (1)
1(x x= , 

(1) (1), , , )i nx x… … , (2) (1) (1) (2) (1) (1)
1 1 1( , , , , , , )i i i nx x x x x x− += … … , inf

z
x z

∈∂Ω
ρ = − , \x D∈ Ω , 

, 1,( , )
1 1.

i

is x
βρ ρ ≤β =  ρ ≥

 

 Позначимо через ( ; ; ; )C q Qγ βl  множину функцій u , які при t tλ≠ , 

x ∈ Ω  мають неперервні частинні похідні вигляду i r
t xu∂ ∂ , 2i r+ ≤ [ ]l , для 

яких є скінченною норма 

 
( )

0 0; ; ; 0; sup sup ;
kk Q

u Q u u Qγ β = ≡{ } , 

 ( )( )
2

2

; ; ; ; sup ; ; ; ;; ; ; ;
kk

i r
k i r

u q Q u q Qu q Q +
+ ≤

 γ β = + γ β ≡γ β 
 

∑l l
l[ ]

 

 
( )2

sup sup (2 ) , ( )
k

i r
t x

k P Qi r

s q i r x u P
∈+ ≤

 ≡ + + γ ∂ ∂ × 
∑ ( )

l[ ]

 

 
( )

1( , )1 2

( , ) sup ( , )
k

n

j j
P H Qj i r

s r x s q x
ν ⊂= + =

 × − β + + γ × ∏ ∑ %
l

l
[ ]

 

 1
1

( , ) ( ) ( )
n

i r i r
j j t x t x

j

s r x u P u Hν
=

× − β ∂ ∂ − ∂ ∂ ×∏ %  

 (1) (2) ,x x s x
−

ν ν ν
× − − β +

%{ }
{ }( )

l
l  

 
( )

2(1) (2)

( , ) 1

sup ( , ) ( , )
k

n

j j
R H Q j

s q x s r x t t
ν ν

−

⊂ =

+ + γ − β − × ∏% % { }l
l

/
 

 ( ) ( )i r i r
t x t xu R u Hν ν

× ∂ ∂ − ∂ ∂ 
. 

Тут 1 nr r r= + +… , = + { }l l l[ ] , (1) (2)( , ) min ( , ), ( , )s q x s q x s q x=% { } . 

 Нехай для задачі (1)–(4) виконуються умови: 
1°. Для довільного вектора 1( , , )nξ = ξ ξ…  справджується нерівність 

 2 2
1 2

, 1

( , ) ( , )
n

ij i j i j
i j

A t x s x
=

π ξ ≤ β + β ξ ξ ≤ π ξ∑ , 

1π , 2π  – фіксовані додатні сталі, ( ; ) ( ; ; 0; )i j ijs x A C Qαβ + β ∈ γ β , ( , )i is x Aµ ∈  

( ; ; 0; )C Qα∈ γ β , 0 0( , ) ( ; ;0; )s x A C Qαµ ∈ γ β , 0inf ( ( , )) 0
Q

A t x a= > , (0,1)α ∈ , 0iµ ≥ , 

0 0µ ≥ , 0max max (1 ),max ( ),
2i i i

i i

µ γ = + β µ − β 
 

. 

2°. 0( ; ; ; )f C Qα∈ γ β µ , 2
0 ( ; ; 0; )C D+αϕ ∈ γ β , 2 ; ;0; ( )C Q t t+α

λ λϕ ∈ γ β =∩( ) , 

 0 0( ) ( , )
D D

x g t x∂ ∂ϕ = , ( 0, ) ( 0, )
D

g t x g t xλ λ ∂+ − − =[ ]  

 ( , ) ( 0, ) ( , )
D

b t x g t x t xλ λ λ λ λ ∂− + ϕ= [ ] , 2 ( )( ; ;0; )kg C Q+α∈ γ β , 

 2( , ) ( )b t x C Q t t+α
λ λ λ∈ =∩( ) , 2D C +α∂ ∈ . 

 Справджується 
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 Теорема 1. Нехай для задачі (1)–(4) виконуються умови 1°, 2°. Тодi iс-
нує єдиний розв’язок задачi (1)–(4) із простору 2 ( , ; 0; )C Q+α γ β  i виконуєть-
ся нерівність 

 2 0
1

; ( ); ; ;0; 1
N N

k k

b Q t tu Q c λ λ+α
= λ=

 =γ β ≤ + ×

∑ ∏ ∩( )  

 1 1 2
; ; ; 0; ( )k kQ t t− − +αϕ γ β =× +∩(  

 ( 1) ( 1)
0 2; ; ; ; ; ; ;0;k kf Q g Q− −

+αα
+ + +γ β µ γ β )  

 2; ; ;0; ( )N NQ t t +αϕ γ β =+ +∩  

 ( ) ( )
0 2; ; ; ; ; ; ; ;N Nf Q g Q +αα

+ +γ β µ γ β δ 


. (5) 

 Для дослідження задачі (1)–(4) встановимо спочатку коректну розв’яз-
ність множини крайових задач з гладкими коефіцієнтами. З множини одер-
жаних розв’язків виділимо збіжну підпослідовність, граничне значення якої 
буде розв’язком задачі (1)–(4). 
 Оцінка розв’язків крайових задач з гладкими коефіцієнтами. Нехай 

( ) ( ) ( ) 1( , ) , ( )k k k
mQ Q t x Q x

m
 = ∈ ρ ≥ 
 

∩ , 1m > , – послідовність областей, яка 

при m → ∞  збігається до ( )kQ . Розглянемо в області Q  задачу знаходжен-
ня функцій ( , )mu t x , які при t tλ≠  задовольняють рівняння 

 1 0
, =1 =1

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )
i j i

n n

m t ij x x i x m
i j i

L u t x a t x a t x a t x u ≡ ∂ − ∂ ∂ + ∂ + = 
 ∑ ∑  

 ( , )mf t x= , (6) 

умови за змінною t : 

 (0)
0( 0, ) ( )m mu t x x+ = ϕ , (7) 

 ( )( 0, ) ( 0, ) ( , ) ( 0, ) ( , )m m m mu t x u t x b t x u t x t xλ
λ λ λ λ λ λ+ − − = − + ϕ  (8) 

і крайову умову 

 lim ( ( , ) ( , )) 0m m
x z D

u t x g t x
→ ∈∂

− = . (9) 

 Коефіцієнти ija , ia , 0a , а також функції mf , (0)
mϕ , ( )

m
λϕ , mg  в областях 

( )k
mQ  співпадають з ijA , iA , 0A , f , 0ϕ , λϕ , g  відповідно, а в областях 

( )\ k
mQ Q  є неперервним продовженням коефіцієнтів ijA , iA , 0A  і функцій 

f , 0ϕ , λϕ , g  із областей ( )k
mQ  в області ( )\ k

mQ Q  зі збереженням гладкості і 
норми [12, с. 82]. 
 Для розв’язків задачі (6)–(9) правильною є така 

Теорема 2. Нехай ( , )mu t x  – класичний розв’язок задачі (6)–(9) в облас-

ті Q  і виконуються умови 1°, 2°. Тоді для ( , )mu t x  справджується оцінка 

 ( 1) ( 1)
0 1 0

1

; ( )( , ) 1 ; ( )
N N

k k
m m k

k k

b Q t tu t x Q t t− −
ν ν −

= ν=

=≤ + +ϕ =∑ ∏ ∩ ∩( )(  

 1 ( 1) ( 1)
0 00

; ;k k
m mf a Q g Q− − −+ + +)  

 1 ( )( ) ( )
00 00

;; ( ) ;NN N
mm N mf a QQ t t g Q−+ + +ϕ =∩ . (10) 
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 Д о в е д е н н я.  Нехай 
( ) 1max ( , ) ( )
k m m

Q
u t x u M= . Якщо ( )

1
kM Q∈ , то в 

точці 1M  виконуються співвідношення 

 1 1( ) 0,      ( ) 0
it m x mu M u M∂ ≥ ∂ = , 

 1 1
, 1

( ) ( ) 0
i j

n

ij x x m
i j

a M u M
=

∂ ∂ ≤∑  (11) 

і задовольняється рівняння (6). З урахуванням (11) і рівняння (6) у точці 

1M  справджується нерівність 

 
( )

1
1 0( ) sup ( )

k
m

Q

u M fa−≤ . (12) 

 Нехай 
( ) 2min ( , ) ( )
k m m

Q
u t x u M= . Якщо ( )

2
kM Q∈ , то в точці 2M  викону-

ються співвідношення 

 2 2( ) 0,      ( ) 0
it m x mu M u M∂ ≤ ∂ = , 

 2 2
, 1

( ) ( ) 0
i j

n

ij x x m
i j

a M u M
=

∂ ∂ ≥∑  (13) 

і задовольняється рівняння (6). З урахуванням співвідношень (13) і рівняння 
(6) у точці 2M  маємо 

 
( )

1
2 0( ) inf ( )

km
Q

u M fa−≥ . (14) 

 Нехай 1 1, )k kM t t D+∈ × ∂[  або 2 1, )k kM t t D+∈ × ∂[ . З урахуванням умови 

(9) у точках 1M  i 2M  маємо 

 ( )
0

; k
m mu g Q≤ . (15) 

 У випадку, коли 1M D∈  або 2M D∈ , з початкової умови (7) одержимо 

 (0)
0

;m mu D≤ ϕ . (16) 

 Враховуючи нерівності (12), (14)–(16) при 0k = , одержимо 

 1 (0)(0) (0) (0)
00 0 00

;; ; ;mm m mf a Qu Q g Q D−≤ + + ϕ . (17) 

 Якщо 1 ( )M Q t tλ∈ =∩  або 2 ( )M Q t tλ∈ =∩ , 1λ ≥ , то враховуючи 

умову (8), одержимо співвідношення 

 ( 1)
0 0 0

; ( ) ; ( )1 ;m m
u Q t t b Q t t u Q λ−

λ λ λ= =≤ + +∩ ∩( )  

 ( )
0

; ( )m Q t tλ
λ+ ϕ =∩ . (18) 

 Об’єднуючи нерівності (12), (14), (15), (17) i (18) при 1,2, ,Nλ = … , одер-
жуємо оцінку (10). 

 Знайдемо оцінки похідних від розв’язків ( , )mu t x . У просторі 2 ( )C Q+α  

введемо норму ; ; ; ;mu q Qγ β l , еквівалентну при кожному фіксованому m  

гельдеровій нормі, яка визначається так само, як і норма ; ; ; ;u q Qγ β l , 

тільки замість функцій ( , )is xβ  покладемо ( , )id xβ , де 

 
max ( , ), , 0,

( , )
min ( , ), , 0.

i

i

i i
i

i i

s x m
d x

s x m

−β

−β

 β β ≥β = 
β β <

{ }

{ }
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Теорема 3. Якщо виконуються умови теореми 1, то для розв’язку за-
дачi (6)–(9) справджується оцінка 

 2 0
1

; ; ; 0; ; ( )1
N N

m
k k

u Q b Q t tc ν ν+α
= ν=

γ β =≤ + ×

∑ ∏ ∩( )  

 ( 1)
1 1 2 0
; ; ; 0; ( ) ; ; ; ; k

k kQ t t f Q −
− − +α α

ϕ γ β =× + +γ β µ∩(  

 ( 1)
22

; ; ; 0; ( ); ; ;0; k
N NQ t tg Q −

+α+α
ϕ γ β =+ + +γ β ∩)  

 ( ) ( )
0 2; ; ; ; ; ; ; 0;N Nf Q g Q +αα

+ +γ β µ γ β 


. (19) 

 Д о в е д е н н я.  Для знаходження оцінки (19) розв’язків задачі (6)–

(9) в областях ( )kQ  зробимо заміну 

 ( , ) ( , ) ( , )m m mu t x g t x v t x= + . (20) 

 Підставляючи (20) у (6)–(9), одержимо 

 ( )
1( )( , ) ( , ), ( , ) k

m mL v t x F t x t x Q= ∈ , (21) 

 ( )( 0, ) ( , ),    ( , ) ( )k
m k m k kv t x G t x t x Q t t+ = ∈ =∩ , (22) 

 ( ) 0kmv Γ = , (23) 

де 1( , ) ( , ) ( )( , )m m mF t x f t x L g t x= − , (0) (0)
0 0( , ) ( ) ( 0, )m m mG t x x g t x= ϕ − +  при 

x D∈ , ( ) ( )( , ) (1 ( , )) ( 0, ) ( 0, ) ( , )k k
m k k k m k m k m kG t x b t x v t x g t x t x= + − + − + ϕ −[ ] [  

( 0, )m kg t x− + ] при ( )kx Q t t∈ =∩ , 1,2, ,k N∈ … . 

 В області ( )kQ  розв’язок крайової задачі (21)–(23) існує і є єдиним у 

просторі 2 ( )( )kC Q+α . Знайдемо його оцінку. Використовуючи означення нор-
ми та інтерполяційні нерівності із [9, 12], маємо 

 ( )( ) ( )
22 0

(1 ) ; ; ;0; ( ); ; ;0; ;kk k
mm mv Q cv Q u Qα

+α+α
≤ + ε γ β + εγ β , 

де ε  – довільне дійсне число, (0,1)ε ∈ . Тому достатньо оцінити півнорму 
( )

2
; ; ;0; k

mv Q +αγ β . Із означення півнорми випливає існування в ( )kQ  точок 

1P , iH , iR , для яких є правильною одна з нерівностей 

 ( )
2

1 ,      1,2; ; ; 0;
2

k
m Ev Q δ+α

≤ δ ∈γ β { } , (24) 

де 

 (1) (2)
1

2 2 1

((2 ) ; ) ( , )
n

i i i
j r i

E x x d x d x
−α

+ = =
= − + α γ − αβ ×∑ ∑ % %  

 1
1

( , ) ( ) ( )
n

j r j r
t x m i t x md r x v H v Pν ν

ν=

× − β ∂ ∂ − ∂ ∂∏ % , 

 
2(1) (2)

2
2 2 1

((2 ) ; )
n

i r i

E t t d x
−α

+ = =

= − + α γ ×∑ ∑ %/
 

 
1

( , ) ( ) ( )
n

i r i r
t x m i t x m id r x v R v Hν ν

ν=

× − β ∂ ∂ − ∂ ∂∏ % , 

 (1) (2)( , ) min ( , ), ( , )d x d x d xγ = γ γ% { } . 
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 Якщо 
2

(1) (2) 1
1(2 , )

16
t t d x T

ε
− ≥ γ ≡% , 1ε  – довільне число, 1 (0,1)ε ∈ , то 

 ( )
2 1 2

2 ; ; ;0; k
mE v Q−α≤ ε γ β . (25) 

 Якщо (1) (2) 1 1
2( , )

4i i ix x n d x T− ε
− ≥ γ − β ≡% , то 

 ( )
1 1 2

2 ; ; ;0; k
mE v Q−α≤ ε γ β . (26) 

 Застосовуючи інтерполяційні нерівності до (25), (26), знаходимо 

 ( ) ( )
2 0

( ); ; ; 0; ;k k
m mE cv Q v Qα

δ +α
≤ ε + εγ β . (27) 

 Нехай (1) (2)
2i ix x T− ≤  i (1) (2)

1t t T− ≤ . Будемо вважати, що ( , )d xγ ≡%  
(1)( , )d x≡ γ , ( ) (1) (1) ( )

1 ( , )k kP t x Q∈ , 0,1, ,k N∈ …{ } . В області ( )kQ  запишемо за-
дачу (21)–(23) у вигляді 

 ( )
2 1

, 1

( )( , ) ( )
n

k
m t ij x x mi j

i j

L v t x a P v
=

 ≡ ∂ − ∂ ∂ =  ∑  

 ( )
1

, 1

( ) ( )
n

k
ij ij x x mi j

i j

a P a P v
=

= − ∂ ∂ −∑ [ ]  

 0
1

( ) ( ) ( , )
n

i x m m mi
i

a P v a P v F t x
=

− ∂ − + ≡∑  

 (1) ( )( , ; ) ( , )k
m m mF t x v F t x≡ + , (28) 

 ( )( 0, ) ( , )k
m k m kv t x G t x+ = , (29) 

 ( ) 0kmv Γ = . (30) 

 Нехай 
2

( )kVε  – область із ( )kQ ,  

 
2

( ) ( ) (1) 2 (1)
2 1 2 2( , ) , , , 1, ,k k

i i
xV t x Q t t T T i nxε = ∈ − ≤ ε − ≤ ε ∈ …{ }{ } .  

У задачі (28)–(30) зробимо заміну ( , ) ( , )m mv t x t y= ω , де (1)( , )i i iy d x x= β . 

Одержимо 

 ( ) (1)
3 1

, 1

( )( , ) ( ) ( , )
i j

n
k

m t ij i j y y m
i j

L t y a P d x
=

 ω ≡ ∂ − β + β ∂ ∂ ω =  ∑  

 (1) ( , ; ) ( , )m m mF t y F t y= ω +% % , (31) 

 ( )( 0, ) ( , )k
m k m kt y G t yω + = % , (32) 

 ( ) 0km Γω = , (33) 

де (1) (1)
1 1( , ) , , ( , )n ny d x y d x y= − β − β% …( ) . 

 Позначимо (1) (1) (1)( , )i i iy d x x= β ,  

 
2

( ) (1) 2 (1) 1
2 1 2 1( , ), ,k

i iW t y t t T y y n T−
ε = − ≤ ε − ≤ ε{ }  

і візьмемо тричі диференційовну функцію ( , )t yη , яка задовольняє умови 

 
( )
1 2

( ) (1)
3 4

1, ( , ) , 0 ( , ) 1,
( , )

0, ( , ) , (2 ; ).

k

k i r
t y ik

t y W t y
t y

t y W c d i r x

 ∈ ≤ η ≤η = 
∈ ∂ ∂ η ≤ − + γ ( )

/

/
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 Тоді функція ( , ) ( , ) ( , )m mZ t y t y t y= ω η  буде розв’язком крайової задачі 

 ( ) (1)
3 1

, 1

( )( , ) ( ) ( , )
i j j i

n
k

m ij i j y y m y y m
i j

L Z t y a P d x
=

= β + β ∂ η∂ ω + ∂ η∂ ω +∑ [ ]  

 ( ) (1)
1

, 1

( ) ( , )
i j

n
k

m ij i j y y t
i j

a P d x
=

 + ω β + β ∂ ∂ η − ∂ η +  ∑  

 (1) (2)
m m m mF F F F+ η + ≡ + η[ ] , (34) 

 ( )( 0, ) ( , )k
m k m kZ t z G t y+ = η % , (35) 

 ( ) 0kmZ Γ = . (36) 

 Згідно з теоремою 5.2 із [4, с. 264], для розв’язку задачі (34)–(36) вико-
нується нерівність 

 1 2 1 2( , ) ( ) ( )i r i r
t y m t y md M M Z M Z M−α ∂ ∂ − ∂ ∂ ≤  

 ( ) ( )2
3 4 3 4

(2) ( )
( ) ( )k k

k

k
m m mC W C W t t

c F F Gα +α =
 ≤ ++ η η 
 ∩( )/ /

, (37) 

де ( )
1 2 1 2( , ) kM M W⊂ / , 1 2( , )d M M  – параболічна відстань між точками 1M  i 

2M , 2 2i r+ = . 

 Враховуючи властивості функції ( , )t yη , знаходимо 

 ( )
3 4

(2)
( )km m C W

F F α ≤+ η
/

 

 ( ) ( )(1)
3 4 3 42 0

; ;0;0; ;( (2 ) ; ) k k
m mW Wcd x ω γ ω≤ − + α γ + +( / /  

 (1) ( ) ( )
3 4 3 4; ;0;2 ; ; ; 0;2 ;k k

m mF W F W
α α

γ γ γ γ+ + )/ / , (38) 

 ( )2
3 4

( )
( ( ))k

k

k
m C W t t

G +α =
≤η ∩( /

 

 ( ) ( )(1)
3 4 2

; ; 0;0; ( )( (2 ) ; ) k k
m kG W t tcd x

+α
γ =≤ − + α γ ∩/ . (39) 

 Підставляючи (38), (39) у (37) і повертаючись до змінних ( , )t x , 
одержимо 

 (1) ( ) ( ) ( )
1 3 4 3 4 2

; ; ;2 ; ; ; ;0; ( )k k k
m m kF V G V t tE cδ α +α

γ β γ γ β =≤ + +∩( / /  

 ( ) ( ) ( )
3 4 3 4 3 40 2

; ; ; ; 0; ; ; ;2 ;k k k
m m mv V v V F V

α
γ β γ β γ+ + + )/ / / . (40) 

 За допомогою інтерполяційних нерівностей і оцінок норми кожного з 

доданків виразів (1)
mF , ( )k

mG  маємо 

 ( ) ( )2
1 2 23 4 3 42 0

; ; ; 0; ;( 2) ( ) k k
m mv V v VE n n cα

δ +α
γ β≤ ε + + ε + +( ) / /  

 ( ) ( ) ( )
3 3 4 3 4 2

; ; ;2 ; ; ; ; 0; ( )k k k
m m kF V G V t tc

α +α
γ β γ γ β =+ + ∩( )/ / . (41) 

 Використовуючи нерівності (27), (41) і вибираючи 1ε , ε  достатньо ма-
лими, одержимо оцінку 

 ( ) ( )
2

; ; ;0; ; ; ;2 ;k k
m mcv Q F Q+α α

≤ +γ β γ β γ(  

 ( ) ( )
2

; ; ; 0; ( )k k
m kG Q t t +α

+ γ β =∩ ) . (42) 
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Враховуючи значення виразів ( , )mF t x  i ( ) ( , )k
m kG t x , при 1,2, ,k N= …  маємо 

 ( )( ) ( )
0 2

; ; ; ;; ; ;2 ; ; ; ;0;kk k
mm mc f QF Q g Qα +αα

≤ +γ β µγ β γ γ β( ) , 

 (0) (0) (0)
2 2

; ; ;0; ; ; ;0; ; ; ; 0;m m mG D D g Qα +α +α
≤ +γ β ϕ γ β γ β , 

 ( )
02

; ( )1; ; ; 0; ( )k
k km k

b Q t tcG Q t t +α
=≤ + ×γ β = ∩∩ ( )  

 ( 1) ( 1)
2 2

; ; ;0; ; ; ; 0;k k
m mv Q g Q− −

+α +α
× + +γ β γ β( )  

 ( ) ( )
2 2

; ; ; 0; ( ) ; ; ;0;k k
m k mQ t t g Q+α +α

+ +ϕ γ β = γ β∩ . (43) 

 Оскільки 

 ( ) ( )
0 0; ; ; ; ; ; ; ;k k

m cf Q f Qα α
≤γ β µ γ β µ , 

 ( ) ( )
22

; ; ; 0; ; ; ; 0;k k
m cg Q g Q +α+α

≤γ β γ β , 

 ( ) ( ) ( )
2 2

; ; ;0; ( ) ; ; ; 0; ( )k k k
m k k kcQ t t Q t t+α +α

≤ϕ γ β = ϕ γ β =∩ ∩ , 

то, враховуючи заміну (20), оцінку (10) і нерівності (42), (43) при k =  

0,1, ,N= … , одержуємо оцінку (19).  
 Д о в е д е н н я  теореми 1. Права частина нерівності (19) не зале-
жить від m . Крім того, послідовності  

 (0) (1),      ( , ) ( , )m m m i x mi
U u U d x u t x≡ ≡ γ − β ∂{ }{ } { } { } , 

 (2) (2 ; ) ( , )m t mU d x u t x≡ γ ∂{ }{ } , 

 (3) (2 , ) ( , )m i j x x mi j
U d x u t x≡ γ − β − β ∂ ∂{ }{ }  

рiвномiрно обмеженi i рiвностепенево неперервнi в областях ( )kQ . За теоре-

мою Арцела iснують пiдпослiдовностi ( )
mU

ε

ν{ } , рiвномiрно збіжнi в ( )kQ  до 

( )
0U ν{ } , 0,1,2,3ν ∈ { } . Переходячи до в задачі (6)–(9) границi при mε → ∞ , 

одержимо, що 
(0)
0( , )u t x U=  – єдиний розв’язок задачi (1)–(4), 2 ( ; ; 0; )u C Q+α∈ γ β . 
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С ИМПУЛЬСНЫМИ 
УСЛОВИЯМИ И ВЫРОЖДЕНИЯМИ 
 
При помощи принципа максимума и априорных оценок изучается первая краевая 
задача для линейного параболического уравнения со степенными особенностями в 
коэффициентах по пространственным переменным и импульсными условиями по 
временной переменной. В гельдеровых пространствах со степенным весом уста-
новлены существование и единственность решения поставленной задачи. 
 
BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR PARABOLIC EQUATIONS WITH 
IMPULSE CONDITIONS AND DEGENERATIONS  
 
For linear parabolic equation with power singularities in the coefficients with respect to 
space variables and impulse conditions with respect to time variable, the first boundary 
value problem is studied with the help of the maximum principle and a priori 
estimates. The existence and the uniqueness of the solution to the formulated problem in 
Hölder spaces with power weight are established. 
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