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В. М. Прокіп 
 
СТРУКТУРА МАТРИЦЬ РАНГУ ОДИН НАД ОБЛАСТЮ ГОЛОВНИХ ІДЕАЛІВ 
ВІДНОСНО ПЕРЕТВОРЕННЯ ПОДІБНОСТІ 
 

Досліджується структура матриць рангу один над областю головних ідеа-
лів відносно перетворень еквівалентності та подібності. Встановлено нор-
мальну форму матриці рангу один відносно перетворення подібності. Запро-
поновано умови, за яких пара матриць рангу один перетворенням подібності 
зводиться до трикутного вигляду. 

 
 Вступ. Нехай , ( )m nM R  – множина m n× -матриць над областю голов-

них ідеалів R  з одиницею 0e ≠ . Позначимо: ( )U R  – мультиплікативна 

група області R ; aR  – повна система лишків області головних ідеалів R  за 

модулем ідеалу ( )a Ra= , у якій нульовий клас представлений нулем облас-

ті R , а одиничний клас – одиницею e ; nI  – одинична матриця вимірності 

n ; ,0m n  – нульова m n× -матриця. Надалі використовуємо ще позначен-

ня«� » – символ транспонування матриць, а tr A  – слід матриці A . 
 Кажуть, що матриці A  і B  із , ( )n nM R  подібні, якщо існує матриця 

( , )T GL n R∈  така, що 1A TBT−= . Матриця T  називається матрицею пере-
творення подібності, або трансформуючою матрицею. Дослідження подіб-
ності матриць над полями і кільцями були і є в центрі уваги багатьох мате-
матиків. Це обумовлено не тільки академічним інтересом до цієї задачі, але 
й багатьма задачами прикладного характеру. Будова матриць над полем 
відносно перетворень подібності описана повністю у [8]. Проте теорія про 
описи структури матриць над кільцями відносно перетворень подібності 
далека до свого завершення. Більшість досліджень, які стосуються задачі 
про подібність матриць над кільцями, розглядалися при тих чи інших обме-
женнях на кільце [1, 2, 6, 8, 15, 16], на порядок матриці [1, 7, 13, 14, 19] або 
на її характеристичний многочлен [3, 17]. 

У роботах [5, 7, 14] встановлено алгоритм розпізнавання подібності ці-
лочисельних матриць. Проте канонічних форм матриць щодо відношення 
подібності в цих роботах не встановлено. 

У цій роботі досліджується структура матриць над областю головних 
ідеалів R  рангу один відносно перетворень еквівалентності та подібності. 
Основним результатом роботи є встановлення нормальної форми матриці 
рангу один із , ( )n nM R  відносно перетворення подібності. Зазначимо, що 

дослідженню структури матриць рангу один над полем (дійсних і комп-
лексних чисел) відносно перетворень еквівалентності та подібності присвя-
чено значну кількість робіт. Зокрема, в роботі [16] описано структуру мат-
риць рангу над полем дійсних і комплексних чисел відносно перетворень 
подібності. Матриці рангу один відіграють належну роль при дослідженні 
властивостей матриць відносно перетворень еквівалентності, які зберігають 
їхні інваріанти, а також при розв’язуванні матричних рівнянь, які мають 
прикладне застосування (див., наприклад, [9, 11, 12, 20, 21]). Зауважимо та-
кож, що отримані результати справджуються для матриць рангу один над 
областями елементарних дільників. 

1. Допоміжні результати. Нагадаємо, що ненульовий вектор ,1( )nu M R∈  

називається унімодулярним, якщо найбільший спільний дільник його еле-
ментів є дільником одиниці області R . Будемо говорити, що вектори u  і v  
із ,1( )nM R  є асоційованими, якщо u pv= , де ( )p U R∈ . У цій частині статті 
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опишемо структуру матриць рангу один над областю головних ідеалів від-
носно перетворень еквівалентності. 

Лема 1. Нехай , ( )m nA M R∈  – матриця рангу один і Rα ∈  – найбіль-

ший спільний дільник елементів матриці A . Тоді для матриці A  та 
елемента α  існує єдина пара з точністю до асоційованості унімодуляр-
них векторів ,1( )mu M R∈  і ,1( )nv M R∈  таких, що 

 = αA u v� . 

Якщо ж для матриці A  існує ще одна пара унімодулярних векторів 

1 ,1( )mu M R∈  і 1 ,1( )nv M R∈  таких, що = α 1 1A u v� , то 1u pu=  і v =  

1
1p v−= , де ( )p U R∈ . 

Д о в е д е н н я.  Оскільки rank 1A =  і Rα ∈  – найбільший спіль-

ний дільник елементів матриці A , то для матриці A  над областю головних 
ідеалів R  існує зображення у вигляді добутку 

 AA US V= , (1) 

де ( , )U GL m R∈ , ( , )V GL n R∈  і ,diag ( ,0, , 0) ( )A m nS M R= α ∈…  – форма 

Сміта матриці A  (див. [10]). Матриці U  і V  запишемо у вигляді 
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= ∈M  і 11 12 1 1, ( )n nv v v v M R= ∈…� , отримуємо, що для 

матриці A  існує зображення 

 = αA u v� . (2) 

Оскільки U  і V  – оборотні матриці, то вектори u  і v�  є унімодулярними. 
Припустимо, що для матриці A  та елемента α , крім зображення у ви-

гляді добутку (2), існує ще одне зображення = α 1 1A u v� , де 1 ,1( )mu M R∈  і 

1 ,1( )nv M R∈  – унімодулярні вектори. Отже, 

 α = α 1 1u v u v� � . (3) 

Для унімодулярного вектора v�  існує матриця 0 ( , )V GL n R∈  така, що 

 0 0 0v V e= …� . 

Помноживши обидві частини рівності (3) справа на матрицю 0V , отримуємо 

 1 1 20 0 nu e u w w wα = α… … , (4) 

де 1 0 1 2 nv V w w w= …� . Із рівності (4) випливає, що 

 2 3 0nw w w= = = =… . 
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Оскільки вектори u  і 1u  є унімодулярними і 0α ≠ , то з рівності (4) дістає-

мо, що 1 ( )w U R∈ . Отже, вектори u  та 1u  є асоційованими, тобто 1 1u w u= . 
Тепер рівність (3) запишемо так: 

 α = α1 1 1 1w u v u v� � . 

Звідси отримуємо 1 1 1( ) 0u w v vα − =� � . Оскільки 1 ,10muα ≠ , то з останньої 

рівності випливає, що 1 1w v v=� � , тобто 1
1 1v w v−= . Отже, для матриці A  

рангу один та елемента α  пара векторів ,1( )mu M R∈  і ,1( )nv M R∈  визначе-

на однозначно з точністю до асоційованості. Лему доведено.   

Наслідок 1. Нехай матриця , ( )n nA M R∈  рангу один записана у вигля-

ді добутку A u v= α ⋅ � , де ,1, ( )nu v M R∈  – унімодулярні вектори і Rα ∈  

– найбільший спільний дільник елементів матриці A . Тоді 

i) trv u Aα =�  – слід матриці A  є її власним значенням, а вектори 

v�  та u  є відповідно лівим і правим власними векторами 
матриці A , які відповідають власному значенню tra A= ; 

ii) ( ) ( )m aλ = λ λ −  – мінімальний многочлен матриці A , де tra A= . 

Д о в е д е н н я.  Доведемо, що слід матриці = αtr A v u�  є власним 

значенням матриціA . Вектори u  і v  запишемо у вигляді u =�  

1 2 nu u u= …  і 1 2 nv v v v= …� . Із рівності = αA u v�  для діа-

гональних елементів iia  матриці A  отримуємо, що ii i ia u v= α , 1,2, ,i n= … . 

Отже, 
1 1

tr
n n

ii i i
i i

A a u v
= =

= = α∑ ∑ . Тепер із рівності = αA u v�  маємо 

 = α = =(tr )v A v u v A v a v� � � � � , 

тобто вектор v�  є лівим власним вектором матриці A , якому відповідає 

власне значення tr A v u= α � . Аналогічно доводиться, що вектор u  є пра-

вим власним вектором матриці A , тобто (tr )Au u v u u A= α =� , якому теж 

відповідає власне значення tr A v u a= α =� . 
 Розглянемо добуток 

 = α α = α α = =2 ( ) (tr )A u v u v v u u v A A aA� � � �( ) . 

Звідси випливає, що ( ) ( )m aλ = λ λ −  – мінімальний многочлен матриці A . 

Наслідок доведено.   

2. Основні результати. Встановимо нормальну форму матриці ∈A  
∈ , ( )n nM R  рангу один відносно перетворень подібності. 

Теорема 1. Матриця ∈ , ( )n nA M R  рангу один подібна одній із 

матриць: 

i) нільпотентній матриці 
0 0

diag ,0, ,0
0AN

b
 =  
 

… , якщо tr 0A = . Еле-

мент ∈b R  визначений однозначно з точністю до асоційованості; 

ii) діагональній матриці (формі Сміта) diag ( , 0, ,0)AS a= … , де 

 tr 0a A= ≠  і ,0 (mod )n nA a= ; 
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iii) блочно-діагональній матриці 
0

diag ,0, , 0
0A

a
D

r
 =  
 

… , де tra A= ≠  

0≠  і ≠ ,0 (mod )n nA a  і елемент ∈ ar R . 

 Д о в е д е н н я.  Згідно з лемою 1 матриця A  допускає зображення 

у вигляді A u v= α � , де ,1, ( )nu v M R∈  – унімодулярні вектори і Rα ∈  – 

найбільший спільний дільник елементів матриціA . Для вектора v�  існує 

матриця 0 ( , )V GL n R∈  така, що 0 0 0v V e= …� . Отже, матриця A  

перетвореннями подібності зводиться до вигляду 
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Очевидно, що 11 tr Aα =  – слід матриці A , який для A  визначений одно-

значно. Надалі покладемо 11 tr A aα = = . 

 Нехай найбільший спільний дільник елементів 21 31 1, , , nα α α…{ }  дорів-

нює b R∈ . Отже, для вектора 21 31 1 1,1( )n nM R−α α α ∈… �
 існує мат-

риця 1 ( 1, )V GL n R∈ −  така, що 
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. (5) 

 Якщо tr 0A = , то з рівності (5) отримуємо, що 2A  є нільпотентною 

матрицею. Отже, матриця A  подібна нільпотентній матриці 

 −
− −

 = = ∈ 
 

1
2, 2

0 0
diag , 0 ,    ( , )

0A n nN TAT T GL n R
r

. 

Припустимо, що для нільпотентної матриці , ( )n nA M R∈  рангу один існує 

матриця 1 ( , )T GL n R∈ , відмінна від матриці T , така, що 

 −
− −

 =  
 

1
1 2, 2

1

0 0
diag , 0

0 n nT AT
r

, 

де 1r R∈  i 1r r≠ . Очевидно, що елементи r  і 1r  є найбільшими спільними 

дільниками елементів матриці A , тобто r  і 1r  є асоційованими. 

Нехай tr 0a A= ≠ . Елемент b  запишемо у вигляді b aq r= + , де q R∈  

i ar R∈ . Якщо 0r = , то матриця A  є простої структури з одним не-

нульовим власним значення tra A= , тобто A  подібна дігональній матриці 

diag ( , 0, ,0)AS a= … , яка є формою Сміта матриці A . Враховуючи [3], 

отримуємо, що = ,0 (mod )n nA a . 
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Якщо 0r ≠ , то для оборотної матриці 0
0e

T
q e

=
−

 виконується рів-

ність 
1

0 0
0 0
0 0

a a
T T

b r
− = . Отже, для оборотної матриці − −

− − −

= 0 2, 2
3

2, 2 2

0

0
n n

n n n

T
V

I
 

отримуємо 

 −−

− − −

= 2, 21
3 2 3

2,2 2, 2

0
0

0
0 0

n

n n n

a
rV A V , 

де ar R∈ , tra A=  – слід матриці A . Теорему доведено.   

З огляду на теорему 1 клас матриць рангу один із , ( )n nM R  розчленову-

ється на три підкласи відносно перетворення подібності. 
До першого підкласу віднесемо матриці рангу один, для яких tr 0A = . 

Структура таких матриць відносно перетворення подібності описується на-
ступним твердженням. 

Наслідок 2. Нільпотентні матриці ,, ( )n nA B M R∈  рангу один подібні 

тоді й тільки тоді, коли найбільші спільні дільники елементів матриць 
A  і B  відповідно є асоційованими. 

До другого класу віднесемо матриці, які подібні діагональній матриці. 

Наслідок 3. Нехай ,, ( )n nA B M R∈  – матриці рангу один. Нехай, далі, 

tr trA B a= = . Якщо = ,0 (mod )n nA a  і = ,0 (mod )n nB a , то матриці A  і 

B  подібні. 
Зауважимо, що структура квадратних матриць рангу один над полем 

відносно перетворень подібності описується наслідками 2 і 3. 
До третього підкласу віднесемо матриці, нормальна форма яких від-

носно перетворення подібності визначена неоднозначно. Цю форму опишемо 
наступним твердженням. 

Наслідок 4. Нехай для матриці , ( )n nA M R∈  рангу один маємо tr A =  

0a= ≠ , і 0(mod )A a≠ . Нехай, далі, матриця A  перетворенням подібнос-
ті зводиться до блочно-діагонального вигляду  
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де ar R∈ . Якщо ж матриця A  перетворенням подібності зводиться до 

іншого блочно-діагонального вигляду − −
 =  
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, де 

1 ar R∈  і 1r r≠ , то існує елемент ( )t U R∈  такий, що 1 0 (mod )r rt a+ = . 

Д о в е д е н н я.  Нехай для матриці , ( )n nA M R∈  рангу один вико-

нується tr 0A a= ≠  і 0 (mod )A a≠ . Згідно з теоремою 1, припустимо, що 

A  подібна матрицям D  і AD% . Отже, матриці 
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r
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r
 подібні. Легко 

перевірити, що для оборотної матриці 0
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t t
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−
, де ( )t U R∈ , викону-

ється рівність 
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e a ea

t t r t tr
. 
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Виконавши множення в обох частинах останньої рівності, отримуємо, що 

21 1at rt r− = , тобто 1 0 (mod )r r t a+ = , де ( )t U R∈ . Наслідок доведено.   

 Зауважимо, що за умов наслідку 4 матриця , ( )n nA M R∈  рангу один є 

лінійною комбінацією ідемпотентної та нільпотентної матриць рангу один. 
 Нехай , ( )n nA M R∈  – матриця з характеристичним многочленом 

1det ( ) ( )( )nnI A a b −λ − = λ − λ − , де ,a b R∈ . Якщо rank ( ) 1nI b A− = , то на 

підставі наслідків 2–4 легко встановити нормальні форми, до яких можна 
звести матрицю A  за допомогою перетворень подібності. 

3. Застосування. У цій частині статті наведемо застосування отрима-
них результатів до задачі про спільні власні вектори та триангуляризацію 
пари матриць рангу один. Кажуть, що пара матриць ,, ( )n nA B M R∈  має 

спільний лівий власний вектор, якщо існує ненульовий вектор 1, ( )nu M R∈  

такий, що u A u= α  і u B u= β , де , Rα β ∈ . Аналогічно вводиться поняття 

спільного правого власного вектора матриць A  і B . Очевидно, якщо матри-
ці A  і B  мають спільний лівий власний вектор, то вони мають і спільний 
правий власний вектор. Надалі під терміном «спільний власний вектор» 
матриць A  і B  будемо розуміти, що A  і B  мають спільний лівий власний 
вектор. 
 Встановимо умови, за яких для пари матриць ,, ( )n nA B M R∈  рангу 

один існує спільний власний вектор. Зазначимо, що задача про існування 
для пари матриць спільного власного вектора досліджувалась багатьма ав-
торами. Постановки задач, огляд відомих результатів і встановлення умов, 
за яких для пари матриць ,, ( )n nA B M R∈  існує спільний власний вектор, 

наведено в роботах [4, 18]. Наступне твердження і наслідок із нього опису-
ють клас пар матриць із , ( )n nM R , для яких існує спільний власний вектор. 

Лема 2. Нехай ,, ( )n nA B M R∈ . Якщо rank rankA B n+ < , то для мат-

риць A  і B  існує спільний власний вектор. 
Д о в е д е н н я.  Нехай rank A p=  i rank B q= . Для матриць A  і 

B  існують матриці 1 2, ( , )U U GL n R∈  такі, що −=1 1 ,0n n pAU A  і =2BU  

−= 1 ,0n n qB , де 1 , ( )n pA M R∈ , 1rank A p=  і 1 , ( )n qB M R∈ , 1rank B q= . На 

підставі цього отримуємо 

 − −=1
1 , 1 ,

2

0
0 0

0 n n p n n q

U
A B A B

U
. (6) 

Оскільки rank rankA B n+ < , то з рівності (6) отримуємо, що 1 1rank A B n< . 

Отже, для матриці 1 1A B  існує ненульовий вектор 1, ( )nu M R∈  та-

кий, що +=1 1 1,0 p qu A B . Очевидно, що вектор u  є спільним власним век-

тором матриць A  і B , тобто = 1,0 nu A  і = 1,0 nu B . Лему доведено.   

Наслідок 5. Нехай ,, ( )n nA B M R∈  – матриці рангу один. Якщо 3n ≥ , 

то для матриць A  і B  існує спільний власний вектор. 
Встановимо умови, за яких для пари матриць ,, ( )n nA B M R∈ , кожна з 

яких має ранг один, існує спільний власний вектор. 
Теорема 2. Для пари матриць ,, ( )n nA B M R∈ , кожна з яких має ранг 

один, існує спільний власний вектор тоді й тільки тоді, коли комутатор 

 ,A B AB BA= −[ ]  
є особливою матрицею. 
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 Д о в е д е н н я необхідності проводиться подібно, як і доведення 
необхідності в теоремі 1 з роботи [4]. 
 Достатність. Якщо 3n ≥ , то достатність випливає з наслідку 5. 
Розглянемо випадок, коли 2n = . Згідно з теоремою 1, матриця 2,2( )A M R∈  

подібна матриці 1
1

0

0

a
A TAT

r
−= = , де (2, )T GL R∈ . Покладемо 

 
11 121

1
21 22

TBT B−
β β

= =
β β

. 

Очевидно, що для матриць A  і B  існує спільний власний вектор тоді й 
тільки тоді, коли для матриць 1A  і 1B  існує спільний власний вектор. Тоді 

 
12 121

1 1
12 22 21 12

, ,
( )

r a
T A B T A B

r a r
−

− β β
= =

β − β − β β
[ ] [ ] .  (7) 

Оскільки rank , 2A B <[ ] , то 1 1rank , 2A B <[ ] . Отже, 1 1det , 0A B =[ ] . Останню 
рівність запишемо в розгорнутому вигляді: 

 2 2
12 12 12 22 21( ) 0r ar a− β β + β − β + β =( ) .  (8) 

 Нехай 0r = . Із рівності (8) отримуємо, що 12 0β =  або 21 0β = . Якщо 

12 0β = , то вектор 1 1,20 ( )u e M R= ∈  є спільним власним вектором мат-

риць 1A  і 1B . Якщо 12 0β ≠ , а 21 0β = , то на підставі рівності (7) отримуємо, 

що 2 1,20 ( )u e M R= ∈  є спільним власним вектором матриць 1A  і 1B . 

 Якщо ж 0a = , то із рівності (7) отримуємо, що 12 0β =  і вектор 1u  є 

спільним власним вектором матриць 1A  і 1B . 

 Нехай 0a ≠  і 0r ≠ . Не обмежуючи загальності, припустимо, що еле-
менти a  і r  є взаємно простими, тобто їх найбільший спільний дільник 
( , )a r e= . Тепер із рівності (8) отримуємо, що 12 0β = , або 

 12 22 11 21( ) ( )r r a a r aβ − β = − β − β . (9) 

Очевидно, що при 12 0β =  вектор 1u  є спільним власним вектором матриць 

1A  і 1B . Якщо 12 0β ≠ , то з рівності (9) випливає, що 

 12 22r a ayβ − β = , 

 11 21r a rxβ − β = . 

Враховуючи рівність (9) отримуємо, що x y= . Тепер із останньої системи 
рівностей випливає 

 
11 12

21 22

r a r a
β β

− = −
β β

, 

тобто вектор 0u r a= −  є власним вектором матриці 1B  і 0 1 1,20u A = . 

Отже, вектор 0u  є спільним власним вектором матриць 1A  і 1B . Теорему 

доведено.   

 Теорема 3. Матриці ,, ( )n nA B M R∈  рангу один триангуляризуються 

тоді й тільки тоді, коли комутатор ,A B AB BA= −[ ]  є нільпотентною 
матрицею. 
 Д о в е д е н н я  теореми аналогічне до доведення теореми 2 з [18].  
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СТРУКТУРА МАТРИЦ РАНГА ОДИН НАД ОБЛАСТЬЮ ГЛАВНЫХ ИДЕАЛОВ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПОДОБИЯ 
 
Исследуется структура матриц ранга один над областью главных идеалов отно-
сительно преобразований эквивалентности и подобия. Установлена нормальная 
форма матрицы ранга один относительно преобразования подобия. Предложены 
условия, при которых пара матриц ранга один преобразованием подобия 
приводится к треугольному виду. 
 
THE STRUCTURE OF MATRICES OF RANK ONE OVER THE DOMAIN OF PRINCIPAL 
IDEALS WITH RESPECT TO SIMILARITY TRANSFORMATION 
 
The structure of matrices of rank one over the domain of principal ideals respect to 
transformations of equivalence and similarity is investigated. The canonical form of 
matrices of rank one with respect to the similarity transformation is established. The 
conditions under which the pairs of matrices of rank one by a similarity transforma-
tion is reduced to triangular form are proposed. 
 
Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 04.01.16 
 
 


