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УДК 539.3 
 
В. Ф. Кондрат1, О. Р. Грицина2 
 
РІВНЯННЯ ЛОКАЛЬНО ҐРАДІЄНТНОЇ ЕЛЕКТРОМАГНІТОТЕРМОМЕХАНІКИ 
ПОЛЯРИЗОВНИХ НЕФЕРОМАГНІТНИХ ТІЛ ЗА ВРАХУВАННЯ 
КВАДРУПОЛЬНИХ ЕЛЕКТРИЧНИХ МОМЕНТІВ 
 

Сформульовано повну систему співвідношень локально ґрадієнтної електро-
магнітотермомеханіки твердих електропровідних неферомагнітних поляри-
зовних середовищ. Нелокальність визначальних співвідношень розробленої 
математичної моделі зумовлена врахуванням у поляризаційному струмі 
квадрупольних електричних моментів. Наслідком такого врахування є роз-
ширення простору параметрів термодинамічного стану тіла парою 
додаткових спряжених параметрів – квадрупольним моментом і ґрадієнтом 
вектора напруженості електричного поля. Показано, що розроблена модель 
враховує електромеханічну взаємодію для матеріалів високої симетрії (ізо-
тропних матеріалів) і описує флексоелектричний і термополяризаційний 
ефекти. Записано ключову систему рівнянь моделі для фізично та геомет-
рично лінійного середовища. 

 
Вступ. У праці [12], мабуть, уперше показано, що електричні моменти і 

відповідні ґрадієнти вектора напруженості електричного поля є спряжени-
ми параметрами стану системи, що містить заряди. Надалі це було вико-
ристано іншими авторами [9–21] для побудови нелокального типу матема-
тичних моделей електромагнітної механіки деформівних твердих діелек-
триків. Такі дослідження ґрунтувалися на постулаті про залежність внут-
рішньої енергії тіла від електричних моментів і ґрадієнтів вектора напру-
женості електричного поля. Це означає, зокрема, врахування неоднорідності 
фізично малого елемента тіла. Метою пропонованої роботи є показати, що 
інформація про таку неоднорідність і залежність локального стану тіла від 
ґрадієнтів вектора напруженості електричного поля може міститися у відпо-
відних складових електричного (поляризаційного) струму. Це реалізовано 
шляхом урахування у поляризаційному струмі квадрупольних електричних 
моментів, що дозволило у підсумку отримати нелокального типу визначаль-
ні співвідношення для неферомагнітних твердих тіл, здатних до поляризації. 

1. Об’єкт дослідження. Розглядаємо ізотропне термопружне поляри-
зовне неферомагнітне тіло, яке займає область ( )V  евклідового простору та 
обмежене гладкою поверхнею ( )Σ . У тілі протікають механічні, теплові та 
електромагнітні процеси, спричинені зовнішніми діями. При цьому у межах 
фізично малих елементів тіла можна спостерігати зміну їх структури (роз-
поділу частинок, з яких складається тіло). Така зміна буде проявлятися, 
зокрема, у виникненні електричного (поляризаційного) струму густини esJ . 
Вважаємо, що електричний поляризаційний струм пов’язаний зі зміною не 
лише дипольного, але і квадрупольних електричних моментів. 

Усі поля, які характеризують процеси, що протікають у тілі, повинні 
задовольняти фундаментальні закони фізики – балансу маси, імпульсу, мо-
менту імпульсу, ентропії та енергії, а також рівняння Максвелла. 

2. Рівняння балансу маси. У системах, які включають матеріальні час-
тинки та електромагнітне поле, маса переноситься обома складовими. Од-
нак вклад маси електромагнітного поля у загальний баланс маси таких 
систем може ставати вагомим тільки для дуже високоенергетичних полів, 
які тут не будемо розглядати. Маса тіла у цьому випадку буде змінюватися 
тільки за рахунок її перенесення через поверхню тіла матеріальними час-
тинками. Тоді рівняння балансу маси [3] запишемо в інтегральній 

 
( ) ( )V

d dV d
dt

Σ

ρ = − ρ ⋅ Σ∫ ∫ v n  
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або у локальній формі 

 0
t

∂ρ + ⋅ =
∂

v . (1) 

Тут ρ  – густина маси, v  – вектор швидкості конвективного руху, t  – час, 

n  – зовнішня нормаль до поверхні ( )Σ ,   – оператор Гамільтона. 
3. Рівняння електродинаміки. Рівняння електродинаміки мають вигляд 

[1, 6, 7] 

 ef,      
t

∂× = − × =
∂
BE H J  , 

 0,       e⋅ = ⋅ = ρB D  . (2) 

Тут B , H  – вектори індукції і напруженості магнітного поля; E , D  – 
вектори напруженості та індукції електричного поля; ef e ed es= + +J J J J  – 

вектор густини повного електричного струму, eJ  – вектор густини елек-

тричного струму, пов’язаного з переміщенням вільних зарядів, ed =J  

0 ( )t= ε ∂ ∂E/ , esJ  – вектор густини струму, зумовленого впорядкуванням 

зв’язаних зарядів (поляризаційний струм); eρ  – густина вільного елек-

тричного заряду; 0ε  – електрична стала; « ⋅ » і «× » – символи скалярного 

та векторного добутків. Для неферомагнітного середовища, яке розглядаємо, 
можемо записати, що 0= µB H , де 0µ  – магнітна стала. 

Введемо вектор eΠ  електричної поляризації, пов’язаний з вектором 

esJ  співвідношенням [1] 

 
0

,      
t

e
e es esdt

t
∂

= =
∂∫ J J
Π

Π . 

Тоді для вектора efJ  густини повного електричного струму маємо 

 ef 0
e

e t t
∂∂= + ε +

∂ ∂
EJ J

Π
. 

Величину e πρ , яка має розмірність густини електричного заряду і яку 

називають густиною наведеного заряду, визначаємо за формулою [1] 
 e eπρ = − ⋅ Π . 

Для e πρ  справджується рівняння 

 0
e

est
π∂ρ

+ ⋅ =
∂

J , 

яке має форму закону збереження наведеного електричного заряду [1, 2]. 
Вектор поляризації eΠ  пов’язаний з дипольним моментом P  і тензо-

ром електричного квадрупольного моменту Q
)

 формулою [8] 

 1
6e= − ⋅P Q

)
Π  . 

Для вектора D  електричної індукції маємо [8] 

 0 0
1
6e= ε + = ε + − ⋅D E E P Q

)
Π  . 

4. Рівняння балансу енергії електромагнітного поля. Із рівнянь Макс-
велла випливає співвідношення, яке трактують як рівняння балансу енергії 
електромагнітного поля [1, 2] 

 0e e
e e

U
t t

∂ ∂ + ⋅ + + ⋅ = ∂ ∂ 
S J E

Π
. (3) 
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Тут 2 1 2
0 0

1
2eU −= ε + µE B( ) – густина енергії електромагнітного поля, e =S  

1
0
−= µ ×E B  – густина потоку енергії електромагнітного поля [2]. 

Зазначимо, що останній доданок у формулі (3) відображає вплив елек-
тромагнітного поля на речовину, яка разом з полем складає єдину матері-
альну систему. Перепишемо цей доданок таким чином, щоб у нього входили 

тензор квадрупольного моменту ∗Q
)

 і вектори ∗E , ∗P , e∗J  напруженості 
електричного поля, дипольного моменту та густини електричного струму в 
системі відліку центрів мас, яка рухається зі швидкістю v  відносно лабо-
раторної системи відліку. Для неферомагнітного тіла, яке розглядаємо в 
нерелятивістському наближенні, маємо 

 ,     ,     ,     e e e∗ ∗ ∗= + × = = = − ρ*E E v B Q P P J J v
) )

Q . 

Тут вектор e∗J  трактуємо як вектор густини струму провідності. Врахо-
вуючи це, а також рівняння балансу маси (1), після деяких перетворень 
рівняння (3) балансу енергії електромагнітного поля запишемо так: 

 :e
e e

U d d
t dt dt∗ ∗ ∗ ∗

∂
+ ⋅ + ⋅ + ρ ⋅ + ρ ⊗ +

∂
p q

S J E E E
)

 ( )  

 *
e

e e j j kj k jp E q E
t∗ ∗

∂  + ⋅ ρ + + × + ρ + ρ ∇ −  ∂  
v E J B

Π
 ( )  

 : 0∗− ⋅ ⋅ + ⊗ ρ =*p E q E v
) { ( ) }[ ] . (4) 

Тут = ρp P/ , 6= ρq Q
))

/ , jp , jE∗ , kjq  – компоненти векторів p , ∗E  і тензора 

q
)
, « ⊗ » – символ тензорного добутку, d

dt t
∂= + ⋅
∂

v   – повна похідна за 

часом. 
5. Рівняння балансу ентропії. Швидкість зміни ентропії елемента тіла 

визначається притоком ентропії ззовні, конвективною складовою потоку 
ентропії через поверхню тіла, виникненням ентропії sσ  за одиницю часу та 

джерелами тепла ℜ . В інтегральній формі рівняння балансу ентропії має 
вигляд [3] 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )

s s
V V V

d s dV d s d dV dV
dt TΣ Σ

ℜρ = − ⋅ Σ − ρ ⋅ Σ + σ + ρ∫ ∫ ∫J n v n  , (5) 

де s  – питома ентропія, sJ  – вектор густини потоку ентропії, T  – абсо-
лютна температура. 

Локальна форма рівняння (5) є такою: 

 s s
ds
dt T

ℜρ = − ⋅ + σ + ρJ . 

Звідси, враховуючи співвідношення s q T=J J / , яке пов’язує вектори густин 

потоків ентропії sJ  і тепла qJ , маємо 

 1
q q s

dsT T T
dt T

ρ = − ⋅ + ⋅ + σ + ρℜJ J  . (6) 

6. Рівняння балансу енергії системи «тіло – електромагнітне поле». 
Приймаємо, що повна енергія системи у довільний момент часу є сумою 

внутрішньої uρ  ( u  – питома внутрішня енергія) та кінетичної 2 2ρv /  енер-

гій, а також енергії електромагнітного поля eU . Її зміна відбувається вна-

слідок конвективного перенесення енергії 2( 2)uρ + v /  через поверхню, робо-

ти поверхневих зусиль ⋅ v
)
σ , потоків тепла qJ  та енергії електромагнітного 

поля eS , дії масових сил F  і розподілених теплових джерел ℜ . Тоді 
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запишемо 

 2 2

( )( )

1 1
2 2e

V

d u U dV u
dt Σ

   ρ + + ρ = ρ + − ⋅ +      ∫ v v v v
)
σ  

 
( )

e q
V

d dV+ + ⋅ Σ + ρ ⋅ + ρℜ ∫S J n F v( ) , (7) 

де 
)
σ  – тензор напружень Коші. 
Якщо використати теорему Остроградського – ¥аусса [5] і врахувати 

рівняння балансу маси (1), енергії електромагнітного поля (4) та ентропії 
(6), то з (7) отримаємо рівняння балансу енергії у локальній формі: 

 *: :
d ddu ds dT

dt dt dt dt dt∗ ∗ρ = ρ + + ρ ⋅ + ρ ⊗ +p q
E E

))) ( )σ e  

 e q s e
T dT

T dt∗ ∗ ∗
 + ⋅ − ⋅ − σ + ⋅ − ρ + ⋅ + + ρ 
 

vJ E J v F F
)
σ  . (8) 

Тут 2= +u u �)
/[ ]( ) e  – тензор деформації, u  – вектор переміщення, ін-

дексом «� » позначено операцію транспонування тензора, 

 :∗ ∗ ∗= − ρ ⋅ + ρ ⊗p E q E I
)) ) )

σ σ ∇( ) ( )[ ] , 

 
( )e

e e e j j kj k jp E q E
t∗ ∗ ∗ ∗

∂ = ρ + + × + ρ + ρ ∇ ∂ 
F E J B

Π
( )  . 

Перейдемо до нової термодинамічної функції f u Ts ∗= − − ⋅ −E p  

: ( )− ρ ⊗q E
)   – узагальненої вільної енергії Гельмгольца. Тоді з (8) отрима-

ємо таке балансове співвідношення: 

 : :
d ddf dT ds

dt dt dt dt dt
∗ ∗

∗
⊗

ρ = − ρ + − ρ ⋅ − ρ +
E E

p q
)) ) ( )

σ e  

 e q s e
T dT

T dt∗ ∗ ∗
 + ⋅ − ⋅ − σ + ⋅ − ρ + ⋅ + + ρ 
 

vJ E J v F F
)
σ  . (9) 

Враховуючи інваріантність рівняння (9) відносно просторових транс-
ляцій і приймаючи, що вільна енергія f  визначається скалярним T , век-

торним ∗E  та тензорними 
)
e , ⊗ E  параметрами, які є незалежними, тоб-

то , , ,f f T ∗= ⊗E E
)( )e , отримуємо узагальнене рівняння Ґіббса 

 1 : :df sdT d d d∗ ∗ ∗= − + − ⋅ − ⊗
ρ

p E q E
) ) ) ( )σ e , (10) 

вираз для виробництва ентропії 

 s e q
T

T∗ ∗σ = ⋅ − ⋅J E J   (11) 

та рівняння балансу імпульсу 

 e
d
dt ∗ρ = ⋅ + + ρv F F

)
σ . (12) 

Зазначимо, що вираз (11) для виробництва ентропії не містить складо-
вих, зумовлених поляризацією, оскільки цей процес розглядаємо у набли-
женні оборотного. Бачимо також, що вільна енергія залежить не тільки від 
температури T , тензора деформації 

)
e  і вектора ∗E  напруженості елек-

тричного поля (як у класичних моделях), але і від параметра ∗⊗ E , 
зумовленого врахуванням квадрупольних електричних моментів. 

7. Визначальні співвідношення. Рівняння стану. З рівняння Ґіббса 
(10) за незалежності параметрів T , 

)
e , ∗E , ∗⊗ E  випливають такі рівнян-

ня стану: 



112 

 
, , , ,

,      
T

f f
s

T
∗ ∗ ∗ ∗

∗
⊗ ⊗

∂ ∂= − = ρ
∂ ∂E E E E

)
) )

 
σ

e e
, 

 
, , , ,

,      
T T

f f

∗ ∗∗ ∗⊗

∂ ∂= − = −
∂ ∂ ⊗E E

p q
E E) )

)
 

e e

. (13) 

Якщо розвинути вільну енергію f  у ряд за збуреннями параметрів стану і 
для малих збурень обмежитися в цьому розвиненні квадратичними члена-
ми, то для ізотропного початково однорідного тіла отримаємо 

 2 21 2
0 0 0 1 2 0

0 0

1
2 2

s
e e T

a a
f f s T T I I a T T

σ σ

= − − + + − − −
ρ ρ

( ) ( )  

 2 2
1 1 2 2 1 0

0

1 1
2 2

p q q eT
E E E e

a
a a I a I I T T∗− + − + − +

ρ
E ( )  

 1 1 1 0
0 0

:
qeE

e E TE E

aa
I I a I T T

σ
∗+ + − + ⊗

ρ ρ
E

) e( ) ( ) . (14) 

Тут 1 :eI = =I
))

e e , 1 :EI ∗ ∗= ⊗ = ⋅E I E
)

 ( ) , 2 :eI =
) )
e e , 2 :EI ∗ ∗= ⊗ ⊗E E ( ) ( )  

– перший і другий інваріанти тензорів деформації і ґрадієнта електричного 

поля відповідно; 1a
σ , 2aσ , s

Ta , p
Ea , 1

qa , 2
qa , eTa , eEa , TEa , qaσ  – характерис-

тики матеріалу. Зазначимо, що при записі виразу для вільної енергії прий-
маємо, що у вихідному стані 0=

)
e , 0∗ =

)
σ , 0T T= , 0s s= , 0∗ =E , 0=p , 

0∗⊗ =E , 0=q
)

. 
Враховуючи подання (14), на основі формул (13) отримаємо такі лінійні 

рівняння стану: 

 2 1 02 q eT eEa a a a T T aσ σ
∗ σ= + ⊗ + + − + ⋅E E I

)) ) [ ]( ) σ e e , 

 1
0 0 0

s
T eT TEs s a T T a a−= + − − ρ − ⋅ E( ) e , 

 p
Ea=p E , 

 1
2 1 0 02 q q

q eE TEa a a a a T T−
σ= ⊗ − − ⋅ + ρ + −q E E I

)) ) )[ ]( ) e e . (15) 

Відмітимо, що у першому і останньому з рівнянь стану (15) для ізо-
тропного матеріалу містяться члени, які враховують взаємодію механічних 
і електромагнітних процесів, чого не передбачено у визначальних співвідно-
шення, отриманих у праці [21]. З двох останніх співвідношень системи (15) 
випливає також, що за обраного модельного опису причиною електричної 
поляризації 

 22p q
e E qa a aσ= − ⋅ = − ∆ + ⋅ +p q E E

) ) π e  

 1
1 0
q

eE TEa a a T−+ ⋅ + ρ +E e   ( )  (16) 

є не тільки електричне поле, але і його просторова неоднорідність і ґрадієн-
ти деформації і температури. Таким чином, визначальні співвідношення 
(15) передбачають можливість опису флексоелектричного і термопо-
ляризаційного ефектів [2, 4]. 

Кінетичні співвідношення. Подамо рівняння (11) для виробництва 
ентропії у вигляді 

 
2

1
s k k

k=

σ = ⋅∑ j X , (17) 

де kj  та kX  – термодинамічні потоки та сили: 

 1 1 2 2 2
1 1,     ,     ,     e q T
T T

∗ ∗= = = = −j J E j J XX  . (18) 
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Зі співвідношень (17), (18) у лінійному наближенні випливають такі кінетич-
ні рівняння: 

 1 11 1 12 2 2 21 1 22 2,      L L L L= + = +j X X j X X , (19) 

де 11L , 22L , 12L , 21L  – кінетичні коефіцієнти. З огляду на принцип Онзаге-
ра [3] справджується рівність 

 12 21L L= . (20) 

Враховуючи позначення (18), кінетичні рівняння (19) запишемо у вигляді 

 ,      e e e q t eT T∗ ∗ ∗= σ + σ η = − λ + πJ E J J  , (21) 

де eσ , λ  – коефіцієнти електро- і теплопровідності, коефіцієнти η , tπ  
характеризують термоелектричні явища. З огляду на рівняння (20) маємо, 
що 0t Tπ = − η . 

8. Ключові рівняння у лінійному наближенні. Рівняння балансу маси 
(1), ентропії (6) та імпульсу (12), співвідношення (2), які відповідають зако-
нам Ампера, Фарадея, Ґаусса – Фарадея та Ґаусса – Кулона, визначальні 
співвідношення (15) і (21) разом із співвідношеннями Коші складають замк-
нену систему рівнянь нелокальної електромагнітотермомеханіки поляризов-
них електромагнітних тіл за врахування квадрупольного електричного мо-
менту. Запишемо цю систему в лінеаризованому наближенні відносно 
функцій переміщення u , температури T , напруженості електричного E  та 
індукції магнітного B  полів: 

 
2

0 1 2 22 eEa a a a
t

σ σ σ∂ρ = + ⋅ + ∆ + ⋅ +
∂

u u u E( ) ( ) ( )     

 0q eTa a Tσ+ ∆ + + ρE F , (22) 

 
0 0 0 0 0

s e t e t eT
T

aTa T
t T T t

λ − σ ηπ σ π ∂ ⋅∂ = ∆ − ⋅ + +
∂ ρ ρ ρ ∂

u
E




( )
 

 
0

TEa
t T

∂ ⋅ ℜ+ +
∂

E( )
, (23) 

 ,      0
t

∂× = − ⋅ =
∂
BE B  , (24) 

 0 0 0 0 0 1
q

e e T a
t t

∂ ∂ × = µ σ + µ σ η + µ ε + µ ρ ⋅ + ∂ ∂ 
E EB E     

 0 0 2 0 0
12
2

q
eqa a

t t
∂ ∂+ µ ρ ∆ + µ ρ ∆ +
∂ ∂
E u  

 0 0 0 0
1
2 eq eE eE

Ta a a
t t

∂ ∂   + µ ρ + ⋅ + µ ρ   ∂ ∂   
u   , (25) 

 0 2 1 02 q q
eq eEa a a aε ⋅ + ρ + ∆ ⋅ + ρ + ∆ ⋅ +E E u  ( ) ( ) ( ) ( )  

 0 eT ea T+ ρ ∆ = ρ . (26) 

Тут 0 0
p
Eaε = ε − ρ . 

Зазначимо, що рівняння руху (22) не містить пондеромоторних сил, а 
рівняння теплопровідності (23) – джоулевого тепла. Це зумовлено тим, що 
за вибраного вихідного стану пондеромоторні сили і джоулеве тепло є нелі-
нійними функціями збурень полів. Наслідком врахування залежності век-
тора поляризації (16) від квадрупольних моментів є поява у рівнянні руху 
(22) доданків, пропорційних до просторових похідних другого порядку від 
вектора напруження електричного поля E . Крім того, рівняння (23), (25) і 
(26) містять доданки, пропорційні до змішаних похідних третього порядку 
від напруженості електричного поля. 
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Висновки. Показано, що для побудови моделі електроманітотермомеха-
ніки ґрадієнтного типу достатньо у складовій електричного струму, пов’яза-
ній зі зміною структури середовища (поляризаційному струмі), врахувати 
електричні моменти вищого порядку. Це зроблено на прикладі врахування 
квадрупольного моменту. В результаті отримано замкнену систему співвід-
ношень локально ґрадієнтної електромагнітотермомеханіки електропровід-
ного неферомагнітного поляризовного середовища. Показано, що сформульо-
вана модель на рівні рівнянь стану враховує електромеханічну взаємодію в 
ізотропних матеріалах, флексоелектричний і термополяризаційний ефекти. 
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УРАВНЕНИЯ ЛОКАЛЬНО ГРАДИЕНТНОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТОТЕРМОМЕХАНИКИ 
ПОЛЯРИЗИРУЕМЫХ НЕФЕРРОМАГНИТНЫХ ТЕЛ С УЧЕТОМ КВАДРУПОЛЬНЫХ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ МОМЕНТОВ 
 
Сформулирована полная система соотношений локально градиентной электро-
магнитотермомеханики твердых электропроводных неферромагнитных поляри-
зируемых сред. Нелокальность определяющих соотношений разработанной мате-
матической модели обусловлена учетом в поляризационном токе квадрупольных 
электрических моментов. Следствием такого учета является расширение про-
странства параметров термодинамического состояния тела парой дополнитель-
ных сопряженных параметров – квадрупольным моментом и градиентом векто-
ра напряженности электрического поля. Показано, что разработанная модель 
учитывает электромеханическое взаимодействие для материалов высокой сим-
метрии (изотропных материалов) и описывает флексоэлектрический и термопо-
ляризационный эффекты. Записана ключевая система уравнений модели для фи-
зически и геометрически линейной среды. 
 
THE EQUATIONS OF LOCAL GRADIENT ELECTROMAGNETOTHERMOMECHANICS 
OF POLARIZABLE NONFERROMAGNETIC SOLIDS WITH REGARD FOR ELECTRIC 
QUADRUPOLE MOMENTS 
 
The complete system of relations for local gradient electromagnetothermo-mechanics of 
electro-conductive non-ferromagnetic polarizable continua is formulated. Non-locality 
of obtained constitutive equations of proposed mathematical model is due to the electric 
quadrupole moments in polarization current. As a result the space of parameters of 
thermodynamic state of the body is expanded by a pair of additional conjugate para-
meters, namely, by quadrupole moment and by gradient of vector of the electric field 
intensity. It is shown that the proposed model takes into account the electromechanical 
interaction for materials of high symmetry (isotropic materials) and describes flexoelec-
tric and thermopolarization effects. The key system of equations is written for physi-
cally and geometrically linear medium. 
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