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ОСЕСИМЕТРИЧНІ КОЛИВАННЯ ПРУЖНИХ КІЛЬЦЕВИХ ОСНОВ  
І ДВОШАРОВОЇ ІДЕАЛЬНОЇ РІДИНИ В ЖОРСТКОМУ КІЛЬЦЕВОМУ 
ЦИЛІНДРИЧНОМУ РЕЗЕРВУАРІ 
 

Виведено частотне рівняння власних сумісних осесиметричних коливань 
пружних основ у вигляді кільцевих пластин і важкої двошарової ідеальної не-
стисливої рідини в жорсткому кільцевому циліндричному резервуарі. Розгля-
нуто різні граничні випадки: виродження кільцевих пластин у мембрани, 
абсолютно жорсткі чи кругові пластини, відсутності верхньої пластини 
(рідина з вільною поверхнею). Для широкого кола параметрів розглянутої ме-
ханічної системи досліджено частотні спектри та отримано ряд механіч-
них ефектів у задачі гідропружності. 

 
Вступ. Задача про коливання ідеальної нестисливої рідини в жорстко-

му циліндричному резервуарі з двома пружними основами є узагальненням 
задачі про коливання рідини в жорсткому циліндричному резервуарі з 
пружною мембраною або пластиною на вільній поверхні. Останню задачу 
почали інтенсивно досліджувати понад 35 років тому [6, гл. 5], і на сьогодні 
з цієї тематики є достатньо велика кількість публікацій (див., зокрема, [2, 
15]). Задачу про коливання ідеальної рідини в жорсткому циліндричному 
резервуарі з пружними основами мабуть уперше було розглянуто з позиції 
функціонального аналізу в [1, 13 (с. 167–178)], а потім – у [5, 7–9, 11 та ін.]. 
Велику кількість робіт присвячено коливанням рідини з вільною поверхнею 
в жорсткому циліндричному резервуарі з пружним дном (див. огляди літе-
ратури в [9–11]). Інтерес до задачі про осесиметричні коливання пружного 
дна та рідини в циліндричному резервуарі пов’язаний із необхідністю вра-
ховувати статичний прогин дна й поздовжні коливання рідини як цілого. В 
[11] досліджено осесиметричні коливання пружних основ та одношарової 
ідеальної рідини в жорсткому циліндричному резервуарі. В [9] узагальнено 
результати [11] на випадок коаксіального циліндричного резервуару. У від-
носно недавно опублікованих статтях [3, 4, 14] розглянуто осесиметричні 
коливання двошарової рідини стосовно проблеми капілярних фазорозділь-
ників. Серед англомовних праць виділимо статті [15–18]. 

У цій статті узагальнено розглянуту в [9] задачу для випадку двошаро-
вої ідеальної рідини, коли контури пластин закріплені. Метою роботи є 
отримання частотного рівняння й аналіз частотного спектру досліджуваної 
механічної системи. Розглянуто випадки виродження пластин в мембрани, 
абсолютно жорсткі пластини, кругові пластини, а також випадок рідини з 
вільною поверхнею. Виконано чисельні дослідження для широкого кола па-
раметрів механічної системи: пружних характеристик пластин, густин, 
глибин заповнення, а також для випадку невагомості. Результати можуть 
бути застосовані при визначенні власних форм коливань, а також у задачах 
про вимушені коливання системи тверде тіло – рідина – пружні пластини. 

1. Постановка задачі. Розглянемо сумісні осесиметричні коливання 
пружних основ та важкої двошарової ідеальної нестисливої рідини з 
густинами ρ1  і ρ2 , що повністю заповнює прямий кільцевий циліндричний 
резервуар з жорсткою боковою поверхнею зовнішнього радіуса a  і 
внутрішнього εa , ≤ ε <0 1 . Основи кільцевого циліндричного резервуару є 
кільцевими ізотропними пластинами зі згинальними жорсткостями iD , на 

які впливають розтягуючі зусилля iT  у серединній площині, = 1,2i . Індекс 

= 1i  відповідає верхній основі та верхній рідині з густиною ρ1 , а = 2i  – 

нижній основі та нижній рідині з густиною ρ2 . Циліндричну систему 
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координат θOr z  розмістимо так, щоб площина θOr  була на поверхні роз-
ділу рідин, а вісь Oz  була спрямована вздовж осі циліндра у напрямку, 
протилежному до вектора прискорення сили тяжіння g . Задачу розгляда-
ємо в лінійній постановці, вважаючи рух рідини потенціальним, а сумісні 
коливання пластин і рідини – безвідривними. 

Рівняння руху розглянутої механічної системи мають вигляд [9, 11, 12] 
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Рівняння (1), (2) будемо розв’язувати з урахуванням граничних умов 
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Тут = ρ δ0 0 0i i ik ; iW , ρ0i  і δ0i  – відповідно прогин, густина і товщина i -ї 

пластини; Φ i  – потенціал швидкостей i -ї рідини; = ζ( , )z r t  – рівняння по-

верхні розділу рідин (внутрішня поверхня); iQ  – довільні функції часу; 
2
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тори Лапласа; S  – кільцева область. Тут для зручності запису введено до-
датковий індекс j  та позначення контурів. Індекс = 1j  відповідає зовніш-

ньому контуру γ1 , а = 2j  – внутрішньому контуру γ2 . 

2. Метод розв’язування. З огляду на осьову симетрію функції Φ i , iW  і 

ζ  подамо у вигляді узагальнених рядів Фур’є за власними функціями 

ψ ( )n r  таким чином [9, 11, 12]: 
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При осьовій симетрії власні функції ψ ( )n r , які разом з довільною кон-

стантою утворюють на відрізку ε[ , ]a a  повну ортогональну систему функ-

цій, мають вигляд ψ = + γ0 0( ) ( ) ( )n n n nr J k r Y k r , де 1 1( ) / ( )n n nJ Yγ = − ξ ξ , 0J , 

1J  і 0Y , 1Y  – функції Бесселя першого та другого роду нульового та 

першого порядків, = ξ /n nk a  – власні числа, а ξn  – корені рівнянь 

ξ ξ ε − ξ ε ξ =1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0n n n nJ Y J Y  при 0ε ≠  та 1( ) 0nJ ξ =  при ε = 0 . 

Підставивши вирази (6)–(8) у граничні умови (3) і скориставшись 
ортогональністю функцій ψ ( )n r , отримаємо 
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Рівняння (1), (2) і рівняння поверхні розділу рідин (внутрішньої по-
верхні) матимуть вигляд 
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де σ = ∆ρ2 /n n ngk a  – квадрат частоти коливань внутрішньої поверхні при 

жорстких основах; = ρ + ρ1 1 2 2cth cthn n na æ æ , ∆ρ = ρ − ρ2 1 , = ρ /shin i inb æ . 

3. Виведення частотного рівняння. Розглянемо задачу про власні 
сумісні коливання пружних пластин і рідини. Для цього покладемо 

ω= +( , ) ( ) ( )i t st
i i iW r t e w r W r , ωρ − = %&1 1 01( ) i tQ a Qe , ωζ =0

i twe . Тут st
iW  – 

статичний прогин пластин, який було розглянуто в [13]. У цьому випадку 
рівняння (9), (10) з урахуванням (11) набудуть вигляду 
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δ 1i  – символ Кронекера. 
Розв’язок кожного з рівнянь (12) шукаємо як суму загального розв’яз-

ку однорідного рівняння і часткового розв’язку неоднорідного [6, 7, 9–11]: 
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Підставивши (15) в (14), отримаємо два рівняння для 0
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Підставивши (15) в (13) та розв’язавши систему двох лінійних рівнянь 
відносно 1nw  і 2nw , отримаємо остаточні вирази для прогинів пластин: 
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З умов закріплення пластин (5), виразів для прогинів пластин (18) і 
додаткових рівнянь (16), (17) випливає таке частотне рівняння власних 
сумісних осесиметричних коливань пружних основ і двошарової рідини: 
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Рівняння (20) описує власні сумісні коливання пружних кільцевих 
пластин і двошарової ідеальної рідини в кільцевому циліндрі за умов 
жорсткого закріплення зовнішнього та внутрішнього контурів пластин. Слід 
очікувати, що частотний спектр буде складатися з чотирьох наборів частот, 
що відповідають коливанням верхньої і нижньої пружних основ, стовпа 
рідини як одного цілого та внутрішньої поверхні розділу рідин. Для одно-
шарової рідини частотний спектр буде складатися з трьох наборів частот. 

4. Окремі випадки частотного рівняння власних сумісних коливань 
пружних основ і рідини. Отримане рівняння (20) є досить загальним і 
охоплює ряд окремих випадків, які становлять самостійний інтерес. 

Верхня пластина вироджується в мембрану. В цьому випадку у 
визначнику рівняння (20) потрібно викреслити другий і четвертий рядки та 
другий і четвертий стовпці, а в співвідношеннях (19) покласти =1 0D . 

Нижня пластина вироджується в мембрану. Як і в попередньому 
випадку, у визначнику рівняння (20) потрібно викреслити шостий і восьмий 
рядки та шостий і восьмий стовпці, а в (19) покласти =2 0D . Тоді рівняння 
(20) матиме вигляд 

 
=

=
5,7,9,10

, 5,7,9,10
0qr

q r
C , 

де 

 
∞ ∞

∗ ∗

= =

= + = +∑ ∑0 0
5,5 211 22 21 1 5,7 212 22 22 1

1 1

,n n n n n n
n n

C B a E B C B a E B ,  

 % %= − = ρ ω − ∆ρ2
02 025,9 5,10 2 2, ( )C k C k h g ,  

 
∞ ∞

= =

= + = +∑ ∑0 * 0 *
7,5 221 22 21 2 7,7 222 22 22 2

1 1

,n n n n n n
n n

C B a E B C B a E B ,  

 % %= − = ρ ω − ∆ρ2
02 027,9 7,10 2 2, ( )C k C k h g ,  

 % %= − = − = +% %0 0
01 029,5 21 9,7 22 9,9, ,C w C w C k k , 

 % % %= ρ − ρ ω + ∆ρ = %2 0
01 02 029,10 1 1 2 2 10,5 21( ) ,C h k h k k g C w , 

 % %= = − =% 0
02 210,7 22 10,9 10,10, ,C w C k C k . 

Нижня і верхня пластини вироджуються в мембрани. У цьому 
випадку у визначнику рівняння (20) потрібно викреслити другий, четвер-
тий, шостий і восьмий рядки та другий, четвертий, шостий і восьмий стовп-
ці, а в співвідношеннях (19) покласти = =1 2 0D D . 

Випадок наявності вільної поверхні в рідини. Цей випадок реалі-
зується, коли відсутня верхня пластина. У визначнику рівняння (20) 
потрібно викреслити перший, другий, третій і четвертий рядки та перший, 
другий, третій і четвертий стовпці, а в співвідношеннях (19) прийняти, що 

=01 0k , =1 0T , =1 0D . 
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Нижня або верхня пластина абсолютно жорстка. Якщо верхня 

або нижня пластина стає абсолютно жорсткою, то ≡1 0w  ( ≡% 0
1 0kw ) або 

≡2 0w  ( ≡% 0
2 0kw ). Переходячи до границі в рівнянні (20) при → ∞1T  

( →11 0na , →12 0na , =0
1 0kw ) або при → ∞2T  ( →21 0na , →22 0na , 

=0
2 0kw ), отримаємо такі частотні рівняння:  

– у першому випадку (при → ∞1T ) 

 
=

=
10

, 5
0qr

q r
C , 

– у другому випадку (при → ∞2T ) 

 
=

=
1,2,3,4,9,10

, 1,2,3,4,9,10
0qr

q r
C . 

Коефіцієнти qrC  обчислюємо за формулами (21). 

Виродження кільцевого циліндра в круговий ( ε = 0 ). У цьому 
випадку частотне рівняння (20) має вигляд 

 
=

=
6

, 1
0qr q r

C , (22) 

де 

 
∞ ∞

∗ ∗
+

= =

= + =∑ ∑0 0
, 1 1 , 2 2 2

1 1

,i k ik i n kn n i k i n kn n
n n

C B a E B C a E B , 

 += = ρ ω =% % 2
,5 01 ,6 01 1 1 1,k, ,i i i ikC k C k h C C ,  

 + + + += = = = =1, 2 1,5 1,60, 0, 0, 1, 1,2i k i iC C C i k , 

 
∞ ∞

∗ ∗
+ + +

= =

= = +∑ ∑0 0
1, 1 1 1, 2 2 2

1 1

,i k i n kn n i k ik i n kn n
n n

C a E B C B a E B , 

 + + += − = ρ ω − ∆ρ =% % 2
1,5 02 1,6 02 2 2 2,, ( ), 0i i i kC k C k h g C ,  

 + + + += = = = =2, 2 2,5 2,6, 0, 0, 2, 1,2i k ik i iC C C C i k , 

 += = − = +% %% %0 0
5, 1 5, 2 2 5,5 01 02, ,k k k kC w C w C k k , 

 += ρ − ρ ω + ∆ρ = =% % % %2 0
5,6 1 1 01 2 2 02 02 6, 6, 2 2( ) , 0,k k kC h k h k k g C C w , 

 = − = =% %
6,5 02 6,6 2, , 1,2C k C k k , 

 
0

0
0,     = ,     ( )ik

ik ik ik n nr a r a

dw
B w C B J

dr
∗

= =
= = ξ . 

Для нестратифікованої рідини ( ρ = ρ1 2 ) цей випадок докладно дослід-

жено в статті [11]. Варто відмітити різницю між рівнянням (20) при ε → 0  
та рівнянням (22), яке описує коливання розглянутої механічної системи, у 
випадку нерухомих (закріплених) центрів. Це нова задача про осесиметрич-
ні коливання рідини та пружних кругових пластин з нерухомими центрами, 
яка випливає з розглянутої. 

Нехай верхня та нижня основи є абсолютно пружними ( = =1 2 0T T ) і 

ω + − ρ >2
0 ( 1) 0i
i ik g . У цьому випадку маємо 

 = µ = µ = µ = µ0 0 0 0
1 0 2 0 3 0 4 0( ), ( ), ( ), ( )i i i i i i i iw J r w Y r w I r w K r , 



92 

 
µ − ε εµ µ − ε εµ

= =
µ − ε µ − ε

% % % %
% %

% %
0 01 1 1 1
1 22 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 , 2

(1 ) (1 )
i i i i

i i
i i

J J Y Y
w w ,  

 
µ − ε εµ µ − ε εµ

= = −
µ − ε µ − ε

% % % %
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0 01 1 1 1
3 42 2
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2 , 2
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i i i i

i i
i i

I I K K
w w ,  

 
µ − ε εµ ε

= µ
µ − ξ

% %
% %%

0 1 0 1 0
1 2 2 2

( ) (1) ( ) ( )
2

( )
i i

i n i
i n n

J Z J Z
E

N
, 

 
µ − ε εµ ε

= µ
µ − ξ

% %
% %%

0 1 0 1 0
2 2 2 2

( ) (1) ( ) ( )
2

( )
i i

i n i
i n n

Y Z Y Z
E

N
, 

 
µ − ε εµ ε

= µ
µ + ξ

% %
% %%

0 1 0 1 0
3 2 2 2

( ) (1) ( ) ( )
2

( )
i i

i n i
i n n

I Z I Z
E

N
, 

 
µ − ε εµ ε

= − µ
µ + ξ

% %
% %%

0 1 0 1 0
4 2 2 2

( ) (1) ( ) ( )
2

( )
i i

i n i
i n n

K Z K Z
E

N
, (23) 

де 4 2
1 01 1

1

1 ( )k g
D

µ = ω − ρ , 4 2
2 02 2

2

1 ( )k g
D

µ = ω + ρ , = − ε ε% 2 2 2 2
0 0(1) ( )nN Z Z , µ = µ% i ia , 

pJ , pY , pI , pK  – функції Бесселя першого та другого роду від дійсного та 

уявного аргументів. Введемо безрозмірні змінні 

 
2

2
4 2

2 2

,     ,      i i
i i

D Ta D T
g ga ga

ωΩ = = =
ρ ρ

% % , 

 0 1
0 12

2 2
,    ,     i i

i i

k h
k h

a a
∗ ρ

= = ρ =
ρ ρ

% , 

 Безрозмірні величини матимуть такий вигляд: 

 12 1 2,    cth cthin n i n n nh A= ξ = ρ +%æ æ æ , 

 2
12 1 12 2

1 2

1 1 1(1 ),    ,      
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n n n
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 4 2 2
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∗ ∗Ω − ρ Ω +

= Ω − + ρ − µ = µ =% % % % %% %

2 2
* 2 4 401 12 02

2 02 2 12 1 2
1 2

1
( 1 ) 1, ,

k k
k k h

D D
. 

При ε = 0  і ρ =12 1  вирази (23) набудуть вигляду [11] 

 0 0 0 0
1 0 2 0 1 1 2 1
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E E

J J
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5. Числові дослідження і висновки. Зважаючи на складність задачі, 
виконаємо чисельні дослідження для двох найцікавіших випадків: відсут-
ності верхньої основи (наявності в рідини вільної поверхні) та невагомості 
( = 0g ) однорідної рідини ( ρ = ρ1 2 ). Незважаючи на значну кількість пуб-
лікацій, ці випадки досліджені недостатньо. 

За відсутності верхньої основи ( =01 0k , =1 0T , =1 0D ) для 

абсолютно пружного дна ( =2 0T ) і введених безрозмірних змінних маємо: 

1 12nd = ρ% , 4 2
2 2 02 1n nd D k∗= ξ − Ω −% % , 

01
12

1k∗ =
ρ

% . Функції 0
2kw  і вирази % 0

2kw , 

0
2knE  обчислюємо за формулами (23). 

У випадку невагомості ( 0g = ) введемо інші безрозмірні змінні: 

 2 2 5 4 2 4 21
2 12 1 01 2 02

2 2 12

1 1,     ,     ,     
D

a D k k
D D D

∗ ∗Ω = ω ρ = µ = Ω µ = Ω% % . 

При 0iT ≠  і = =01 02 0k k , тобто у випадку безінерційних пластин матимемо 

 = = γ = = γ0 0 0 0
1 2 0 0 2 2 0 01, ( / ), ln ( / ), ( / )i i i i i iw w I r a w r a w K r a ,  

 2 2 2 2
01 1 02 2

1 2

1 1,        T a T a
D D

γ = γ = . (24) 

Зі співвідношень (15)–(17), (24) і чисельних досліджень випливає, що 
для безінерційних пластин, а також у випадку, коли одна з пластин є абсо-
лютно жорсткою ( → ∞iT ), а інша – безінерційною, частотне рівняння не 
має дійсних коренів. Крім того, частотне рівняння не має дійсних коренів і 
для інерційних пластин. Отже, у випадку невагомості осесиметричні коли-
вання відсутні, якщо одна з пластин є абсолютно жорсткою. 

  

Рис. 1. Графіки залежності 2
31Ω  від ∗

02k  

для різних %h . 

Рис. 2. Графіки залежності 2
31Ω  від ε   

для різних %h . 

Чисельні дослідження частотного рівняння (20) за наявності масових 
сил виконано для таких значень безрозмірних параметрів: 0.001 0.9ε = ÷ , 

0.5 1.5h = ÷% , 02 0 10k∗ = ÷ , =%
2 1D , =%

2 0T , ρ =12 1 , де = +% % %
1 2h h h . У цьому 

випадку залишаються три набори частот, що відповідають коливанням 
верхньої основи чи вільної поверхні, пружного дна та коливання стовпа 
рідини. Розрахунки виконано з урахуванням п’яти членів у рядах рівняння 
(20), = …1,2, ,5n , для випадку вільної поверхні. На рис. 1 наведено графіки 
залежності квадрата безрозмірної першої частоти третього набору (частоти 

коливань стовпа рідини як одного цілого) Ω2
31  від масової характеристики 

дна 02 0 10k∗ = ÷ , а на рис. 2 – від 0.001 0.9ε = ÷ .  
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На основі аналітичних і чисельних досліджень робимо такі висновки: 
1. Частотний спектр складається з чотирьох наборів частот, що відпо-

відають коливанням верхньої та нижньої пружних основ, стовпа рідини як 
одного цілого та внутрішньої поверхні розділу рідин. Для одношарової 
рідини частотний спектр складається з трьох наборів частот. 

2. У невагомості осесиметричні коливання відсутні, якщо одна з плас-
тин є абсолютно жорсткою. 

3. За наявності в двошаровій рідині вільної поверхні частотний спектр 
складається з чотирьох наборів частот, що відповідають коливанням вільної 
поверхні рідини, пружного дна, стовпа рідини та внутрішньої поверхні. У 
широкому діапазоні зміни параметрів механічної системи спостерігається 
слабка зміна частот першого та четвертого наборів й істотна зміна частот 
другого та третього наборів, а також: 

– залежність квадрата першої частоти третього набору від безрозмір-
ної жорсткості в більшості випадків є майже лінійною; 

– зі збільшенням глибин заповнення відбувається незначне зменшен-
ня частот першого та четвертого наборів і значне – другого і тре-
тього наборів; 

– значне збільшення частот третього набору відбувається зі зменшен-
ням глибин заповнення. 

4. Ряди частотних рівнянь збігаються досить швидко. Як правило, 
достатньо двох-трьох членів у рядах для прийнятної на практиці точності. 
За урахування масових характеристик пластин значно зростає час розв’я-
зання частотних рівнянь. 

Перспективи подальших досліджень вбачаємо в узагальненні розгляну-
тої задачі для різних умов закріплення контурів кільцевих пластин, визна-
ченні власних форм коливань та вивченні вимушених поздовжніх коливань 
циліндричного резервуару з пружними основами та двошаровою рідиною. 

Стаття містить результати досліджень, виконаних за ґрантової підтрим-
ки Державного фонду фундаментальних досліджень за конкурсним про-
ектом Ф71/80–2016. 
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ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ УПРУГИХ КОЛЬЦЕВЫХ ОСНОВАНИЙ И ДВУСЛОЙНОЙ 
ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ В ЖЕСТКОМ КОЛЬЦЕВОМ ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ РЕЗЕРВУАРЕ 
 
Выведено частотное уравнение собственных совместных осесимметричных коле-
баний упругих оснований в виде кольцевых пластин и тяжелой двухслойной 
идеальной несжимаемой жидкости в жестком кольцевом цилиндрическом ре-
зервуаре. Рассмотрены различные предельные случаи: вырождение кольцевых 
пластин в мембраны, абсолютно жесткие или круговые пластины, отсутствие 
верхней пластины (жидкость со свободной поверхностью). Для широкого круга 
параметров рассматриваемой механической системы исследованы частотные 
спектры и получен ряд механических эффектов в задаче гидроупругости. 
 
AXISYMMETRIC VIBRATIONS OF ANNULAR ELASTIC FOUNDATIONS AND IDEAL  
TWO-LAYER LIQUID IN A RIGID ANNULAR CYLINDRICAL CONTAINER  
 
A frequency equation for the coupled axisymmetric natural vibrations of elastic annular 
plates (foundations) and heavy ideal two-layer incompressible liquid in a rigid annular 
cylindrical container is derived. Some limiting cases are addressed, i.e., when the 
annular plates degenerate into membranes, absolutely rigid or circular plates, as well as 
the case when the upper plate is absent (free surface of liquid). The frequency spectrum 
is analyzed for a wide range of parameters of the considered mechanical system. A 
number of mechanical effects in the hydroelasticity problem are drawn. 
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