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ПРО ФІГУРНУ ВІДНОСНУ СТІЙКІСТЬ ДО ЗБУРЕНЬ ДВОВИМІРНИХ 
НЕПЕРЕРВНИХ ДРОБІВ З КОМПЛЕКСНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ 
 

Розглядаються двовимірні неперервні дроби, елементи яких лежать у 
кутовій множині правої півплощини. Встановлено достатні умови їх 
фігурної відносної стійкості до збурень. Одержано оцінку відносної похибки 
фігурних наближень досліджуваних двовимірних неперервних дробів.  

 
Для застосувань неперервних дробів і їх багатовимірних узагальнень, 

зокрема гіллястих ланцюгових дробів (ГЛД) і двовимірних неперервних 
дробів (ДНД), важливе значення мають їх збіжність та обчислювальна стій-
кість. Теоретичні дослідження та численні експерименти показали, що цей 
апарат наближення має властивість обмеженого нагромадження похибок, 
що виникають у процесі їх обчислень [14, 10, 15].  

Що стосується відносної стійкості до збурень ГЛД, то в роботах 
П. І. Боднарчука, В. Я. Скоробогатька та їхніх учнів [8, 9] досліджувалась 
асимптотична стійкість ГЛД. 

З використанням властивості відносних похибок у роботах Д. І. Боднара 
[2, 3], М. О. Недашковського [12] встановлено достатні умови відносної стій-
кості до збурень ГЛД з додатними елементами та елементами, що задо-
вольняють умови багатовимірного аналогу теореми Ворпіцького та Сле-
шинського – Прінґсгейма. За аналогічною методикою в роботі Х. Й. Кучмін-
ської [11] досліджено відносну стійкість до збурень ДНД з додатними еле-
ментами. 

З використанням областей елементів і відповідних їм областей значень 
у роботах Д. І. Боднара та В. Р. Гладуна [5–7] побудовано та досліджено 
області відносної стійкості до збурень нескінченних ГЛД з додатними та 
комплексними елементами.  

Аналіз оцінок похибок підхідних дробів неперервних дробів і їх багато-
вимірних узагальнень, одержаних у згаданих роботах, показав, що ці оцін-
ки залежать не тільки від похибок елементів, але й від самих елементів. 
Тому актуальним є вивчення умов, за яких неперервні дроби та їх багато-
вимірні узагальнення є стійкими до збурень їх елементів. 

Ця робота присвячена подальшому вивченню властивостей ДНД з ком-
плексними елементами, що належать деякій кутовій множині правої пів-
площини, так званих правильних ДНД типу Ван Флека. Зокрема, в [13] 
запропоновано методику дослідження їх збіжності та встановлено умови, за 
яких такі ДНД є збіжними. Робота [1] присвячена дослідженню стійкості 
ДНД типу Ван Флека до збурень їх елементів. За допомогою формули для 
обчислення абсолютної похибки встановлено достатні умови, коли ДНД є 
фігурно абсолютно стійкими до збурень їх елементів. У цій праці продовже-
но дослідження стійкості ДНД типу Ван Флека до збурень їх елементів: з 
використанням встановлених в [1, 13] нерівностей і формули для обчислен-
ня абсолютної похибки фігурних підхідних дробів знайдено достатні умови, 
за яких такі ДНД є фігурно відносно стійкими до збурень їх елементів, а 
також встановлено оцінку відносної похибки їх фігурних підхідних дробів. 

Розглянемо нескінченний ДНД вигляду 

 
, , ,0 1 1

1 1 1,    ,    0,1,D D Dk
k k k k j k k k jk j j

k
b b b

∞ ∞ ∞

+ += = =
Φ = + =

+ Φ
… . (1) 

Досліджуватимемо одну з конструкцій фігурних наближень ДНД (1): 
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називають двовимірними залишками фігурних наближень (2), а вирази 
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називають їх одновимірними залишками. З формул (3) і позначень (4), (5) 
маємо 
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ментів , , ,, ,i i i j i i i jb b b+ + , 0,1,i = … , 1,2,j = … , ДНД (1) відповідно. 

ДНД вигляду 
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називатимемо збуреним до ДНД (1). 
Розглядаючи стійкість ДНД як їх неперервну залежність від елементів, 

за аналогією з ГЛД [5, 6], означимо множини фігурної відносної стійкості до 
збурень ДНД (1). 

Означення. Послідовність множин ,i jG , , 0,1,i j = … , називають послі-

довністю множин фігурної відносної стійкості до збурень ДНД (1), якщо: 
• послідовність множин ,i jG , , 0,1,i j = … , є послідовністю множин фі-

гурної збіжності ДНД (1) та ДНД (7), тобто з умов , ,i j i jb G∈ , ,i jb ∈
)
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Нехай ,i jb∆ , nf∆  – абсолютні, а ,i jβ , nε  – відносні похибки елементів 

,i jb  і наближення (2) ДHД (1) відповідно, тобто 
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Для оцінки залежності від абсолютних похибок ,i jb∆  елементів ,i jb  

абсолютної похибки nf∆  наближення (2) ДHД (1) встановлено формули [4] 
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де ( ) ( ) ( )
, ,, ,p p p

i i j i i i jQ Q Q+ +

) ) )
, , 0,1, , 1, 2,i p j= =… … , – залишки фігурних наближень 

збуреного ДНД (7), які визначаються за формулами (4), (5) та у яких 

елементи ,i jb  замінено на елементи ,i jb
)

, , 0,1,i j = … . 

У цій роботі розглядаємо правильні ДНД типу Ван Флека, тобто 
вважаємо, що елементи ДНД (1) та елементи збуреного ДНД (7) належать 
кутовій множині правої півплощини 

 : arg ,
2

G z zθ
π= < θ θ <{ } . (11) 

У роботі [13] встановлено додаткові умови, за яких ДНД (1) та ДНД (7) 
з елементами з множини (11) збігаються та фігурно збігаються, і отримано 
оцінку швидкості збіжності.  

Далі аналізуємо властивість фігурної відносної стійкості до збурень.  
Теорема 1. Нехай елементи ДНД (1) та збуреного до нього ДНД (7) 

належать кутовій множині правої півплощини (11), і відносні похибки 
елементів ДНД (1) є рівномірно обмеженими: 
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Якщо існують послідовності ′µl{ } , ′′µ{ }l , 1, 2,=l … , , 1, 2,j jµ = …{ } , 
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додатних чисел таких, що 
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то для відносної похибки n -го підхідного дробу ДНД (1) справджується 
оцінка  
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де S , S′ , S′′  – суми першого, другого і третього рядів з (16) відповідно. 
Д о в е д е н н я.  Використовуючи формули (6), (9), отримаємо 
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З формул (10), (18) випливає, що для 2,3,n = …  маємо оцінку 
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Зауважимо, що елементи правильних ДНД (1), ДНД (7) типу Ван Фле-
ка мають таку властивість: 
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У роботі [13] для одновимірних (5) і двовимірних (4) залишків фігурних 
наближень ДНД (1) встановлено такі оцінки: 
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де числа j
′µ , j

′′µ , jµ , 1,2,j = … , задовольняють умови (13)–(15). 

Аналогічні нерівності справджуються для одновимірних і двовимірних 
залишків фігурних наближень збуреного ДНД (7):  
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Оцінимо суми у правій частині нерівності (19), враховуючи позначення 
(20), (21), нерівності (22)–(28) і методику роботи [13].  
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Подібно оцінимо добутки 1( , ) ( , 2 1)I i n T n i− −l , 2( , ) ( , 2 1)I i n T n i− −l  для 

різних значень індексів i  та l . 
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Випадок 2°:  2 ,    0 2 1,    2 ,   2 2 4 1
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Випадок 3°: 2 1,   2 2 ,   2 1,   2 2 4 2
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Випадок 4°: 2 1, 2 2 , 2 , 2 2 4 1.
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 2 2 1,2 1
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Враховуючи умови (12), маємо 
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,    , 0,1,
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а беручи до уваги ще й оцінки (29)–(32), одержуємо 
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Враховуючи оцінки для 1( , ) ( , 2 1)I i n T n i− −l , отримані при розгляді ви-

падків 1°–4°, а також нерівність (33), маємо 
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Оцінки для 2( , ) ( , 2 1)I i n T n i− −l  аналогічні. 
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2 1 2 1
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n i n i

k k
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l l
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. (35) 

З нерівностей (34), (35) випливає правильність оцінки (17). 
Отже, теорему доведено.  
Висновки. У роботі для встановлення оцінки відносної похибки вико-

ристано формулу для обчислення абсолютної похибки фігурних підхідних 
дробів ДНД (1). Така методика може бути використана для дослідження 
стійкості до збурень інших наближень ДНД. Доцільно також продовжити 
дослідження стійкості до збурень різних наближень ДНД для кутових мно-
жин при зменшенні кута θ . 
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О ФИГУРНОЙ ОТНОСИТЕЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ К ВОЗМУЩЕНИЯМ ДВУМЕРНЫХ 
НЕПРЕРЫВНЫХ ДРОБЕЙ С КОМПЛЕКСНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ 
 
Рассматриваются двумерные непрерывные дроби, элементы которых принадле-
жат угловой области правой полуплоскости. Установлены достаточные условия 
их фигурной относительной устойчивости к возмущениям. Получена оценка от-
носительной погрешности фигурных приближений исследуемых двумерных не-
прерывных дробей. 
 
ON FIGURED RELATIVE STABILITY UNDER PERTURBATIONS OF TWO-DIMENSIONAL 
CONTINUED FRACTIONS WITH COMPLEX ELEMENTS  
 
Two-dimensional continued fractions whose elements belong to angular domain of right 
half-plane are considered. Sufficient conditions of their figured relative stability under 
perturbations are established. An estimate of relative error for figured approximants of 
investigated two-dimensional continued fractions is obtained. 
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