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ВЗАЄМОДІЇ ФІЗИКО-МЕХАНІЧНИХ ПОЛІВ У ТІЛАХ ІЗ ТОНКИМИ 
СТРУКТУРНИМИ НЕОДНОРІДНОСТЯМИ: ОГЛЯД 
 

У роботі здійснено огляд досліджень, що стосуються аналізу термо-, маг-
ніто-, електронапруженого та напружено-деформованого стану тіл із тон-
кими включеннями та їхніми системами.  
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Значний інтерес до прикладних та теоретичних досліджень композит-

них структурно неоднорідних тіл зумовлений розвитком шести основних 
напрямів сучасних технологій [275]: нанотехнології, біомеханіки, сенсорних 
технологій, енергозбереження, виготовлення високотехнологічних матеріа-
лів, а також паливних елементів. За даними [209], питома вага наукових 
теорій і засобів моделювання у загальному процесі розробки та виробницт-

ва передових матеріалів за десятибальною шкалою складає 58 балів, 
тобто чинить істотний вплив. 

Проектування сучасних композитів не обходиться без використання 
тонких елементів геометрії і структури. Зокрема, у роботах [20, 172, 231, 
244] відмічена значна перевага армування стрічками порівняно з армуван-
ням волокнами: міцність на розтяг у трансверсальному напрямі досягає 

5070 % від величини міцності у поздовжньому, натомість використання 

волокон дає, зазвичай, лише 215 %. Експериментальних досліджень влас-
тивостей нанокомпозитів стосуються праці [143, 233, 252, 272]. У роботах 
[146, 201] обґрунтовано також можливість розрахунку композитів із карбо-
нових нанотрубок за допомогою методів механіки континууму. 

Розрахункові моделі суцільних середовищ також невпинно розширю-
ються в сенсі врахування якомога більшої кількості фізичних властивостей 
тіл і полів, що діють у них. Одними з ключових у цьому сенсі є методи роз-
рахунку та проектування смарт- (інтелектуальних) матеріалів, здатних змі-
нювати свої властивості, самостійно налаштовуючись на оптимальні режи-
ми роботи. П’єзоелектричні матеріали, основною властивістю яких є зв’язок 
між електричними та механічними полями, все ширше використовують в 
інтелектуальних електромеханічних системах як сенсори, перетворювачі та 
актуатори [6, 119, 125, 161]. Зокрема, п’єзоелектричні сенсори часто впро-
ваджують в конструкційні елементи для контролю прикладеного наванта-
ження. Наприклад, запропоновано [195, 196] використовувати композити на 
основі п’єзоелектричних матриць із п’єзоволокнами, що дають можливість 
проектувати пристрої з великою кількістю додаткових функцій, зокрема 
моніторингу внутрішнього стану, перетворення енергії, керування вібрація-
ми, демпфування тощо [196]. 

Вагоме місце серед новітніх матеріалів посідають магнітоелектричні 
композити, тобто виготовлені за керамо- чи нанотехнологіями тверді суміші 
п’єзомагнітної і п’єзоелектричної компонент [39, 160, 171, 271], у яких маг-
нітоелектричний ефект виникає внаслідок механічної взаємодії цих двох 
фаз. Огляд лінійних теорій електромагнітомеханіки таких діелектриків, а 
також локально ґрадієнтну теорію діелектриків подано в роботах [19, 51]. 
Унаслідок структурної неоднорідності магнітоелектричних композитів одна 
з фаз може розглядатися як сукупність мікровключень. З іншого боку, не-
досконалість чи порушення технології виробництва або експлуатації таких 
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композитів можуть зумовити утворення на мезо- та макрорівнях дефектів 
гомогенізованої структури у формі тонких включень або тріщин. 

Тонкі неоднорідності можуть чинити також і небажаний вплив, адже 
вони є одними з найпоширеніших типів дефектів конструкційних матеріа-
лів. До них належать тріщини, тонкі плівкові прошарки, заповнені чужорід-
ними матеріалами порожнини тощо. Результати експериментальних дослі-
джень впливу на втому металів різноманітних порожнин і неметалевих 
включень та класифікацію включень подано у книзі [213]. У монографії 
П. В. Яснія [135] описано багатоплановий вплив попереднього пластичного 
деформування на механічні властивості конструкційних матеріалів та їхню 
міцність. Доведено, що істотну роль при цьому відіграють дрібні включення. 

Із поширенням ін’єкційних технологій заліковування тріщин [64, 65, 78, 
107] задача розрахунку напруженого стану тіла з включеннями з ураху-
ванням варіювання механічних і теплофізичних характеристик наповню-
вача набуває все більшої ваги [64, 222], а додаткове врахування анізотропії 
властивостей матеріалу є важливим аспектом при дослідженні цього ком-
плексу задач. 

1. Основні методи дослідження тіл із тонкими неоднорідностями. 
Проблем побудови моделей і методів дослідження тонких включень у 
пружних і термопружних середовищах стосуються оглядові праці 
Д. В. Гриліцького, Г. Т. Сулима та Й. З. Піскозуба [31, 114], Г. Я. Попова [97], 
T. Mura [212] та ін. Широкий огляд робіт з тематики тонких неодноріднос-
тей подано у монографії [111]. Зокрема, у ній зазначено, що для аналізу тіл 
із тонкими включеннями використовують такі основні підходи: 

1) розглянути включення довільної форми, а потім істотно зменшити 
один із його розмірів; 

2) використати експериментальні методи; 
3) за допомогою асимптотичних методів докладно розглянути напру-

жено-деформований стан біля вістря неоднорідності та межі поділу мате-
ріалів; 

4) опрацювати специфічну теорію, що дала би можливість досить 
просто розв’язувати відповідні задачі з урахуванням малої товщини 
дефекту;  

5) застосувати прямі числові методи. 
Математична складність першого підходу зумовила появу специфічних 

теорій тонких включень, у яких властивості неоднорідності усереднюються 
за товщиною, а певні параметри взагалі відкидаються. Тобто саме вклю-
чення вилучається з розгляду, а його вплив описується певними умовами 
неідеального контакту на деякій серединній поверхні (лінії у двовимірних 
задачах). Вперше таку ідею сформулював Я. С. Підстригач [87] стосов-
но задач теплопровідності, побудувавши відповідні умови взаємодії. Цей 
підхід до аналізу тіл із включеннями та щілинами отримав значний розви-
ток у роботах вітчизняних і зарубіжних вчених. Зокрема, поєднання конти-
нуумних і молекулярних моделей при скінченноелементному аналізі тонких 
неоднорідностей будови матеріалу також використано у роботах T. Bely-
tschko, S. P. Xiao [141], S. Badia et al. [139]. 

У зв’язку з активним розвитком механіки руйнування значна кількість 
робіт стосується вивчення задач для тіл зі щілинами та тріщинами, які є 
частковим випадком загального класу дефектів типу тонких неодноріднос-
тей і моделюються математичним розрізом із заданими крайовими умовами 
на ньому. Зокрема, слід відмітити праці О. Є. Андрейківа, О. П. Дацишин, 
Р. М. Кушніра, З. Т. Назарчука, М. М. Николишина, В. А. Осадчука, 
В. В. Панасюка, М. П. Саврука, Г. П. Черепанова та інших вчених [2, 57, 69, 
74, 77, 103–105, 130]. 

Основні результати, що стосуються, загалом, двовимірних задач теорії 
тонких включень в ізотропних тілах, були отримані на основі застосування 
методів функцій стрибка [111], лінійного розвинення комплексних потенціа-
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лів [71, 73] і розривних розв’язків [96, 98]. У роботі [110] вперше розв’язано 
задачу для тонкого пружного включення у повному спектрі зміни його 
властивостей, а також знайдено асимптотичний розподіл напружень і пере-
міщень в околі вершини такого включення. 

Дещо менше уваги приділено просторовим задачам теорії пружності 
для тіл із тонкими включеннями. Зокрема, у працях [8, 9, 32] досліджено 
коефіцієнти інтенсивності напружень для жорстких пластинчатих вклю-
чень. У роботах [253, 254] розглянуто жорсткі дискові включення на межі 
поділу пружних півпросторів, а також взаємодію включень і тріщин у пів-
просторі. Тонкі жорсткі включення в пружному середовищі досліджено та-
кож у монографії [184]. Просторові задачі для тонких податних включень 
(Вінклерова модель) детально розглянуто у монографіях [79, 106]. 

Спеціальні підходи, зокрема й метод функцій стрибка [111], продук-
тивні при розв’язуванні задач для лінійних включень у безмежних середо-
вищах, смугах, півплощинах тощо, тобто для задач, у яких геометричні па-
раметри та вид і спосіб навантаження дають можливість записати зручну 
для подальших обчислень систему інтегральних рівнянь. Що стосується 
викривлених включень, то за допомогою спеціальних підходів на цей час 
досліджено лише включення уздовж дуги кола [12, 128]. 

Застосування прямих числових методів [70, 113, 117] дає можливість 
розглядати різноманітні задачі для обмежених і необмежених тіл із прямо-
лінійними та викривленими включеннями, однак їхня ефективність істотно 
залежить від використаних методів моделювання тонких елементів тіл [113, 
117].  

Тому при дослідженні напруженого стану скінченних тіл із тонкими 
непрямолінійними включеннями може бути ефективним поєднання прямих 
числових методів (граничних чи скінченних елементів) зі спеціальними під-
ходами. Зокрема, у роботах [21, 22] модель тонкого податного включення 
введено в метод скінченних елементів. У роботі [188] на основі методу гра-
ничних елементів (МГЕ) побудовано модель тіла з тонким жорстким вклю-
ченням, що описується стрижневими скінченними елементами. Цю модель 
розвинуто в роботі [189] для випадку податних включень. Унаслідок враху-
вання малої товщини включення при його розбитті та при розбитті тіла, а 
також при числовому розв’язуванні відповідних задач використовують спе-
ціальні підходи, зокрема й щодо обчислення квазісингулярних інтегралів. 

При моделюванні методом граничних елементів тонких включень їхній 
вплив на основний матеріал часто замінюють силами, розподіленими з 
певною густиною вздовж лінії, що лежить на серединній поверхні вклю-
чення (метод масових сил). Такий підхід використано при моделюванні паль 
у ґрунті (модель згину стрижнів) у роботі [217], для дослідження впливу 
загвинчених у породу утримуючих болтів (модель розтягу-стиску стрижнів) 
[245], для моделювання прямолінійних армувань бетону [136, 250]. Найпов-
нішою серед розглянутих є модель [136], оскільки у ній враховано розтяг, 
зсув і згин тонкого включення. Проте внаслідок використання методу ма-
сових сил у таких моделях не вдається описати поперечне деформування 
включення, яке супроводжується стрибком переміщень при переході через 
серединну поверхню. Саме тому згадані вище моделі тонкої неоднорідності 
потребують розвитку в напрямі врахування також і поперечної податності 
матеріалу включення, зокрема, з використанням підходів методу функцій 
стрибка. Крім того, мабуть, важливим врахувати вплив можливої викри-
вленості форми тонкого включення. 

2. Анізотропні середовища з тріщинами та тонкими включеннями. 
На сьогодні достатньо повно опрацьовано математичну теорію тріщин в 
анізотропних середовищах, а докладний виклад методики розв’язування 
відповідних задач за допомогою інтегральних рівнянь на основі комплекс-
них потенціалів С. Г. Лехницького [58] та огляд відповідних літературних 
джерел можна знайти у монографії [14]. Основи теорії тонких пружних 
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прямолінійних включень, механічні властивості яких можуть змінюватися у 
найширшому спектрі від абсолютної податності (тріщини) до абсолютної 
жорсткості, в анізотропних середовищах відображено в монографії [111]. 
Перші результати у цьому напрямі були отримані у працях [76, 115], причо-
му у граничних випадках було одержано інтегральні рівняння задач про трі-
щину чи абсолютно жорстке включення в анізотропному середовищі. Тонкі 
абсолютно жорсткі включення в анізотропних середовищах розглядалися 
також у роботах [184, 268] та ін. Детальний огляд використання розвинуто-
го пізніше формалізму Стро (Stroh) подано у працях [219, 268]. Моделі по-
датного і гнучкого прямолінійних включень в анізотропному матеріалі і роз-
в’язки відповідних задач для безмежного середовища подано у роботі [162]. 

Зазначені роботи, однак, обмежуються конкретними геометричними ха-
рактеристиками тіл і включень чи певними ідеалізованими властивостями 
матеріалу. Найчастіше – це прямолінійні включення в безмежних чи шару-
ватих ортотропних тілах. Внаслідок математичної громіздкості такого типу 
задач і складності розв’язування породжених ними інтегральних рівнянь 
узагальненого підходу до дослідження тонких пружних включень в анізо-
тропних тілах довільної геометрії стосуються лише поодинокі роботи. 
Зокрема, у праці [82] створено граничноелементний метод функцій стрибка 
для аналізу плоскої задачі теорії пружності анізотропних тіл із тонкими 
включеннями та побудовано зручні для обчислювальних процедур зв’язки 
між узагальненими коефіцієнтами інтенсивності напружень і функціями 
розриву фізико-механічних полів біля вершин тонкої неоднорідності. 

3. П’єзоелектричні та магнітоелектропружні тіла з тонкими неодно-
рідностями. Значний особистий внесок у створення фундаментальних за-
гальнотеоретичних принципів та методів розв’язування конкретних задач з 
урахуванням взаємовпливу полів різної фізичної природи зробили Я. Й. Бу-
рак, О. Р. Гачкевич, Б. Д. Дробенко, В. Ф. Кондрат, Л. В. Мольченко, В. З. Пар-
тон, Я. С. Підстригач, Р. Ф. Терлецький, А. Ф. Улітко, В. Ф. Чекурін та ін. 
[16–19, 24, 80, 93, 123–125]. І все ж при цьому здатність тонких неодно-
рідностей будови матеріалу чинити істотний вплив на розраховані експлуа-
таційні характеристики виробу вивчена далеко неповно. Зокрема, тріщини, 
чужорідні прошарки, електропровідні включення тощо створюють великі 
ґрадієнти фізико-механічних полів, що може спричинити відмову чи навіть 
механічне руйнування конструкційного елемента. 

Дослідження тонких неоднорідностей у матеріалах і конструкціях сто-
суються, в основному, дефектів типу щілин (тріщин). На відміну від лінійної 
механіки руйнування пружних тіл, задачі теорії тріщин у п’єзоелектричних 
та магнітоелектропружних (МЕП) матеріалах є, в загальному, нелінійними 
[156, 175, 283], оскільки діелектрична та магнітна проникності газу (звичай-
но, повітря), що заповнює просвіт щілини, не дорівнює нулеві. Тому завжди 
існують додаткові, переважно нелінійні, зв’язки між розкриттям тріщини та 
розривами електричного і магнітного потенціалів на ній. Найпростіші за-
лежності між розкриттям тріщини та відповідними стрибками потенціалів 
часто будують за аналогією з моделлю пружної основи Вінклера [175], за-
писуючи крайові умови на берегах напівпроникної тріщини (semi-permeable 
crack), для якої стрибок електричного чи магнітного потенціалів на дефекті 
пропорційний до добутку розкриття на нормальну складову електричного 
зміщення чи магнітної індукції [283]. Лінеаризуючи ці рівняння, для спро-
щення вводять також моделі непроникної тріщини (impermeable crack), для 
якої електричне зміщення і магнітна індукція на поверхнях дефекту є за-
даними (переважно, нульовими, тобто магнітний і електричний контакт по-
верхонь відсутній), а також проникної тріщини (permeable crack), для якої 
електричний і магнітний потенціали разом із нормальними складовими 
електричного зміщення і магнітної індукції є неперервними при переході 
через поверхню дефекту, тобто реалізується ідеальний електричний і 
магнітний контакт [206, 259]. 
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Однак можна запропонувати й іншу лінійну модель напівпроникної трі-
щини. Адже реальні тріщини, як правило, мають певну ненульову товщину, 
що дає можливість нехтувати міжмолекулярною взаємодією її берегів. То-
му тріщину можна розглядати як тонкостінну порожнину з товщиною (не-
обов’язково сталою), яка заповнена певною субстанцією (наприклад, повіт-
рям). Якщо прийняти, що прикладене навантаження зумовлює малі роз-
криття щілини порівняно з її товщиною (а саме ці припущення використо-
вується в лінійній теорії п’єзоелектриків [80]), модель напівпроникної трі-
щини лінеаризується. Змінюючи проникність наповнення тонкої щілини, у 
граничних випадках можемо отримати моделі як проникної, так і непро-
никної тріщин. Вперше цю ідею було висловлено у монографії В. З. Партона 
та Б. А. Кудрявцева [80], де для запису умов електричного контакту берегів 
тріщини використано модель тонкого діелектричного шару. Проте конкрет-
них числових прикладів реалізації цієї ідеї подано не було. Натомість мо-
дель тонкого включення є значно продуктивнішою, оскільки дає можливість 
задавати різні умови неідеального електричного та механічного контакту 
берегів тріщини.  

Загалом, вдало побудована модель тонкого включення дає можливість 
описувати не тільки електричну взаємодію берегів тріщини, а також і ме-
ханічну. Вважаючи, що щілина заповнена певним п’єзоелектричним мате-
ріалом, можемо змоделювати зв’язану механічну та електричну взаємодію 
берегів неоднорідності. Отже, задачі для тіл із тонкими включеннями дають 
можливість вирішити досить широке коло прикладних проблем, зокрема й 
тих, що стосуються тріщин, щілин, чужорідних прошарків і неодноріднос-
тей. Такий підхід застосовано у роботі [225] при аналізі напівпроникних трі-
щин і тонких включень у п’єзоелектричних тілах. 

Велику кількість задач щодо тріщин у п’єзоелектричних матеріалах 
було розв’язано за допомогою методів теорії функції комплексної змінної та 
інтегральних рівнянь. Прямолінійні електрично непроникні, проникні та 
електропровідні тріщини в п’єзоелектричних матеріалах розглянуто в робо-
тах [137, 147, 156, 175, 186, 223, 281, 283] та ін. Задач електро- та магніто-
пружності тіл із тріщинами стосуються монографії [36, 80, 140, 236]. Між-
фазні проникні та непроникні тріщини в п’єзоелектричному біматеріалі ви-
вчено у роботах В. В. Лободи та В. Б. Говорухи [25–27]. Електропровідні та 
феромагнітні тіла з тріщинами за дії зовнішнього електромагнітного поля 
досліджено в роботах О. Є. Андрейківа, З. Т. Назарчука, В. Р. Скальського 
та ін. [3, 53]. 

E. Pan [218] вперше розробив метод граничних елементів без підоблас-
тей (single domain boundary element method) для аналізу плоских задач ме-
ханіки руйнування п’єзоелектричних тіл. R. Rajapakse, X.-L. Xu [242] запро-
понували МГЕ, що використовує сильно сингулярні інтегральні рівняння, в 
яких тріщина моделюється розподіленими вздовж лінії дислокаціями. При 
вивченні тріщин U. Groh, M. Kuna [173] використали методи декомпозиції 
області та граничні інтегральні рівняння на переміщення і електричний 
потенціал. F. Garcia-Sanchez et al. [168] для аналізу задач теорії тріщин 
розробили змішаний граничноелементний підхід, що використовує як син-
гулярні, так і гіперсингулярні інтегральні рівняння. K. M. Liew, Y. Sun та 
S. Kitipornchai [194] запропонували безелементний підхід (boundary element 
free approach), який базується на гіперсингулярних інтегральних рівняннях 
та апроксимації рухомих найменших квадратів (moving least square appro-
ximation). N. Sheng, K. Y. Sze [255] побудували схему МГЕ типу Треффца 
для вивчення тріщин у плоских задачах електропружності. M. Denda у 
статті [156] розробив алгоритм аналізу напівпроникних тріщин у п’єзо-
електрику за допомогою методу граничних елементів. Просторові задачі 
теорії тріщин у п’єзоелектричних тілах вивчено у працях [241, 247, 251] та 
ін. Граничноелементний аналіз задач теорії тріщин у п’єзоелектричних і 
магнітоелектропружних тілах подано також у монографіях [237, 280]. 
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Значно менше публікацій стосується зв’язаних електричних і механіч-
них полів у тілах із тонкими включеннями. Еліптичні включення в п’єзо-
електриках вивчено у монографіях [36, 237]. Еліпсоїдні отвори, включення і 
плоскі просторові тріщини в п’єзоелектричних та п’єзомагнітних матеріалах 
розглянуто в роботах Ю. М. Подільчука та його учнів [90–92]. Електро-
пружний простір із довільно орієнтованим еліпсоїдним включенням вивчено 
у статті [5]. Квантові нитки в п’єзоелектричному середовищі досліджено за 
допомогою МГЕ у працях [174, 220, 221]. J. J. Ramsey, E. Pan та P. W. Chung 
[243] подали порівняння заснованих на МГЕ методів механіки континууму і 
підходів молекулярної статистики при моделюванні квантових ниток. 
Електронапружений стан тіл із тонкими жорсткими включеннями за анти-
плоскої деформації вивчено у працях [28, 140] з використанням методів 
теорії функції комплексної змінної та інтегральних рівнянь. Z. M. Xiao et al. 
[279] дослідили задачу зародження мікротріщини на вістрі півбезмежного 
жорсткого включення у п’єзоелектричному середовищі. L. Wu, S. Du [276] 
вивчили задачу про тонке жорстке включення, розміщене конфокально в 
еліптичному електропружному включенні, вставленому в безмежне п’єзо-
електричне середовище. Динамічну взаємодію SH-хвиль із тонким провід-
ним жорстким включенням у п’єзоматеріалі розглянуто у праці [193]. У [44] 
вивчено напружений стан п’єзоелектричного середовища з плоскою трі-
щиною, що розкривається жорстким включенням. C.-F. Gao, W.-X. Fan [164] 
розглянули задачу про жорстке діелектричне включення на межі контакту 
двох п’єзоелектричних півплощин. У роботі [145] розв’язано плоску задачу 
про взаємодію гвинтової дислокації та системи співвісних жорстких прямо-
лінійних включень в електропружному середовищі. Z. Huang, Z.-B. Kuang 
[179] розглянули взаємодію дислокації та еліптичної неоднорідності в п’єзо-
електрику. 

Дослідження тонких пружних і п’єзоелектричних включень за анти-
плоскої деформації середовища започатковано в роботах Я. І. Кунця, 
Р. В. Рабоша та Г. Т. Сулима [99, 112, 118]. Вивчення двовимірних задач 
електропружності тіл із тонкими п’єзоелектричними включеннями започат-
ковано в роботах [116, 225]. 

Задачі МЕП для тіл із непроникними та проникними тріщинами роз-
глянуто в монографіях С. О. Калоєрова та ін., Б. А. Кудрявцева і В. З. Пар-
тона, Д. І. Бардзокаса, М. Л. Фільштинського та Л. А. Фільштинського, 
Q. H. Qin [36, 39, 80, 140, 237] та ін. Дослідження тонких дефектів, зокрема і 
тріщин, в МЕП матеріалах стосуються також роботи В. В. Лободи, 
Y. H. Chen, N. Hasebe, E. Pan, J. Sladek, V. Sladek, W. Y. Tian, M. Wunsche, 
Ch. Zhang та ін. [61, 147, 163, 192, 260, 262, 266, 267, 285, 286]. У працях 
[159, 167, 246, 287] на основі методу граничних елементів розроблено низку 
числових підходів для визначення параметрів, що характеризують руйну-
вання магнітоелектричних композитів із тріщинами.  

У працях [247, 249] розроблено симетричний МГЕ типу Галеркіна для 
розв’язування просторових задач для п’єзоелектричних і МЕП тіл із трі-
щинами. У роботі [282] запропоновано розривний метод граничних інтег-
ральних рівнянь для аналізу тріщин в МЕП середовищах. Крім цього, 
аналізу просторових задач для МЕП тіл із тріщинами стосується праця 
[211], де запропоновано загальний граничноелементний підхід до їх розв’я-
зування. 

Дослідження включень у магнітоелектричному композиті стосуються 
лише поодинокі роботи. Еліптичні п’єзомагнітні включення розглянуто у мо-
нографії [237]. У роботі [190] досліджено включення Ешелбі у п’єзомагніт-
ному матеріалі. У праці [177] вивчено взаємодію електромагнітних і меха-
нічних полів у середовищі, що містить сфероїдне включення. Можна також 
згадати про застосування розвинутих у роботі [205] експериментальних 
методів при дослідженні магнітних та електричних полів у матеріалах із 
нанонеоднорідностями. Дослідження тонких включень у МЕП матеріалах 
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розпочато у роботах [83, 230], де також побудовано асимптотичні співвідно-
шення, що описують фізико-механічні поля поблизу вершин тонких неод-
норідностей. 

4. Термопружність анізотропних і піроелектричних тіл. Дослідження 
концентрації та інтенсивності полів напружень та електричних зміщень по-
близу включень, отворів і тріщин в анізотропних термопружних та термо-
електропружних матеріалах знайшли широкий відгук у науковій літерату-
рі, зокрема з огляду на те, що явище піроефекту, тобто виникнення елект-
ричного поля у матеріалі при його нагріванні, має широке використання, 
наприклад у сенсорах інфрачервоного випромінювання [187]. Також ці 
ефекти активно використовують при створенні сучасних смарт-матеріалів. 
Наявність структурних неоднорідностей таких матеріалів зумовлює високу 
концентрацію напружень, температурних і електричних полів поблизу них. 
При цьому теплове розширення та/чи піроефект відіграють істотну роль. 

У працях Г. С. Кіта з учнями [47–49] вивчено задачі плоскої та просто-
рової термопружності ізотропних тіл із тріщинами та включеннями. Тонкі 
прямолінійні включення в кусково-однорідних ізотропних термопружних 
тілах розглянуто у роботах Г. Т. Сулима та Й. З. Піскозуба [88, 111, 263]. 
У статті [33] досліджено періодичні системи еліптичних включень в ані-
зотропному термопружному тілі. У монографії В. Г. Карнаухова, В. В. Ми-
хайленка [43] розглянуто задачі нелінійної термомеханіки в’язкопружних 
п’єзоелектриків. У праці [46] досліджено вібророзігрівання в’язкопружних 
пластинок із п’єзошарами. У роботі [202] побудовано розв’язок для еліптич-
ного отвору в п’єзоелектрику за дії однорідного теплового потоку. У праці 
[198] досліджено вплив однорідного теплового потоку на концентрацію на-
пружень і електричних зміщень у пластині з еліптичним включенням та 
отвором. У статті В. С. Кирилюка [45] вивчено тривимірний термоелектро-
пружний стан тіла з плоскою тріщиною за дії симетричного теплового по-
току з її поверхонь. У роботах [165, 166] визначено коефіцієнти інтенсив-
ності напружень поблизу періодичної системи тріщин у термоелектро-
пружному та термомагнітоелектропружному матеріалах. У статтях 
С. О. Калоєрова та К. Г. Хорошева [41, 42] отримано комплексні потенціали 
термоелектропружності типу Лехницького та на основі методу рядів побу-
довано числові розв’язки низки задач для багатозв’язних пластинок із от-
ворами та тріщинами. У подальших роботах С. О. Калоєров та його учні [38, 
40] поширили ці результати на випадок термомагнітоелектропружних тіл. 
У працях [234, 238] отримано функції Ґріна для піроелектриків та термо-
магнітоелектропружних матеріалів з отворами різної форми і прямоліній-
ними тріщинами. У публікації [176] побудовано фундаментальні розв’язки 
для ортотропної піроелектричної площини та півплощини. У працях А. Ка-
чинського вивчено термоелектронапружений стан тіл із дисковими абсо-
лютно жорсткими включеннями [180–183]. 

Перелічені роботи в основному використовують суто аналітичні чи 
аналітично-числові методи дослідження неоднорідних піроелектричних тіл, 
реалізація яких можлива лише при накладанні істотних обмежень на гео-
метричні форми таких тіл. Позбутися цих обмежень дає можливість вико-
ристання числових методів, зокрема методу граничних елементів, у якому 
внаслідок його напіваналітичної природи поєднується висока точність з 
вимогою дискретизації лише межі області. 

При вивченні впливу теплового розширення на напружений стан тіл за 
допомогою методів інтегральних рівнянь (чи граничних елементів), у число-
вій схемі слід обчислювати додатковий об’ємний інтеграл, що часто нівелює 
усі переваги методу. У випадку ізотропного тіла цей об’ємний інтеграл 
можна перетворити до граничного. Такий спосіб використано в роботах [185, 
207, 210, 232] при дослідженні термопружної рівноваги ізотропних тіл із 
тріщинами. Однак у випадку анізотропних тіл зведення об’ємного інтеграла 
до поверхневого стає досить громіздким завданням. У роботі [269] для ви-
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падку неоднорідних ортотропних площин, півплощин і смуг задачу термо-
пружності зведено до інтегрального рівняння Вольтерра. Для розв’язування 
задачі у випадку області довільної геометрії було запропоновано низку під-
ходів. Так, у роботах [154, 155] розроблено частковий інтегральний підхід 
(particular integral approach), що передбачає розбиття зайнятої тілом об-
ласті на комірки, у кожній з яких температура апроксимується поліномом. 
У працях [256, 257] запропоновано алгоритм перетворення об’ємного інтег-
рала до контурного. Цей підхід успішно використано при аналізі термона-
пруженого стану анізотропних тіл із тріщинами у роботі [258]. Однак деякі 
з контурних інтегралів слід обчислювати у певним чином відображеній 
області, що ускладнює алгоритм МГЕ. W. T. Ang, D. L. Clements [138] роз-
робили непрямий метод інтегральних рівнянь, що дає можливість дослід-
жувати прямолінійні тріщини в анізотропному термопружному тілі, проте у 
кожному конкретному випадку обчислювальну схему слід підлаштовувати 
під геометрію задачі. Основні дослідження у напрямі вивчення термоелект-
ропружних тіл здійснив Q. H. Qin [235, 237, 239, 240], який шляхом мінімі-
зації певних потенціальних функцій отримав розрахункові схеми МГЕ для 
піроелектриків із теплоізольованими непроникними тріщинами. J. Sladek et 
al. [261] розробили схему безсіткового методу Петрова – Гальоркіна для 
аналізу задач термоелектромагнітопружності тіл із тріщинами. 

Вперше справжні граничні інтегральні рівняння термопружності анізо-
тропних тіл побудовано у праці [224] для плоских задач теорії тріщин. Цей 
підхід був згодом розвинутий і застосований до плоских задач термомагні-
тоелектропружності тіл із тонкими деформівними включеннями [228]. У ро-
боті [85] на основі загальних підходів теорії поля побудовано справді гра-
ничні інтегральні співвідношення просторових задач термомагнітоелектро-
пружності, які згодом були застосовано до розв’язування просторових за-
дач теорії тріщин [227] та тонких податних [229] і жорстких [264] включень. 

Математичне формулювання задач термопружності аналогічне до від-
повідного формулювання задач вологопружності [178]. У зв’язку з до-
слідженням процесів сушіння виробів та заготовок, а також роботи елемен-
тів конструкцій за сумісної дії теплових факторів і вологості навколишнього 
середовища актуальним є вивчення задач термовологопружності [23, 89, 
178]. Метод граничних елементів при аналізі вологоперенесення застосовано 
у роботі [265]. 
5. Періодичні задачі. Періодичні системи тріщин в ізотропному матеріалі 
розглянуто у значній кількості статей, основні результати яких відобра-
жено у монографіях [60, 103, 111]. Істотно менше робіт стосується періодич-
них систем тріщин в анізотропному середовищі. Серед них можна відмітити 
праці [15, 126, 150]. 
Періодичні системи тонких жорстких включень розглянуто в роботах [10, 
148]. Системи тонких пружних включень в ізотропному середовищі вивчено 
у працях [30, 63, 72, 111]. Періодичні задачі для глобулярних криволінійних 

включень в анізотропному тілі досліджено в монографії [52], а для тонких – у 
працях [81, 230]. Тривимірну задачу для періодичної системи включень 
розглянуто за допомогою методу граничних елементів у праці [151]. 

6. Подвійно періодичні системи тонких неоднорідностей. Ефективні 
характеристики композитів. При дослідженні взаємодії тонких дефектів 
як правило, зосереджуються на вивченні регулярно розташованих неодно-
рідностей, адже, як зазначено у роботах [50, 158, 273, 274], такими можна 
вважати системи тріщин, що часто наявні у шаруватих кристалах, гірських 
породах та композитних матеріалах. Подвійно періодичні системи тріщин в 
ізотропному матеріалі розглянуто в монографіях М. П. Саврука, О. М. Лінь-
кова, Г. Т. Сулима [60, 103, 111] та великій кількості статей, зокрема [50, 
158, 273, 274]. Значно менше робіт стосується подвійно періодичних систем 
тріщин в анізотропному середовищі. Серед них можна вказати праці [15, 62, 
126, 150, 278]. 
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Важливість дослідження подвійно та потрійно періодичних задач 
зумовлена також можливістю за допомогою їхнього розв’язку вирішити 
проблему визначення та оптимізації ефективних механічних властивостей 
композитного матеріалу з регулярною структурою [60, 111, 158]. При 
побудові відповідних моделей армованого волокнами чи платівками компо-
зита зміцнювальні елементи найчастіше описують тонкими абсолютно жор-
сткими включеннями [10, 158, 203]. У монографії [111] та статті [215] для 
задач антиплоскої деформації ці результати узагальнено на випадок систем 
тонких пружних включень. У книзі [52] методами рядів із поліномами 
Фабера розглянуто подвійно періодичні задачі для анізотропних пластинок 
із криволінійними глобулярними включеннями. У роботі [127] досліджено 
ефективні властивості композита з анізотропною матрицею, що армована 
системою тонких гнучких включень. У праці [191] запропоновано уза-
гальнену схему методу Морі – Танаки для вивчення ефективних характе-
ристик магнітоелектропружних композитів із глобулярними вкладеними 
одне в одного включеннями. 

При дослідженні ефективних характеристик середовищ із регулярними 
системами неоднорідностей за допомогою методів інтегральних рівнянь (чи 
граничних елементів) склалися три основні підходи. Перший, використаний 
Y. Liu [199], X. Zhu зі співавторами [287] та ін., розглядає середовище з 
багатьма включеннями (волокнами) без огляду на періодичну структуру. 
Мабуть вперше при вивченні динамічних пружних властивостей середови-
ща з тонкими жорсткими включеннями такий підхід застосовано В. В. Ми-
хаськівим зі співавторами [214]. Численні дослідження, що стосуються 
моделювання і прогнозування ефективних характеристик п’єзоелектричних 
та п’єзомагнітних композитів здійснено Л. П. Хорошуном, М. О. Шульгою, 
Б. П. Масловим та їхніми учнями [59, 66, 129, 133]. 

У другому підході розглядається лише один представницький елемент 
об’єму (representative volume element) композитного матеріалу з регуляр-
ною будовою. Зокрема, такий спосіб вивчення ефективних сталих компо-
зита впроваджено в МГЕ у працях Y. J. Liu та X. L. Chen [200], C. Y. Dong 
та K. Y. Lee [158], C. Y. Dong [157] та ін. 

Третій підхід використовує спеціальні граничні інтегральні рівняння 
подвійно періодичних задач. Застосовуючи цей підхід A. M. Lin’kov, 
V. F. Koshelev [197] і О. М. Ліньков [60] розробили комплексний МГЕ для 
вивчення подвійно періодичних систем тріщин, отворів та глобулярних 
включень в ізотропному пружному середовищі. Внаслідок своєї напіваналі-
тичної природи цей підхід дає можливість не тільки обчислювати коефіці-
єнти інтенсивності напружень регулярних систем тріщин чи концентрацію 
напружень на отворах і включеннях, а також визначати ефективні харак-
теристики композитних матеріалів без додаткового розгляду межі пред-
ставницького елемента об’єму та відповідних періодичних крайових умов на 
ній. Тому при числовому моделюванні розглядається лише поверхня тріщи-
ни чи отвору, що істотно зменшує розмір результуючої системи лінійних 
алгебричних рівнянь. 

Цей третій підхід широко використовується для високоточного кількіс-
ного аналізу подвійно періодичних систем тріщин і тонких включень. 
Зокрема, G. S. Wang [273] запропонував ефективний алгоритм вивчення 
взаємодії подвійно періодичних систем та підсистем тріщин в ізотропному 
пружному середовищі. J. Xiao, C. Jiang [278] вивчили антиплоску деформа-
цію ортотропного середовища з подвійно періодичними системами тріщин 
різного розміру. Y. Z. Chen, N. Hasebe, K. Y. Lee [149] дослідили задачі взає-
модії систем тріщин, зокрема періодичних, у пружних середовищах. 
J. H. Xiao, Y. L. Xu, C. P. Jiang [277] отримали замкнуті розв’язки для ко-
ефіцієнтів інтенсивності напружень та електричної індукції, а також ефек-
тивні характеристики п’єзоелектричних матеріалів із подвійно періодични-
ми системами електропровідних жорстких лінійних включень, що перебу-
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вають в умовах антиплоскої деформації. P. Malits [203] вивчив взаємодію 
подвійно періодичних систем жорстких лінійних включень в ізотропному 
середовищі. У роботах [84, 226] досліджено концентрацію фізико-механіч-
них полів та ефективні характеристики магнітоелектричних тіл із тонкими 
неоднорідностями. 

7. Зв’язані, гіллясті та ламані включення. Аналіз пружних ламаних 
чи перехрещених включень переважно стосується задач антиплоскої де-
формації. Зокрема, у роботах [75, 216] розглянуто системи довільно орієнто-
ваних злучених стрічкових пружних включень. У працях [54, 55, 131] здій-
снено аналіз антиплоскої деформації середовища, що містить систему зв’я-
заних тонких жорстких включень, зокрема у формі фасонних профілів кут-
ника, тавра, двотавра тощо. 

У межах плоскої задачі теорії пружності розроблено методи опису 
тріщин ламаного профілю [77, 103, 104], а також перехрещених абсолютно 
жорстких включень [4, 95]. Гнучке пружне хрестоподібне включення роз-
глянуто в роботі [29]. 

Загальний підхід щодо вивчення гіллястих включень на основі застосу-
вання граничноелементного методу функцій стрибка запропоновано у [86]. 

8. Відшаровані включення і накладки. Частково відшаровані глобу-
лярні еліптичні включення розглянуто в роботі [284]. Відшарування корот-
ких волокон у композиті вивчено у праці [270]. Тривимірне поле напружень 
поблизу частково відшарованого жорсткого циліндричного волокна дослі-
джено у статті [144]. Стосовно тонких включень, то в основному досліджу-
валися тільки тонкі абсолютно жорсткі включення, однобічно відшаровані 
уздовж всієї довжини повністю чи за гладкого контакту з оточуючим мате-
ріалом [1, 34, 98], а також з урахуванням тертя [35, 98, 100]. Взаємодію 
міжфазної тріщини і жорсткого однобічно відшарованого включення вивче-
но в роботі [134]. У працях В. Г. Попова та О. П. Мойсеєнка [67, 96] дослід-
жено нестаціонарну задачу для тонкого жорсткого відшарованого включен-
ня за умов плоскої та антиплоскої деформацій. Розгляду пружних вклю-
чень стосуються лише поодинокі роботи, наприклад, тонке однобічно пов-
ністю відшароване гнучке включення розглядається у праці [208]. 

Дослідження задач для підкріплених розвантажувальних отворів плас-
тинчатих елементів конструкцій стосуються численні праці А. О. Сяського з 
учнями, зокрема [120–122], що розвивають результати ґрунтовних дослі-
джень з цієї тематики, здійснювані ще у 1950–70-х рр. Г. М. Савіним, 
М. П. Шереметьєвим, Н. П. Флейшманом, В. В. Божидарніком та іншими 
вченими [13, 101, 102, 132]. У монографії [52] методами рядів розраховано 
концентрацію напружень в анізотропних пластинках із подвійно періодич-
ними системами пружних кілець. У роботі [37] побудовано алгоритм визна-
чення термонапруженого стану анізотропних пластинок із пружними кіль-
цями. У праці [68] розглянуто розсіювання електромагнітних хвиль тонким 
діелектричним покривом на циліндрі. У роботі I. Benedetti et al. [142] побу-
довано швидкий МГЕ для аналізу пошкоджених конструкцій із наклеєними 
тонкими п’єзоелектричними сенсорами, що моделюються методом скінчен-
них елементів.  

9. Руйнування тіл із тонкими включеннями. Однією з основних проб-
лем у дослідженні граничної рівноваги тіл із тонкими неоднорідностями є 
три можливі сценарії руйнування, пов’язані з місцем його зародження 
[111]: 1) у тілі поблизу вершини дефекту; 2) на спільній межі з основним 
матеріалом; 3) всередині включення. Не виключено, що процес руйнування 
може виникати також і на невеликій відстані від включення або охоплю-
вати одночасно декілька сценаріїв. 

У літературі найбільше уваги приділено вивченню руйнування, що за-
роджується в тілі поблизу вершини дефекту. Тут слід відмітити роботи 
Л. Т. Бережницького, Р. С. Громяка, В. В. Панасюка та І. І. Труша [7, 11], в 
яких руйнування поблизу жорстких гострокінцевих включень пов’язане з 
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радіальною складовою тензора напружень в околі вістря дефекту; праці 
E. E. Gdoutos [169, 170], де започатковано і розвинуто ідею застосування 
при вивченні граничного стану тіл із жорсткими тонкими чи гострокінце-
вими включеннями критерію стаціонарності густини енергії деформації 
G. C. Sih [204]; статтю С. Ю. Попіни і Г. Т. Сулима [94], в якій у критері-
альному співвідношенні для тонких пружних включень враховано як кіль-
цеву, так і радіальну складові тензора напружень; працю М. М. Кундрата 
[56], де комплексно розглядаються механізми руйнування, спричинені від-
шаруванням і розривом включення тощо. Експериментального дослідження 
тонких жорстких включень, а також теоретичного вивчення включень у 
попередньо напружених матеріалах стосуються праці F. Dal Corso, 
D. Bigoni, M. Gei [152, 153], де руйнування пов’язано з радіальною складо-
вою тензора напружень. У роботах М. М. Стадника та О. Є. Андрейківа 
[109] і В. П. Силованюка та Р. Я. Юхима [106, 108] опрацьовано теорію руй-
нування тонких податних включень на основі вінклерової моделі. Достатньо 
повний огляд досліджень, що стосуються руйнування тіл із тонкими чи 
гострокінцевими жорсткими і пружними включеннями, можна знайти у 
монографії [111] і працях [56, 94]. 
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ФИЗИКО-МЕХАНИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ В ТЕЛАХ С ТОНКИМИ 
СТРУКТУРНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ: ОБЗОР 
 
Приведен обзор исследований, касающихся анализа термо-, магнито-, электро-
упругого и напряженно-деформированного состояния тел с тонкими включе-
ниями и их системами. 

Ключевые слова: тонкое включение, накладка, отслоение, трещина, термоупру-
гость, пироэффект, магнитоэлектроупругость, анизотропия. 

 
PHYSICO-MECHANICAL FIELDS INTERACTION IN SOLIDS CONTAINING 
THIN STRUCTURAL INHOMOGENEITIES: A REVIEW 
 
The paper presents a review of studies on the analysis of thermo-, magneto-, electro-
elastic and stress strain state of solids with thin inhomogeneities and their systems. 
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