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РОЗВ’ЯЗОК ТРИВИМІРНОЇ ЗАДАЧІ ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ 
НЕОБМЕЖЕНОГО ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОГО ТІЛА  
 

Побудовано аналітичний розв’язок тривимірної задачі термопружності для 
трансверсально-ізотропного простору з внутрішніми стаціонарними джере-
лами тепла. З використанням методу безпосереднього інтегрування задачу 
зведено до системи ключових рівнянь для компонент тензора напружень, яку 
розв’язано з використанням подвійного інтегрального перетворення Фур’є. 
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ча термопружності, аналітичний розв’язок, подвійне інтегральне перетво-
рення Фур’є, метод безпосереднього інтегрування. 

 
Вступ. Розвиток сучасних технологій і широке застосування композит-

них матеріалів у техніці, будівництві та теплоенергетиці загострюють 
потребу розробки ефективних методів дослідження термомеханічної по-
ведінки пружних тіл за довільних силових і теплових навантажень з 
урахуванням анізотропії пружних та теплофізичних властивостей матеріа-
лу [26]. Для окремих типів композитних матеріалів, зокрема, виготовлених 
з великої кількості тонких пружних шарів [24] або волокнистих композитів 
з гексагональною укладкою волокон [16], характеристики матеріалу в 
одному з просторових напрямків (трансверсальному) відрізняються від 
властивостей в інших напрямках (площина ізотропії), що є характерним 
для моделі трансверсально-ізотропного (ТІ) тіла [5, 10].  

Внаслідок відмінності модулів ТІ матеріалу розв’язання систем ключо-
вих рівнянь відповідних задач термопружності є складнішими порівняно з 
ізотропним випадком, особливо в загальній тривимірній постановці [14]. У 
зв’язку з цим відомі методи побудови розв’язків задач теорії пружності та 
термопружності для ТІ тіл розвинуто за певних спрощень, що дозволяють 
знизити розмірність задач [6, 8, 13, 17, 34]. Лехницький узагальнив метод 
бігармонічних функцій Ері та Лява для випадку дії зосереджених сил на 
анізотропні тіла для плоскої [3] та осесиметричної [4] задач теорії пружнос-
ті. У роботах [18, 25] було отримано розв’язки аналогічних задач за допомо-
гою трьох незалежних гармонічних функцій. В [9, 23, 27] ці два підходи 
були узагальнені для розв’язання окремих тривимірних задач. Методику 
побудови функцій Ґріна з використанням трьох гармонічних функцій роз-
винуто в [20, 22] для задач термопружності в обмежених та необмежених 
ТІ тілах зі стаціонарним зосередженим джерелом тепла. Цей підхід був 
поширений у [21] на випадок ТІ біматеріалів за аналогічного навантаження. 
Розв’язки задач теорії пружності для анізотропних, у тому числі ТІ, бі-
матеріальних тіл отримано в [28] за допомогою функцій Ґріна з використан-
ням формалізму Stroh та двовимірного перетворення Фур’є. Задачу про 
точкове джерело тепла в напівбезмежному ТІ тілі було розв’язано в [15] за 
допомогою методу перетворень подібності, який дозволяє звести задачу до 
набору спряжених звичайних диференціальних рівнянь зі змінними коефі-
цієнтами для компонент вектора переміщень. За аналогією ізотропних 
матеріалів метод функції комплексної змінної поширено на випадок ТІ тіл з 
використанням потенціальних функцій [1]. Розвиток числових та аналітич-
но-числових методів розв’язування задач теорії пружності та термопруж-
ності для ТІ тіл простежено в [11, 29, 30, 36].  

Незважаючи на велику кількість напрацьованих розв’язків задач теорії 
пружності та термопружності для ТІ тіл певної форми за окремих способів 
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силового та теплового навантажень, практично відсутні методи побудови 
точних аналітичних розв’язків тривимірних задач для ТІ тіл довільної фор-
ми за загальних умов навантаження. Насамперед ми це пов’язуємо з тим, 
що застосування гармонічних чи бігармонічних потенціальних функцій, на 
яких ґрунтується більшість відомих методів, для ТІ тіл часто пов’язане зі 
складнощами аналітичного та обчислювального характеру. Ці складнощі 
спричинені, зокрема, підвищенням порядку вихідних систем диференціаль-
них рівнянь, а також тим, що власні значення відповідних спектральних за-
дач для ключових рівнянь виражаються через пружні модулі ТІ матеріалу, 
що суттєво ускладнює використання таких методів порівняно з ізотропним 
випадком (див., зокрема, дослідження існування та єдиності розв’язків 
такого класу задач, отриманих з використанням узагальнених гармонічних і 
бігармонічних функцій [19, 33, 35]).  

У [32] для побудови явного аналітичного розв’язку тривимірної задачі 
теорії пружності для ТІ шару за довільного силового навантаження обме-
жуючих площин використано метод безпосереднього інтегрування [31], за-
пропонований В. М. Вігаком [2]. Застосування цього методу дозволяє звести 
вихідну задачу до системи ключових рівнянь для компонент тензора на-
пружень і послідовно розв’язати ці рівняння з використанням відповідних 
крайових умов у просторі подвійного інтегрального перетворення Фур’є. У 
цій статті вказаний підхід поширено для побудови явних аналітичних роз-
в’язків тривимірних задач термопружності для необмежених ТІ тіл з до-
вільним локальним розподілом внутрішніх стаціонарних джерел тепла. 

1. Постановка задачі. Розглянемо тривимірну задачу термопружності 
для ТІ простору, віднесеного до безрозмірної декартової системи координат 
( , , )x y z  так, що площина ізотропії є паралельною до площини xOy . За 
відсутності масових сил задача описується рівняннями рівноваги [5, 32] 

 0,           
xy xzxx y

xx y z z←

∂σ ∂σ∂σ
+ + =

∂ ∂ ∂
↗ ↘ , (1) 

рівняннями суцільності в деформаціях 

 
2 22

2 2

yy xyxx

x yy x

∂ ε ∂ ε∂ ε
+ =

∂ ∂∂ ∂
, 

 
2

2 ,           
xy yz xzxx y

xy z x z x y z←

∂ε ∂ε ∂ε∂ ε  ∂= − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
↗ ↘ , (2) 

та фізичними співвідношеннями 

 1 ( ) ,          xx xx yy zz T x y
E E

′νε = σ − νσ − σ + α′ � , 

 1 ( )zz zz xx yy T
E E

′ν ′ε = σ − σ + σ + α′ ′ , 

 1 1, , ,jz jz xy xyj x y
GG

ε = σ = ε = σ′ { } . (3) 

Тут j jσ = σl l , j jε = εl l  – компоненти тензорів напружень та деформації, 

, , ,j x y z=l { } ; E , E′  та / (2 2 )G E= + ν , G′  – модулі пружності та зсуву у 

площині ізотропії та у перпендикулярному до неї напрямку; ν  та ′ν  – 
коефіцієнти Пуассона, що описують відповідно звуження (розширення) у 
перпендикулярному до площини ізотропії напрямку за розтягу (стиску) у 
паралельному до неї напрямку та звуження (розширення) у площині ізо-
тропії за розтягу (стиску) у перпендикулярному до неї напрямку; α  та ′α  
– коефіцієнти лінійного температурного розширення паралельно та перпен-
дикулярно до площини ізотропії; T  – стаціонарне температурне поле, яке 
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визначимо з відповідної задачі теплопровідності; символи 
y

x z←
↗ ↘  та �x y  

означають отримання ще відповідно двох та одного рівнянь за допомогою 
циклічної і взаємної перестановки індексів та змінних.  
 Розв’язок задачі (1)–(3) будуємо у припущенні, що 0T →  при 

2 2 2x y z+ + → ∞ . 

 2. Ключові рівняння задачі. З використанням методу безпосереднього 
інтегрування [31] у роботі [32] систему рівнянь тривимірної задачі теорії 
пружності зведено до ключових рівнянь у напруженнях, які для постав-
леної задач (1)–(3) мають вигляд: 

 1zz xy zz
+ − + −∆ ∆ σ − µ µ ∆ ∆ σ =  

 
2

2
( ) (1 )xy xy

TE T
z

+ − − ∂ ′= µ ∆ α + α + α µ ∆ + α + ν µ 
 ∂
( ) , 

 zz xy ET+ +∆ σ = µ ∆ σ + α( ) , 

 
2

2
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 ∂ µ
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∂ ∂
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2 22 2

2 2 2
2 ,           

xy yyzz xx y
xx y zz y x ←

∂ σ ∂ σ∂ σ ∂ σ
= − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
↗ ↘ , (4) 

де 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
, , (1 )xy xy xy

x y z z
± ±∂ ∂ ∂ ∂∆ = + ∆ = ∆ + ∆ = ∆ ± ± ν µ

∂ ∂ ∂ ∂
, 

 
2

2
1 4 2

2

( 1) 2 ,xy
E

E Ez

+
±

+

µ − µ ′∂∆ = µ − ∆ + µ = ′ ′ν ±µ µ ∂
, 

 1 2 3 4
1, 2 , 2 ,G G EG

G E E E

′ ′ ′+ ν′µ = µ = µ = µ =′ ′  

і 

 xx yy zzσ = σ + σ + σ . (5) 

 Розв’язок задачі (1)–(3) будуватимемо, послідовно розв’язуючи рівнян-
ня (4) з урахуванням виразу (5) за умови затухання напружень у безмежно 
віддалених точках. 
 3. Розв’язання ключових рівнянь. Для побудови розв’язків ключових 
рівнянь застосовуємо подвійне інтегральне перетворення Фур’є [12] 

 ( ) ( , , ) exp ( )x yf z f x y z i xs ys dx dy
+∞ +∞

−∞ −∞

= − +∫ ∫ ( ) , (6) 

де xs , ys  – параметри перетворення за координатами x  та y ; 2 1i = − . 

 У просторі зображень перетворення (6) перше рівняння (4) має вигляд 
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4 2

2 4
1 24 2

2zz zz
zz

d d
a s a s

dz dz

σ σ
− + σ =  

 
2 2

2
2 2

(1 )
1
s E d T Es T

Edz
   ′ ′= α + ν − α + αν   ′   − ν

, (7) 

де 2 2 2
x ys s s= + , 

 
2

1 22 2

2(1 )
,

2(1 ) (1 )

E GE E E Ea a
E EG E

′ ′ ′ ′ ′− + ν ν − ν= =′ ′′ ′− ν − ν
. (8) 

Форма розв’язку рівняння (7) залежить від кратності коренів відповід-

ного характеристичного рівняння, які будуть різними при 2
1 2a a≠  або крат-

ними при 2
1 2a a= . 

При 2
1 2a a≠  обмежений розв’язок рівняння (7) має вигляд 

 2 2 1 1( ) ( ) exp expzz z T s z s z d
+∞

−∞

 σ = ξ α − λ − ξ − α − λ − ξ ξ 
 ∫ ( ) ( ) , (9) 

де  

 2
2 2
1 2

(1 )
(1 )( )

j j
j

G s E
E

  ′ ′α = + ν λ − ν α − α  ′λ   − ν λ − λ
, 

 2
1 1 2( 1) , 1, 2j

j a a a jλ = + − − = . 

Знайшовши розв’язок (9), використаємо його для задоволення другого з 
рівнянь (4), яке у просторі зображень перетворення (6) набуває вигляду 

 
2

2 2
1 1 zz

zz ET
s z+

∂ σ+ νσ = σ − − α
µ ∂

. (10) 

У такий спосіб отримаємо вираз 

 2 2( ) 2 ( ) ( ) exp
1

Ez T z T s z
+∞

−∞

α σ = − + ξ β − λ − ξ −− ν ∫ ( )  

 1 1exp s z d− β − λ − ξ ξ


( ) , (11) 

де 21 (1 )j j j
E
E

 ′β = + ν − + ν λ α ′ 
, 1,2j = .  

Третє з рівнянь (4) у просторі зображень перетворення (6) має вигляд: 
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2 2 2
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d d dsk
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1 1y zzs s
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+

µ − µ − − µ + σ − µ  µ
( )  

 2 2 2
2

1

1 1x ys s −

µ 
− − µ + σ − µ µ 

( )  

 
2

2 2
2

2 y
d TG s T s T
dz

   ′− α − − α    
, (12) 

де ′=2 /k G G .  
З урахуванням виразів (9), (11) обмежений у нескінченно віддалених 

точках розв’язок рівняння (12) знайдемо у формі 
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Ez T z T s z
+∞

−∞

α σ = − + ξ γ − λ − ξ− ν 
−∫ ( )  

 1 1 0exp exps z sk z d− γ − λ − ξ + γ − − ξ ξ


( ) ( ) , (13) 

де 
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skk E
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2 | |j j y js s
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+

µ  γ = − − λ + − µ α +  µ  µ 
 

 2 2 2 2 2
2 1 2( ) (1 ) , 1, 2j x y js s s j−

µ  
+ µ − µ λ + − µ + β = 

µ  
, 

 22
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1

1
2 | | (1 )

E s
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∗
+

µ  γ = − α + − ν µ  µ
 

 2
2 1 1( ) 1 2 2(1 )Es a

E
   ′ ′+ µ − µ + ν − + ν α + α −   ′   

 

 2 2 2 22
2 1

12 (1 )
1x y ys s s s

−

µ   − ν ′− α − µ + − µ α + α   + νµ  
( ) . 

Взявши до уваги вирази (5), (9), (11) і (13), нескладно знайти 

 2 2 2 2( ) ( ) ( ) expxx z T s z
+∞

−∞

σ = ξ β − α − γ − λ − ξ −
∫ ( )  

 1 1 1 1( ) exp s z− β − α − γ − λ − ξ −( )  

 0 exp ( )
1

Esk z d T zα− γ − − ξ ξ − − ν
( ) . (14) 

Четверте з рівнянь (4) у просторі зображень перетворення (6) за ци-

клічної перестановки індексів 
y

x z←
↗ ↘  запишемо у вигляді трьох рівнянь: 

 
2

2 2
2

1
2
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xy x xx y yy

x y

d
s s

s s dz

σ σ = − σ + σ + 
 

, 

 
2

2 2
2

,
2

yz zz
x xx y yy

y

d di s s x y
dz s dz

σ σ = σ − σ + 
 

� . (15) 

Розв’язки рівнянь (15), які нескладно знайти з урахуванням виразів 
для нормальних напружень (9), (13), (14), наведено у Додатку 1. 

Знайшовши у такий спосіб розв’язок задачі (1)–(3) у просторі зобра-
жень перетворення (6), визначимо напруження у фізичній області за допо-
могою оберненого перетворення Фур’є 

 
2

1( , , ) ( ) exp ( )
4

x y x yf x y z f z i xs ys ds ds
+∞ +∞

−∞ −∞

= +
π ∫ ∫ ( ) . (16) 

Якщо коефіцієнти (8) задовольняють співвідношення 2 4
1 2a a a= = , то 

обмежений у нескінченно віддалених точках розв’язок рівняння (7) знай-
демо у вигляді  

 1 2( ) ( ) expzz z T sa z sa z d
+∞

−∞

σ = ξ α + α − ξ − − ξ ξ∫ % %( ) ( ) , (17) 
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де 

 2
2

( 1) (1 ) , 1, 2
2(1 )

j
j

G s Ea j
a Ea

  ′ ′α = − + ν − ν α − α =  ′  − ν
% . 

З урахуванням (17) знайдемо сумарні напруження зі співвідношення (10): 

 2( ) ( )
1

Ez T zασ = − +
− ν

 

 1 2( ) expT sa z sa z d
+∞

−∞

+ ξ β + β − ξ − − ξ ξ∫ % %( ) ( ) , (18) 

де 

 2 2
2 11 (1 ) 2(1 ) , 1,2j j j

E a a j
E

 ′β = + ν − + ν α + + ν α δ = ′ 
% % % , 

1jδ  – символ Кронекера. 

Знайшовши напруження (17), (18), розв’язок рівняння (12) запишемо у 
вигляді 
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Ez T z T sa z
+∞

−∞
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де 

 
2 2

1 2
0 3 2 2 2 2 2 2

2 2 ( )
1 2 ( )

sa k askE a
sk a s k a

∗ ∗
∗ γ + γαγ = γ + − +

− ν − −

% %
% % , 

 
2

2
12 2 2 2

22
j j j

a k
sk a k a

∗
∗ γγ = γ − δ 

 − −

%
% % , 

 2 2 22
3

1

1 1 (1 ) (1 )
2j y js a s

sk
∗

+

µ   γ = − − + − µ α +   µ    µ
% %  

 2 2 2 2 2
2 1 2( ) (1 )x y js a s s −

µ + µ − µ + − µ + β + 
 µ

%  

 2 2 2
2 2 1 2 12 ( ) , 1, 2js a j

+

+

µ − µ  + α + β µ − µ δ =   µ 
%% , 

а вираз для 3
∗γ%  отримуємо з 3

∗γ  заміною 1a  на 2 .a  З використанням (5), 
(17)–(19) знаходимо 

 1 1 1( ) ( ) ( )
1xx

Ez T z T
+∞

−∞

α  σ = − + ξ β − α − γ + − ν  ∫ % % %  

 2 2 2 expsa z sa z+ β − α − γ − ξ − − ξ −


% % %( ) ( )  

 0 exp sk z d− γ − − ξ ξ


% ( ) . (20) 

Розв’язки рівнянь (15) з урахуванням (17), (19), (20) подано у Додатку 2.  
Знайшовши розв’язок задачі (1)–(3) у просторі зображень перетворен-

ня Фур’є (6), коли коефіцієнти (8) задовольняють умову 2
1 2a a= , визначимо 

напруження у фізичній області за допомогою оберненого перетворення (16).  
Стаціонарне температурне поле, яке спричинює термонапружений стан 

ТІ простору, визначимо з рівняння теплопровідності 
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2 2 2

2 2 2
T T T Q

x y z

 ∂ ∂ ∂′λ + + λ = − 
∂ ∂ ∂ 

 (21) 

за умови згасання густини локального розподілу внутрішніх джерел тепла 
( , , )Q x y z  та шуканої температури ( , , )T x y z  у безмежно віддалених точках. 

Тут λ , ′λ  – коефіцієнти теплопровідності відповідно у площині ізотропії та 
у перпендикулярному до неї напрямку. Розв’язок рівняння (21) у просторі 
інтегрального перетворення (6) нескладно знайти у вигляді 

  1( ) ( ) exp
2

T z q s z d
s

∞

−∞

= ζ − − ζ ζ∫ ( )æ
æ

, (22) 

де 2 / ′= λ λæ , /q Q ′= λ . Як і для напружень, розподіл температури у фізич-
ній області знайдемо, застосувавши до (22) обернене перетворення (16). 

3. Числовий приклад та обговорення. Визначимо розподіли темпера-
тури та термонапружень у ТІ просторі за дії зосередженого джерела тепла 

0 ( ) ( ) ( )Q q x y z= δ δ δ , де 0 constq = , 0q =[ ] Вт/м, ( )δ ξ  – дельта-функція Діра-

ка, , ,x y zξ = { } . У цьому випадку розв’язок (22) має вигляд 

 0( ) exp
2

q
T z s z

s
= −

′λλ
( )æ . (23) 

Застосувавши до (23) обернене перетворення (16), знайдемо 

 0

2 2 2 2

1( , , )
4

q
T x y z

x y z
=

′π λλ + + æ
. (24) 

Температурне поле (24) є симетричним відносно осі Oz , необмеженим 
у початку координат і в площині 0z =  на осях Ox  та Oy  визначається 

виразами 0( ,0,0) 4T x q x ′= π λλ/( ) та 0(0, ,0) 4T y q y ′= π λλ/( ) , які зале-

жать від коефіцієнтів λ , ′λ . При 0x y= =  температурне поле визначаєть-

ся виразом 0(0,0, ) / 4T z q z= πλ( ) , який залежить лише від λ . У випадку 

ізотропного матеріалу з (24) випливає класичний центрально-симетричний 
розв’язок Новацького [7]: 

 0( , , ) / 4T x y z q R= πλ( ) ,  2 2 2R x y z= + + . 

Для розрахунку термонапружень слід підставити (23) у вирази для 
нормальних напружень (9), (13), (14) або (17), (19), (20) та дотичних напру-
жень, наведених у Додатках 1, 2. Після цього потрібно застосувати до 
отриманих виразів обернене перетворення (16). У результаті, наприклад, на 
основі формули (9), напруження zzσ  знайдемо у вигляді 

 0 20

2 2 2 2 2 2
2 2

( , , )
2 ( )

zz

q
x y z

x y z

α
σ = −′πλ  − λ + + λæ

 

 10

2 2 2 2 2 2
1 1( ) x y z

α
− +

− λ + + λæ
 

 10 1 20 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2

1 1

x y z

 α λ α λ 
+ −   − λ − λ + + æ æ æ æ

, (25) 

де  

 2
0 2 2

1 2

(1 )
(1 ) ( )

j j
j

G E
E

  ′ ′α = + ν λ − ν α − α  ′  − ν λ λ − λ
, 1,2j = . 
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 Таблиця 1. Характеристики гексагонального цинку [20]. 

Модулі пружності та зсуву ( 1110× Нм-2) Коефіцієнти Пуассона 

E  E′  G  G′  ν  ′ν  
13.56 5.04 5.60 3.85 0.21 0.17 

Коефіцієнти лінійного темпера-

турного розширення ( 610−× К-1) 
Коефіцієнти теплопровідності 

(ВтК-1м-1) 

α  ′α  λ  ′λ  

5.818 15.350 124 124 

Вплив трансверсальної ізотропії на безрозмірні термонапруження 

0(1 ) /zz zz Eqσ = − ν λσ α% ( ) , розраховані за формулою (25) у півпросторі з 

властивостями гексагонального цинку (табл. 1) за розподілу температурного 
поля (24), проілюстровано на рис. 1. На рис. 1а наведено розподіли цих на-
пружень за координатою z , де крива 1 відповідає напруженням при 

0x y= = ; крива 2 – при 0x = , 0.1y = ; крива 3 – при 0.1x y= = . Вна-
слідок симетрії напружень (25) за координатами x , y  крива 2 також 

відповідає випадку 0.1x = , 0y = . На рис. 1б наведено розподіли zzσ%  за 

координатою y , де крива 1 відповідає напруженням при 0x z= = ; крива 2 

– при 0x = , 0.1z = ; крива 3 – при 0.1x = , 0z = ; крива 4 – при 
0.1x z= = . Напруження zzσ%  є стискувальними і мають локальний розпо-

діл, що швидко згасає з віддаленням від джерела тепла, причому, порів-
нюючи криві 1 на рис. 1а та 1б, робимо висновок, що згасання на осі Oz  є 
повільнішим, ніж уздовж осей Ox  та Oy  у площині ізотропії.  

   

 а) б) 

Рис. 1 

Висновки. Побудовано аналітичні розв’язки тривимірних задач тепло-
провідності та термопружності для ТІ простору з внутрішніми стаціонарни-
ми локально розподіленими джерелами тепла. За допомогою методу безпо-
середнього інтегрування задачу термопружності зведено до розв’язання 
ключових рівнянь для окремих компонент тензора напружень. Отримані 
рівняння розв’язано за допомогою подвійного інтегрального перетворення 
Фур’є. Проаналізовано різні форми розв’язків ключових рівнянь залежно 
від співвідношення між пружними модулями. Побудовані розв’язки є зруч-
ними для аналізу та числової реалізації, а також є потенційно привабливи-
ми для перевірки аналітичних або чисельних методів, розроблених для 
аналізу ТІ твердих тіл. 
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Додаток 1. Дотичні напруження у просторі інтегрального перетворен-
ня (6), визначені з рівнянь (15): 

 2 2( ) ( ) expxy
xy z T s z

+∞

−∞

σ = ξ γ − λ − ξ −
∫ ( )  

  1 1expxy s z− γ − λ − ξ +( )  

  
2 2

0 exp
2
x y

x y

s s
sk z d

s s

− + γ − − ξ ξ


( ) , 

 1 1( ) ( ) expyz
yz z T s z

+∞

−∞

σ = ξ γ − λ − ξ −
∫ ( )  

  2 2expyz s z− γ − λ − ξ +( )  

  0
0exp sgn ( )

2
yz

y

i s sk z z d
s k

γ + − − ξ + γ − ξ ξ


( ) , 

 1 1( ) ( ) expxz
xz z T s z

+∞

−∞

σ = ξ γ − λ − ξ −
∫ ( )  

  2 2expxz s z− γ − λ − ξ −( )  

 0
0exp sgn ( )

2
xz

x

i s sk z z d
s k
γ − − − ξ + γ − ξ ξ


( ) . 

Тут 

 2 2 2 2 2 21
2

xy
j x j j x y j x j

x y

s s s s s
s s

 γ = − λ α + − γ − β 
 
( ) ( ) , 

 2 2 2 2 2

2
yz
j x j j x j j

y j

i s s s s
s s

 γ = β − γ − − λ α λ  
( ) , 

 2 2 2 2 2 , 1,2
2

xz
j x j j x j j

x j

i s s s s j
s s

 γ = − β + γ + + λ α = λ  
( ) , 

 02 1
0

2 1 2 1 2

yz yz
yyz

y

is iE s
s ks s

γγ γ αγ = − + −
− νλ λ

, 

 02 1
0

2 1 2 1 2

xz xz
xz x

x

iis E s
s ks s
γγ γ αγ = − + +

− νλ λ
. 

Додаток 2. Дотичні напруження у просторі інтегрального перетворен-

ня (6), визначені з рівнянь (15) у випадку 2
1 2a a= : 

 1 2( ) ( ) expxy xy
xy z T sa z sa z

+∞

−∞

σ = ξ γ + γ − ξ − − ξ +
∫ % %( ) ( )  

 
2 2

0 exp
2
x y

x y

s s
sk z d

s s

− + γ − − ξ ξ


% ( ) , 

 0 1 2( ) ( ) expyz yz yz
yz z T sa z

+∞

−∞

 σ = ξ γ − γ + γ − − ξ + 
 ∫ % % %( ) ( )  

0 exp sgn ( )
2 y

i s sk z z
s k

+ γ − − ξ − ξ −


% ( )  

 2 expyz sa z sa z d− γ − ξ − − ξ ξ


% ) ( ) , 
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 0 1 2( ) ( ) expxz xz xz
xz z T sa z

+∞

−∞

 σ = ξ γ − γ + γ − − ξ − 
 ∫ % % %( ) ( )  

 0 exp sgn ( )
2 x

i s sk z z
s k

− γ − − ξ − ξ −


% ( )  

 2 expxz sa z sa z d− γ − ξ − − ξ ξ
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Тут 
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2 1

1 2
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%% % % %( ) , 

 02 1
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yz yz
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РЕШЕНИЕ ТРЕХМЕРНОЙ ЗАДАЧИ ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ НЕОГРАНИЧЕННОГО 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО ТЕЛА 
 
Построено аналитическое решение трехмерной задачи термоупругости для 
трансверсально-изотропного пространства с внутренними стационарными ис-
точниками тепла. С использованием метода непосредственного интегрирования 
задача сведена к системе ключевых уравнений для компонент тензора напряже-
ний, которая решена при помощи двойного интегрального преобразования Фурье. 

Ключевые слова: трансверсально-изотропное упругое пространство, трехмерная 
задача термоупругости, аналитическое решение, двойное интегральное 
преобразование Фурье, метод непосредственного интегрирования. 

 
SOLUTION OF A THREE-DIMENSIONAL THERMOELASTICITY PROBLEM FOR AN UNBOUNDED 
TRANSVERSELY ISOTROPIC SOLID  
 
An analytical solution is constructed to a three-dimensional thermoelasticity problem 
for a transversely isotropic space with internal steady-state heat sources. By making use 
of the direct integration method, the problem is reduced to a system of governing 
equations for the components of the stress tensor, which then is solved by means of the 
double-integral Fourier transform. 

Key words: transversely isotropic elastic space, three-dimensional thermoelasticity 
problem, analytical solution, double-integral Fourier transform, direct integration 
method. 
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