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УДК 539.3 
 
К. В. Аврамов ∗ 
 
ДИНАМИЧЕСКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК  
ПРИ ИХ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ С ТРЕХМЕРНЫМ ПОТЕНЦИАЛЬНЫМ 
ТЕЧЕНИЕМ ГАЗА  
 

Для исследования взаимодействия колеблющейся пологой оболочки с трех-
мерным дозвуковым течением газа получена система гиперсингулярных ин-
тегральных уравнений относительно аэродинамических производных пере-
пада давления. Такая система уравнений удобна для решения задач аэроупру-
гости. Система гиперсингулярных интегральных уравнений решена числен-
ным методом, который основан на методе дискретных вихрей. Для модели-
рования колебаний пологой оболочки получена система обыкновенных диф-
ференциальных уравнений с помощью метода заданных форм. Численно 
исследована динамическая неустойчивость состояния равновесия пологой 
оболочки в дозвуковом газовом течении. 

Ключевые слова: гиперсингулярные интегральные уравнения, динамическая не-
устойчивость оболочек, течение газа. 

 
Введение. Многие машины и технические системы содержат пологие 

оболочки, которые с двух сторон обтекаются газовым течением. Такие 
системы широко применяются в энергетике, в аэрокосмических системах и 
морском транспорте. При взаимодействии пологих оболочек с газовым тече-
нием может возникать динамическая неустойчивость, которая часто приво-
дит к потери работоспособности конструкции вследствие флаттера. К сожа-
лению, в большинстве публикаций исследуется двухстороннее взаимодей-
ствие пластин с газовым потоком. Пологие оболочки, взаимодействующие с 
газовым потоком, практически не исследовались. Приведем некоторые 
исследования взаимодействия колеблющихся пластин с газовым потоком. 
Гиперсингулярные интегральные уравнения для давления, действующего 
на пластинку, выведены E. Albano, W. P. Rodden [5]. J. Katz [10] исследо-
вал аэродинамику крыла с помощью метода дискретных вихрей. L. Morino, 
C.-C. Kuot [13] получили интегро-дифференциальные уравнения, описыва-
ющие взаимодействие пластины со сжимаемым газовым потоком. В статье 
[7] предложена численная процедура для решения сингулярных интег-
ральных уравнений для плотности циркуляции. Подход к численному 
расчету плотности циркуляции потока при обтекании трехмерного тела 
представлен в [11]. В [9] рассматривается обтекание крыла под произволь-
ным углом атаки. В статье [12] рассмотрен метод расчета обтекания профи-
ля несжимаемым потоком. В [1] получена система гиперсингулярных ин-
тегральных уравнений, описывающая взаимодействие газового течения с 
колеблющейся пластинкой. В [3] исследованы автоколебания, возникающие 
при взаимодействии пластинки с газовым течением. В [6] рассмотрены 
хаотические автоколебания, возникающие при взаимодействии пластинки с 
потенциальным течением. 

В этой статье выведена система гиперсингулярных интегральных урав-
нений, описывающая взаимодействие пологой оболочки с потенциальным, 
несжимаемым, идеальным трехмерным газовым потоком. Такая система 
уравнений чрезвычайно эффективна для решения задач аэроупругости. 
Для решения полученной системы сингулярных интегральных уравнений 
предложен численный подход, основанный на методе дискретных вихрей. 
Исследована динамическая неустойчивость пологих оболочек.  

1. Постановка задачи. Рассматривается обтекание дозвуковым газовым 
течением цилиндрической панели, изображенной на рис. 1. Оболочка имеет 
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постоянную толщину. Так как оболочка 
тонкая, то сдвигом и инерцией вращения 
можно пренебречь. Напряжения и дефор-
мации удовлетворяют закону Гука. Вдоль 
криволинейной координаты θ  длина 
панели a , а вдоль оси y  ее длина b . 

Радиусы кривизн координатных линий θ  
и y  предполагаются постоянными и рав-

ными соответственно 1R  и ∞ . Переме-
щения точек срединной поверхности обо-
лочки вдоль координатных осей θ , y , z  обозначим ( , , )u y tθ , ( , , )v y tθ , 

( , , )w y tθ  соответственно. Перемещения и деформации предполагаются 
малыми. Они связаны между собой соотношениями 

 ,0 ,0 ,0
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u w v u v
R y y
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. 

Потенциальную энергию деформации оболочки sU  и кинетическую 

энергию sT  представим в виде 
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где h  – толщина оболочки; E , ν  – модуль Юнга и коэффициент Пуассона; 
D  – цилиндрическая жесткость; sρ  – плотность материала оболочки. Для 
вывода уравнений движений оболочки с конечным числом степеней свобо-
ды применим метод заданных форм [11]. Колебания оболочки разложим по 
собственным формам линейных колебаний: 
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где iU , iV , iW  – собственные формы колебаний оболочки; ( ) ( ) ( )
1 , ,

wNq qυ υ υ= …q [ ] , 

, ,u v wυ = { } , – векторы обобщенных координат конструкции. Большинство 
установившихся колебаний тонкостенных конструкций в газовом течении 
близко к моногармоническому [6]: 

 
Рис. 1 



132 

 ( )( ) cos ( ) sin ( ),      1, ,w
j j j wq t t t j N≈ γ ω + δ ω = … . 

Пусть оболочку обтекает трехмерный газовый поток. Течение предпо-
лагается потенциальным, идеальным и несжимаемым. На значительном 
удалении от оболочки поток параллелен оси x  и движется с постоянной 
скоростью U∞ . Вблизи оболочки наблюдаются возмущения в потоке, опи-

сывающиеся проекциями скоростей на оси Ox , Oy , Oz : u U
x∞

∂ϕ= +
∂

% , 

v
y

∂ϕ=
∂

% , w
z

∂ϕ=
∂

% , где ϕ  – потенциал скоростей. Потенциал скоростей ϕ  и 

давление ( , , , )p x y z t  удовлетворяют уравнения Лапласа 

 2 20,         0p∇ ϕ = ∇ = . (4) 

На бесконечном удалении от оболочки выполняется условие равенства 
нулю проекций скоростей возмущенного потока 
 

2 2 2
lim grad 0

x y z+ + →∞
ϕ = . (5) 

Перепад давления ( , , ) ( , ,0 ) ( , , 0 )p x y t p x y p x y+ −∆ = − равен нулю на границе 

оболочки S∂ :  

 0Sp ∂∆ = . 

Рассмотрим условие непротекания, которое выражает равенство скоростей 
поверхностей оболочки и скоростей потока, соприкасающегося с оболочкой. 
Если оболочка находится в состоянии покоя, то ее срединная поверхность 
описывается функцией ( , )z R x y= . Если оболочка совершает колебания, то 

уравнение срединной поверхности опишем функцией ( , , , )F x y z t z= −  

( , , ) 0f x y t− = . Пусть ( , , ) ( , ) ( , , )f x y t R x y w y t= + θ . Тогда условие непротека-
ния представим в виде 

 grad , 0FF
t

∂+ =
∂

V( ) , (6) 

где V  – вектор скорости газа на поверхности оболочки; grad ,F V( )  – ска-
лярное произведение. Граничное условие (6) можно представить в виде 

 
( , , )z f x y t

f f
U

z x t∞
=

∂ϕ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
. 

Используя свойства функции ( , )R x y , условие непроникания запишем как 

 
( , )z R x y

w wU
z x t∞

=

∂ϕ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂

. (7) 

Таким образом, определены все граничные условия для решения урав-
нений (4). 

2. Сингулярные интегральные уравнения. Выведем систему сингуляр-
ных интегральных уравнений, описывающую обтекание пологих оболочек 
дозвуковым газовым потоком. Аналогичная система сингулярных инте-
гральных уравнений, описывающая обтекание пластинки газовым потоком, 
получена в статье [1]. 

Давление и потенциал скоростей удовлетворяют уравнению Бернулли 

 
( ) ( ), , , , , ,

( , , )
x y z t x y z t

p x y z U
t x∞ ∞

∂ϕ ∂ϕ = − ρ + ∂ ∂ 
,  

где ∞ρ  – плотность газа. Потенциал скоростей и функцию давления при 
колебаниях оболочки представим в виде линейной функции относительно 
обобщенных координат и обобщенных скоростей конструкции. Согласно [4], 
коэффициенты при обобщенных координатах и скоростях в выражениях 
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для ( , , , )x y z tϕ , ( , , , )p x y z t  называют аэродинамическими производными: 

 
1
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( , , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( )
N

j j j j
j

x y z t x y z q t x y z q t
=

 ϕ = ϕ + ϕ 
 ∑ & , (8) 
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j j j j
j

p x y z t p x y z q t p x y z q t
=

 = + 
 ∑ & . (9) 

В [4] показано, что аэродинамические производные (0) ( , , )j x y zϕ , 

(1) ( , , )j x y zϕ , (0) ( , , )jp x y z , (1) ( , , )jp x y z  удовлетворяют уравнения Лапласа 

 2 ( ) 2 ( )
10,         0,       0,1,      1, ,k k

j jp k j N∇ ϕ = ∇ = = = … . (10) 

Решение уравнения (10) найдем в виде потенциала двойного слоя [8]: 

 ( ) ( )1( , , ) ( )
4

k k
j j

R

p x y z p= ∆ ξ ×
π ∫∫  

 
2 2 2

1 2 3

1

( ) ( ) ( )
dR

x y z
ξ

ξ

 ∂  ×
∂  − ξ + − ξ + − ξ 
n

. (11) 

где 1 2 3( , , )ξ = ξ ξ ξ ; dRξ  – элемент поверхности оболочки; ξn  – нормаль к 

поверхности оболочки в точке ξ  и  

 ( ) ( ) ( )( , , ) ( , , 0) ( , , 0)k k k
j j jp x y z p x y R p x y R∆ = + − −  

– аэродинамические производные перепада давления, действующего на 
оболочку. Интегрирование в (11) ведется по поверхности оболочки. 

Введем соотношения (8), (9) в уравнения Бернулли. В результате 
получим следующую систему уравнений в частных производных: 

 
(0) (0) (1) (1)

2 (1) (0),        j j j j
j j

p p
U U

x x∞ ∞
∞ ∞

∂ϕ ∂ϕ
− ω ϕ = − + ϕ = −

∂ ρ ∂ ρ
. (12) 

Для решения системы (12) воспользуемся методом вариаций произ-
вольных постоянных и условием (5). В результате получим 

 (1) (1)1( , , ) ( , , ) cos ( )
x

j jx y z p y z x
U U∞ ∞ ∞−∞

  ωϕ = − ω ζ ζ − + ρ ω  ∫  

 (0) ( , , ) sin ( )jp y z x d
U∞

 ω+ ζ ζ − ζ 
 

, 

 (0) (0)1( , , ) ( , , ) cos ( )
x

j jx y z p y z x
U U∞ ∞ ∞−∞

  ωϕ = − ζ ζ − + ρ  ∫  

 (1) ( , , ) sin ( )jp y z x d
U∞

 ω+ ω ζ ζ − ζ 
 

. (13) 

Теперь условие непроницания (7) запишем относительно аэродинами-
ческих производных. Для этого разложения поперечных перемещений по 
формам собственных колебаний оболочки (3) и выражения для аэродинами-
ческих производных (8), (9) введем в (7). В результате получим: 

 
(0) (1)

( , ) ( , )

,        j j j
j

z R x y z R x y

W
U W

z x z∞

= =

∂ϕ ∂ ∂ϕ
= =

∂ ∂ ∂
. (14) 

Подставим (11) в (13), а полученный результат введем в (14). В итоге 
получим следующую систему гиперсингулярных интегральных уравнений: 
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 2 (1)
( , )

4 ( ) ( , , )j
j S

R

W x y
U p K x y dR

x∞ ∞ ξ

∂
π ρ = ω ∆ ξ ξ −

∂ ∫∫  

 (0) ( ) ( , , )j C
R

p K x y dRξ− ∆ ξ ξ∫∫ , (15) 

 (1)4 ( , ) ( ) ( , , )j j C
S

U W x y p K x y dR∞ ∞ ξπ ρ ω = − ω ∆ ξ ξ −∫∫  

 (0) ( ) ( , , )j S
S

p K x y dRξ− ∆ ξ ξ∫∫ , (16) 

где 
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1 2 3 ( , )

1( , , )
( ) ( ) ( )
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z R x y

K x y
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 ∂  ξ = ×
∂ ∂  η − ξ + − ξ + − ξ 

∫ n
 

 cos ( )x d
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∫ n
 

 sin ( )x d
U∞

ω× η − η . 

Для дальнейшего анализа вычислим следующую производную: 

 ( )cos
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SK
d x

x U U∞ ∞−∞
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 sin ( )x
U∞
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3

2 2 2
1 2 3 ( , )

1

( ) ( ) ( )
z R x y

z x y zξ
=

  ∂  × ∂ ∂ ∂  η − ξ + − ξ + − ξ   
n

. 

Вследствие пологости оболочки, второе слагаемое в последней формуле 
намного меньше первого. Поэтому эту формулу перепишем в виде 

 S
C

K
K

x U∞

∂ ω= −
∂

. 

Аналогично получим 

 
2

2 2 2
1 2 3 ( , )

1

( ) ( ) ( )

C
S

z R x y

K
K

x z Ux y zξ ∞
=

 ∂ ∂ ω = +
∂ ∂ ∂  − ξ + − ξ + − ξ 

n
. 

Продифференцировав по x  уравнение (16) и сложив результат с (15), 
получим сингулярное интегральное уравнение 

 
( , )

8 jW x y
U
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∂
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( ) ( ) ( )R z R x y
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=
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∫∫ n

 

 (1) ( )jp dRξ× ∆ ξ . (17) 
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Теперь уравнение (15) продифференцируем по x  и сложим с (16). В 
результате получим следующее гиперсингулярное интегральное уравнение: 

 
2 2

2
2 2

( , )
4 ( , )j

j

W x y
U W x y

x U
∞ ∞

∞

 ∂ ω π ρ − =
 ∂ 

 

 
2

2 2 2
1 2 3 ( , )

1

( ) ( ) ( )R z R x y
z x y zξ

=

 ∂  = − ×
∂ ∂  − ξ + − ξ + − ξ 

∫∫ n
 

 (0) ( )jp dRξ× ∆ ξ . (18) 

Итак, получена система гиперсингулярных интегральных уравнений 
(17), (18) относительно аэродинамических производных перепада давления, 
описывающая обтекание потенциальным потоком тонкостенной пологой 
оболочки. Запишем эту систему для безразмерных переменных и пара-
метров 

 1
1 2,        ,        ,        ,        

Ryx z ax y z r r
a b b b a

= = = = = , 

 (1) (1) (0) (0)
2 2

,      ,      j j j j
a a ap p p p

UU U ∞∞ ∞ ∞ ∞

ω ω∆ = ∆ ∆ = ∆ χ =
ρ ρ

. (19) 

С учетом (19) гиперсингулярные интегральные уравнения (17), (18) 
примут следующий вид: 
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∫∫ n
 

 (0) ( )jp dRξ× ∆ ξ , (20) 

 
( , )

8 jW x y

x

∂
πχ =

∂
 

 
2

2 2 2 2 2
1 1 2 1 3 ( , )

1

( ) ( ) ( )R z R x y
z x r y r z− −ξ

=

 ∂− × ∂ ∂  − ξ + − ξ + − ξ
∫∫ n

 

 (1) ( )jp dRξ× ∆ ξ , (21) 

где 1
aξ ξ

∂ ∂=
∂ ∂n n

; 1 1cos cos cosr r
x y zξ

∂ ∂ ∂ ∂= α + β + γ
∂ ∂ ∂ ∂n

%% %  – безразмерная 

производная по нормали к срединной поверхности оболочки; cos α% , cos β% , 

cos γ%  – направляющие косинусы нормали к срединной поверхности 

оболочки; 1 2 3( , , )ξ = ξ ξ ξ ; ( , )z R x y=  – уравнение срединной поверхности 

оболочки в безразмерных координатах; 1dR dR
abξ ξ=  – безразмерный бес-

конечно малый элемент срединной поверхности оболочки. 
Для исследования аэроупругих колебаний преобразуем систему сингу-

лярных интегральных уравнений (20), (21) к уравнениям, не зависящим от 

χ . Совершим замену переменных: ( ) ( )ˆ1 1
j jp p∆ = χ∆ , ( ) ( ) ( )ˆ0 2 0 0

j j jp p p∆ = χ ∆ + ∆ % , 

вследствие чего получим следующую систему сингулярных интегральных 
уравнений: 
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( , )

8 jW x y

x

∂
π =

∂
 

 
2

2 2 2 2 2
1 1 2 1 3 ( , )

1

( ) ( ) ( )R z R x y
z x r y r z− −ξ

=

 ∂  = − ×
∂ ∂  − ξ + − ξ + − ξ 

∫∫ n
 

 ( )ˆ 1 ( )jp dRξ× ∆ ξ , (22) 

 
2

2

( , )
4 jW x y

x

∂
π =

∂
 

 
2

2 2 2 2 2
1 1 2 1 3 ( , )

1

( ) ( ) ( )R z R x y
z x r y r z− −ξ

=

 ∂  − ×
∂ ∂  − ξ + − ξ + − ξ 

∫∫ n
 

 (0) ( )jp dRξ× ∆ ξ% , (23) 

 4 ( , )jW x yπ =  

 
2

2 2 2 2 2
1 1 2 1 3 ( , )

1

( ) ( ) ( )R z R x y
z x r y r z− −ξ

=

 ∂  = ×
∂ ∂  − ξ + − ξ + − ξ 

∫∫ n
 

 ( )ˆ 0 ( )jp dRξ× ∆ ξ . (24) 

3. Уравнения движения оболочки. В этом разделе выводим систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающую динамичес-
кую неустойчивость оболочки, с использованием метода заданных форм. 
Эта система уравнений выводиться относительно обобщенных координат, 
участвующих в разложениях (3). Составим виртуальную работу перепада 
давления, действующего на оболочку, и трения в материале конструкции: 

 
R R

A p w dR w w dRξ ξδ = ∆ ⋅ δ − β ⋅ δ∫∫ ∫∫ & . 

Тогда вектор обобщенных сил ( )wQ , соответствующий обобщенным коорди-

натам ( )wq , представим в виде ( ) ( ) ( ) ( )w w w w= + −Q q q q& &γ δ Β , где 

, 1, , wij i j N== γ …{ }γ , , 1, , wij i j N== δ …{ }δ , diag( , , )= β βB … ; ( )0
ij i j

R

W p dRξγ = ∆∫∫ , 

( )1
ij i j

R

W p dRξδ = ∆∫∫ . Разложения (3) введем в кинетическую и потенциаль-

ную энергии (1), (2) и выполним необходимое интегрирование. В результате 
получим 

 
3 3

, 1 , 1

2 ,        2
w wN N

ik i k s ik i k
i k i k

T a q q U c q q
= =

= =∑ ∑& & . (25) 

Здесь iq , 1, ,3 wi N= … , – набор обобщенных координат, в котором присут-

ствуют все координаты векторов ( )wq , ( )vq , ( )uq . Соотношения (25) и 
полученный вектор обобщенных сил введем в уравнения Лагранжа. В 
результате получим систему уравнений, описывающую движения пологой 
оболочки, в матричной форме: 

 ( ) ( ) ( )1,1 ( ) (1,1) (1,2) ( ) (1,3) ( )w w u v w+ + + =A q C q C q C q Q&& , 

 ( ) ( ) ( )2,2 ( ) (2,1) (2,2) ( ) (2,3)u w u v+ + + =A q C q C q C q 0&& , 
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 ( ) ( ) ( )3,3 ( ) (3,1) (3,2) ( ) (3,3)u w u v+ + + =A q C q C q C q 0&& , (26) 

где ( , )i iA , ( , )i jC  – матрицы соответствующих размеров. 
Собственные частоты колебаний оболочки с преобладанием движений 

u , v  значительно выше собственных частот с преобладанием движений w . 
Поэтому инерционными слагаемыми в направлении u , v  пренебрежем: 

( ) ( ) 0u vq q= =&& && . Тогда второе и третье уравнения из системы (26) можно 
представить в следующем матричном виде: 

 (2,2) ( ) (2,3) ( ) (2,1) ( )u v w+ = −C q C q C q , 

 (3,2) ( ) (3,3) ( ) (3,1) ( )u v w+ = −C q C q C q . (27) 

Решение системы (27) найдем в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( ),          u w v w= =q q q qα β , (28) 

где , 1, , wij i j N== α …{ }α , , 1, , wij i j N== β …{ }β . Теперь решения (28) введем в пер-

вое матричное уравнение из системы (26). В результате получаем следую-
щую линейную динамическую систему в матричной форме: 

 (1,1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )w w w w w+ + = +A q Kq Bq q q&& & &γ δ , (29) 

где (1,1) (1,2) (1,3)= + +K C C Cα β . 
Приведем динамическую систему (29) к безразмерным переменным и 

параметрам (19) и, дополнительно, tτ = ω , ( )/w h= qϑ , где ϑ  – вектор без-
размерных поперечных колебаний оболочки. Тогда динамическая система 
(29) примет следующий вид: 

 2 (1,1) 2 2
1 1( )′′ ′ ′χ + χ = χ + + χ − χ χA K H Z B% % %ϑ ϑ Π ϑ ϑ ϑ , (30) 

где d
d

′ =
τ
 , 1

1

a
U∞

ω
χ = , 

2 2
1

1
b a∞

=
ρ ω

K K% , (1,1) (1,1)
2

1
ba∞

=
ρ

A A% , 
2

1

1
b a∞

=
ρ ω

B B% , 

1ω  – первая собственная частота линейных колебаний оболочки в вакууме. 
Элементы матриц из (30) рассчитываются так: 

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ0 0 1,     ,     ij i j ij i j ij i j
R R R

W p dR H W p dR Z W p dRξ ξ ξΠ = ∆ = ∆ = ∆∫∫ ∫∫ ∫∫% . 

Исследуем адекватность описания системой уравнений (30) расчета 
критических параметров, при которых возбуждаются автоколебания. Для 
ответа на этот вопрос необходимо знать критическую частоту автоколеба-
ний ∗ω . В разложении (3) будут выбираться только те собственные формы, 

которые возбуждаются при колебаниях оболочки с частотой ∗ω . Предпола-
гаем, что при потере устойчивости возбуждаются формы колебаний, часто-
ты которых ближе к критической частоте автоколебаний. Формы колебаний 
в разложении (3) выбираются так, чтобы их собственные частоты 

, ,
wN N N+

ω ω% %…  удовлетворяли условию 
wN N N∗ +

ω < ω < ω% % . Более того, формы 

колебаний в разложении (3) желательно выбрать так, чтобы ∗ω  было как 

можно ближе к числу 0.5
wN N N+

ω + ω% %( ) . 

Расчет динамической неустойчивости осуществляется итерационно. 
Сначала выбирается разложение (3). В результате расчета динамической 
неустойчивости определяется частота ∗ω . Потом по частоте ∗ω  подбирают-
ся новые собственные формы для разложения (3) и расчет повторяется, 
пока ∗ω  не будет близка к 0.5

wN N N+
ω + ω% %( ) . В результате расчета опреде-
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ляются два параметра (критическая скорость потока U∗
∞  и критическая 

частота автоколебаний ∗ω ). 
4. Численное решение гиперсингулярных интегральных уравнений. 

Гиперсингулярные интегральные уравнения (22)–(24) являются независи-
мыми и их решают отдельно. Для описания численного метода их расчета 
рассмотрим следующее гиперсингулярное интегральное уравнение: 

 ( , )f x y− =  

 
2

2 2 2 2 2
1 1 2 1 3 ( , )

1

( ) ( ) ( )R z R x y
z x r y r z− −ξ

=

 ∂  = ×
∂ ∂  − ξ + − ξ + − ξ 

∫∫ n
 

 ( )jp dRξ× ∆ ξ . (31) 

В дальнейшем рассмотрим численный анализ гиперсингулярных инте-
гральных уравнений для пологой оболочки, срединная поверхность которой 

описывается уравнением: 2 2
3 3 1 1 2 1 2( ) r r rξ = ξ ξ = − ξ −( ) . Срединную поверх-

ность оболочки разобьем на маленькие элементы поверхности. Для этого 
вдоль оси θ  произведем разбиение на M  полос, а вдоль оси y  на N  полос. 

Итак, несущая поверхность разбита на MN  элементов поверхности. 
Рассмотрим элемент поверхности с номером ( , )j ν , 1, ,j M= … , 1, ,Nν = … , 

где j , ν  – индексы, определяющие порядковые номера элементов поверх-

ности. Поверхность этого элемента обозначим jR ν
%  и определим его четырь-

мя вершинами ( , )jr ν
µ , 1, , 4µ = … , с координатами ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ,j j j jr x y zν ν ν ν

µ µ µ µ =   . 

Центры тяжести элементов поверхности обозначим ( , )jx yν . Нормаль к это-

му элементу поверхности обозначим ( , )j ν
ξn  и определим ее тремя проекци-

ями ( , ) ( , ) ( , ), ,j j jA B Cν ν ν   . По величинам этих проекций найдем направляю-

щие косинусы нормали cos jνα% , cos jνβ% , cos jνγ% . Поверхность оболочки 

такова, что cos 0jνβ =% . 

Представим план оболочки в безразмерных координатах 1 2( , )Sξ = ξ ξ ∈{  

2
1 2: 0 1, 0 1∈ ≤ ξ ≤ ≤ ξ ≤ }R  и проекцию элемента поверхности jR ν

%  на Sξ  

обозначим через jS ν
% . Интеграл (31) представим в виде суммы M N×  интег-

ралов по поверхности элементов jR ν
% . Удовлетворим тождественно интег-

ральное уравнение (31) в центрах тяжести элементов поверхности 
1 1

( , )jx yν . 

Предположим, что величина давления на элементах поверхности постоянна 
и равна jp ν∆ . Тогда сингулярное интегральное уравнение (31) сводится к 

следующей системе линейных алгебраических уравнений: 

 
1 1 1 1 1 1

1 1

( , ),      1, , ,     1, ,
M N

j j j j
j

A p f x y j M Nν ν ν ν
= ν=

∆ = − = ν =∑ ∑ … … , (32) 

где 

 
1 1

1 1

2

( , )
( , )

1

jj

j j j
z R x yR

A dR
Rz

νν

ν ν ξν
Σ =ξ

 ∂=  
∂ ∂  ∫ n%

, (33) 

1 1

2 2 2 2 2
1 1 2 1 3( ) ( ) ( )jR x r y r z− −

Σ ν= − ξ + − ξ + − ξ . Итак, для расчета элементов 
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основной матрицы системы линейных алгебраических уравнений (32) опре-
делим поверхностные интегралы (33). Эти поверхностные интегралы сведем 

к двойным интегралам по элементам плана оболочки jS ν
% : 

 
1 1

1 1

3 3 1

2

1 1 2( , ) ( , )

( )

1 ( )
j

j

j j j z R x y
S

A d d
Rz ν

ν

ν ν ν =Σξ ξ = ξ ξ

 ∂= ξ ξ ξ 
∂ ∂  ∫ n%

æ , (34) 

где 
2 2 2
2 1 1

1 2 2
2 1

( 1)
( )

r r

r

+ − ξ
ξ =

− ξ
æ . Для численного расчета интегралов (34), 

которые не принадлежат диагональным элементам матрицы ( 1j j≠ , 

1ν ≠ ν ), воспользуемся квадратурными формулами Гаусса для двойных 
интегралов. Диагональные элементы матрицы (34) содержат сингулярность. 
Эти сингулярные интегралы определяются так: 

 

( , ) ( , )
2 4

( , ) ( , )
1 1

1 2( )

j j
j

j j
j

x x y y

j j j

x x y y

A x d d

ν ν
ν

ν ν
ν

− −

ν ν
− −

= η η ×∫ ∫æ  

 

3 3 1

2

( , ) 2 2 2 2 2
( , )1 1 2 1 3

( )

1

( ) j
j

z R x yz r r z ν
ν − − =ξ

ξ = ξ ξ

 ∂  ×
 ∂ ∂ η + η + − ξ n

, (35) 

где 1 1 jxη = ξ − , 2 2 yνη = ξ − . Аналитическое значение интеграла (35) 

найдем в виде  

 
2

1
22 3 1

1 1 1

( ) 3 cos 3 cos cosj j
j j j j j j

J
A x J

r r r
ν ν ν ν ν

  ε ε  = α − γ + γ     
% % %æ . 

Здесь 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1
1 4 2 4 1, ,j j j j

j j

r
J Q y y x x Q y y x xν ν ν ν

ν ν
= − − − + − − +λ 

( ) ( )  

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1 2 1 1, ,j j j j

j jQ y y x x Q y y x xν ν ν ν
ν ν

+ − − − − − 


( ) ( ) , 

 ( , ) ( , )1
2 2 44 ( , )

2

,
3 ( )

j j
jj

j

r
J R x x y y

x x
ν ν

νν
= − − − +
λ −

( )  

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
4 2 2 1, ;j j j j

j jP y y x x R x x y yν ν ν ν
ν ν+ − − − − − −( ) ( )  

 ( , ) ( , )
1 2,j j

jP y y x xν ν
ν

− − − +


( )  

 ( , ) ( , )1
1 44 ( , )

1

;
3 ( )

j j
jj

j

r
R x x y y

x x
ν ν

νν
+ − − +
λ −

( )  

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
4 1 1 1, ;j j j j

j jP y y x x R x x y yν ν ν ν
ν ν+ − − − − − −( ) ( )  

 ( , ) ( , )
1 1,j j

jP y y x xν ν
ν

− − − 


( ) , 

 
2 2 2 2

12 2 2 1
2 12 2

12

1 , , ( , )j
j j

j

r x x r y
r R x y

r yr x

−
−

−

λ +
λ = + ε ε = =

−
, 

 
2 2 2 2

1 1

2 2 2 2
1 1

( , ) , ( , )
r y r xxP x y Q x y

xyr y r x

−

−

λ +
= =

λλ +
. 
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Таким образом, получены формулы для расчета всех интегралов (33). В 
результате решения систем линейных алгебраических уравнений (32) 
находим численные решения гиперсингулярных интегральных уравнений 
(22)–(24). 

5. Численный анализ динамической неустойчивости. Рассмотрим сво-
бодные колебания цилиндрической панели со следующими численными 
значениями параметров: 

 970.56 10E = ⋅ Па, 32.84 10sρ = ⋅ кг/м3, 0.3ν = , 

 0.27a = м,  0.127b = м,  30.39 10h −= ⋅ м,  1 4R = м. (36) 

Исследуем сходимость численного 
решения систем сингулярных инте-
гральных уравнений. Для этого рассмот-
рим сингулярное интегральное уравне-
ние (24). Система линейных алгебра-
ических уравнений (32) решалась при 
различной размерности этой системы 
NM . Для расчета коэффициентов систе-
мы линейных алгебраических уравнений 
(32) вычислялись двойные интегралы 
(33). Для расчета этих интегралов ис-
пользовались квадратурные формулы 
Гаусса. Применялись квадратурные 
формулы с разным числом точек инте-
грирования fN . Коэффициенты системы (32) определялись с различным 

числом точек интегрирования fN . В расчетах выбиралось следующее коли-

чество точек: 4, 6, 8, 10. Число разбиений основания пологой оболочки вы-
биралось 70M N= = , то есть основание делилось на 4900 равных квад-

ратных элементов. На рис. 2 показаны результаты расчетов ( )ˆ 0
1p∆  в се-

чении плана оболочки 0.5071y = . Тонкими штриховой и штрихпунктирной 

линиями показаны результаты расчетов с 4fN =  и 6fN = . Жирной 

сплошной линией представлены данные с 8fN = . Черными кругами 

показаны результаты расчета с 10fN = . 

Как следует из рис. 2, наиболее сильно результаты расчета ( )ˆ 0
1p∆  

отличаются в точке 0.51x = . Значе-

ния ( )ˆ 0
1p∆  в этой точке при различ-

ном числе точек интегрирования fN  

квадратурных формул Гаусса пред-
ставлено в табл. 1. Как следует из 
табл. 1 и рис. 2, результаты расче-
тов при 8fN =  и 10fN =  практи-

чески совпадают, то есть наблюда-
ется сходимость полученных ре-
зультатов. В дальнейшем будем проводить расчеты с 10fN = . 

Исследовалось влияние числа разбиения плана оболочки на прямо-
угольники на значения решений системы сингулярных интегральных 
уравнений (22)–(24). Для этого численно решалась система линейных 
алгебраических уравнений (32) при 50M N= =  и 70M N= = . Итак, осно-
вание пологой оболочки разбивалось на 2500 и 4900 прямоугольников. 

Таблица 1. Значения ( )ˆ 0
1p∆  в точке  

0.51x = ; 0.5071y =  

fN  N M×  x  y  (0)
1
 
p∆  

4 70×70 0.51 0.5071 0.28 
6 70×70 0.51 0.5071 0.35 
8 70×70 0.51 0.5071 0.37 
10 70×70 0.51 0.5071 0.37 
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Функция ( )ˆ 0
1p∆  рассчитана в сечении 0.25y = . Результаты расчетов 

приведены на рис. 3. Здесь сплошной 
линией представлены данные при 
разбиении области на 2500 прямоуголь-
ников, а кругами – результаты расче-
тов при 4900 точек дискретизации. По-
лученные результаты расчетов чрез-
вычайно близки. В дальнейшем будем 
использовать данные, полученные при 
разбиении области на 4900 прямоуголь-
ников. 

Исследуем динамическую неустой-
чивость оболочки в газовом потоке. На-

йдем значения параметров ∗χ , 1
∗χ , U∗

∞ , 

∗ω , при которых оболочка теряет динамическую устойчивость. При 

U U∗
∞ ∞< , 1 1

∗χ > χ  наблюдается устойчивое состояние равновесия 

конструкции. При U U∗
∞ ∞> , 1 1

∗χ < χ  наблюдается неустойчивое состояние 

равновесия, а при U U∗
∞ ∞= , 1 1

∗χ = χ  оболочка теряет устойчивость; в 
системе наблюдается бифуркация Хопфа. Итак, численные расчеты 

динамической неустойчивости сводятся к нахождению величин U∗
∞ , 1

∗χ . 
Для численного определения этих параметров решались три системы 
линейных алгебраических уравнений, описывающие уравнения (22)–(24). 
Для численного анализа динамической неустойчивости тривиального 
состояния равновесия в системе (30) рассчитывались характеристические 
показатели. Подходы к их расчету подробно рассматриваются в 
монографии [2]. Расчеты критических параметров проводились для раз-
личного числа базисных функций в разложении (3) и для различного числа 
степеней свободы в динамической системе (30). Выбор базисных функций в 
разложении (3) проводился на основании подхода, предложенного в разд. 3. 
В результате расчетов с различным числом базисных функций исследуется 

сходимость значений параметров U∗
∞ , ∗ω , при которых в системе наблю-

дается бифуркация Хопфа. 
Таблица 2. Значения критических параметров при 

различном числе степеней свободы 

Учитываемые моды wN  U∗
∞  ∗ω  ( )TU∞  ( )Tω  

10÷15 6 257.12 2571 — — 
10÷16 7 252.3 2616 — — 
9÷16 8 284.5 2528 313.7 2556.4 
9÷17 9 284.5 2528.8 — — 
10÷17 8 247.6 2567.7 — — 

Проводилось определение параметров начала динамической неустойчи-
вости оболочки в потоке с параметрами (36) и при 1.43∞ρ = кг/м3, 1 4R = м. 
Результаты расчета приведены в табл. 2. В первом столбце указаны номера 
мод собственных колебаний оболочки, которые учитываются в разложении 
(3), а во втором столбце число степеней свободы в модели (30). В третьем 
столбце показаны критические скорости потока, а в четвертом столбце 
представлены частоты начала флаттера. Для всех этих расчетов частота 
автоколебаний ∗ω  лежит между собственными частотами мод, учитывае-
мых в разложении (3). Проводилась проверка полученных результатов с 
помощью теории газового течения [8]. Результаты расчетов с помощью 
этого подхода представлены в пятом и шестом столбцах таблицы. Относи-
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тельная разница критических скоростей движения газа, полученных двумя 

методами, 
( )TU U

U

∗
∞ ∞

∗
∞

−
∆ = , составляет 10%, а относительная разница кри-

тических частот колебаний составляет 1.1%. 
Выводы. Динамическая неустойчивость пологой оболочки в дозвуковом 

газовом потоке описывается механической моделью с конечным числом 
степеней свободы. В работе предложен подход, который позволяет вывести 
эту систему уравнений движения относительно обобщенных координат, 
описывающих только изгибные колебания оболочки. Обобщенные координа-
ты продольных и крутильных колебаний учитываются из квазистатическо-
го расчета. Для выбора форм колебаний, которые учитываются в разложе-
ниях перемещений, предложено сравнивать частоту автоколебаний с соб-
ственными частотами учитываемых форм колебаний. Формы колебаний 
выбираются так, чтобы полусумма максимальной и минимальной частоты 
была как можно ближе к частоте автоколебаний. 

В этой работе предложена система гиперсингулярных интегральных 
уравнений относительно аэродинамических производных перепада давле-
ний. Эта система чрезвычайно удобна для описания поля давлений, дейс-
твующих на колеблющуюся пологую оболочку. Численное решение этой 
системы гиперсингулярных интегральных уравнений сводится с помощью 
метода дискретных вихрей к решению системы линейных алгебраических 
уравнений большой размерности. 

Исследована сходимость численного расчета аэродинамических произ-
водных перепада давления. Для взятия двойных интегралов матрицы сис-
темы линейных алгебраических уравнений рекомендовано использовать 
квадратурные формулы Гаусса с 8 точками интегрирования. Для сходимос-
ти результатов расчета аэродинамических производных основание пологой 
оболочки рекомендуется разбивать на 4900 одинаковых прямоугольников. 

Численно исследованы критические скорости потоков и критические 
частоты автоколебаний для пологих оболочек. Результаты расчетов сравни-
вались с данными, полученными по приближенной теории Теодорсена. 

Работа выполнена при поддержке Целевой комплексной программы НАН 
Украины по научным космическим исследованиям на 2012–2016 гг. в 
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ДИНАМІЧНА НЕСТІЙКІСТЬ ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК ПРИ ЇХ ВЗАЄМОДІЇ З ТРИВИМІРНОЮ 
ПОТЕНЦІАЛЬНОЮ ТЕЧІЄЮ ГАЗУ 
 
Для дослідження взаємодії коливної пологої оболонки з тривимірною дозвуковою 
течією газу отримано систему гіперсингулярних інтегральних рівнянь відносно 
аеродинамічних похідних перепаду тиску. Така система рівнянь є зручною для 
розв’язання задач аеропружності. Систему гіперсингулярних інтегральних рів-
нянь розв’язано числовим методом, який ґрунтується на методі дискретних ви-
хорів. Для моделювання коливань пологої оболонки отримано систему звичайних 
диференціальних рівнянь за допомогою методу заданих форм. Чисельно досліджено 
динамічну нестійкість рівноваги пологої оболонки у дозвуковій газовій течії. 

Ключові слова: гіперсингулярні інтегральні рівняння, динамічна нестійкість обо-
лонок, течія газу. 

 
DYNAMIC INSTABILITY OF SHALLOW SHELLS INTERACTING WITH THREE-DIMENSIONAL 
POTENTIAL GAS FLOW  
 
A system of hypersingular integral equations for the aerodynamic derivatives of the 
pressure change is derived in order to analyze the interaction between vibrating shallow 
shells and three-dimensional subsonic gas flow. This system is convenient for solving 
the aeroelasticity problems. The system of the hypersingular integral equations is solved 
numerically by making use of the discrete vortex method. The system of the ordinary 
differential equations is obtained to model the vibrations of a shallow shell by means of 
the assumed-mode method. The dynamic instability of a shallow shell in the subsonic 
gas flow is studied numerically. 

Key words: hypersingular integral equations, dynamic instability of shells, gas flow. 
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