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Досліджено осесиметричну деформацію циліндричного тіла з тонким 

сфероїдним включенням. Подано графіки зміни УКІН залежно від розмірів тіла 
та відносної жорсткості включення. Досліджено зміну концентрації 
напружень на фронтальній лінії дефекту залежно від товщини останнього та 
розмірів тіла. Для тонкого сфероїдного пружного включення здійснено аналіз 
зміни внутрішніх напружень залежно від відносної жорсткості та відношення 
розмірів включення і матриці. З’ясовано, що практично необмеженим можна 
вважати тіло із включенням, для якого відносний радіус фронтальної лінії є 
меншим за 0,4. 
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Вступ. Пружні платівкові включення є поширеним типом дефектів будови 

матеріалів, а також часто є каркасом композиційних матеріалів. Щілини та 
абсолютно жорсткі включення є лише окремими частковими (граничними) 
випадками пружних платівкових включень. Дослідження просторової задачі 
теорії пружності для тіл зі стрічковими пружними включеннями та тріщинами 
стосувалися, в основному, безмежних областей (простір, півпростір) [1, 2] та 
граничних випадків відносної жорсткості включення [3, 4, 5, 6]. Зрозуміло, що 
реальні об’єкти є тілами обмеженими, тому важливо мати оцінку відмінності 
побудованих для обмежених та безмежних областей розв’язків, зокрема й таких 
інтегральних характеристик внутрішньої концентрації напружень, якими є 
узагальнені коефіцієнти інтенсивності напружень (УКІН). 

У випадку обмежених областей рівняння специфічних підходів теорії 
тонких включень [1, 2, 7] є громіздкими і мало придатними до застосування. 
Тому для аналізу задачі слід використовувати також і числові методи, придатні 
для дослідження тонких об’єктів. Для визначення параметрів граничного стану 
за числовим розв’язком задачі розроблено низку підходів. Зокрема у [8] 
розпочато дослідження узагальнених коефіцієнтів інтенсивності напружень 
методом екстраполяції для одночленних асимптотичних розвинень і подано 
конкретні результати для тріщиноподібних дефектів. Робота [9] започаткувала 
визначення УКІН за числовим розв’язком задачі з використанням обчислення 
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 J-інтеграла. Апроксимаційний підхід визначення УКІН за знайденим біля 
вершини тонкого пружного включення полем напружень розроблено у [14]. 

1. Формулювання задачі. Розглянемо осесиметричну деформацію пружного 
ізотропного циліндра (матриці) з розміщеним в його центрі тонким пружним 
чужорідним осесиметричним включенням, серединна поверхня якого 
паралельна до основ циліндра. Включення вставлене в матрицю без 
попереднього натягу, а на їхній спільній межі задовольняються умови 
ідеального механічного контакту. На поверхнях циліндра прикладене однорідне 
нормальне навантаження, за якого задовольняються умови статичної рівноваги 
композиту. Із центром включення зв’яжемо циліндричну систему координат 
Or z , площину Or  якої сумістимо із серединною площиною включення. 
Схему задачі зображено на врізці до рис. 1. 

Межу включення виберемо у формі сильно сплюснутого еліпсоїда 
обертання (сфероїда). Відповідна задача для необмеженої матриці має 
аналітичний розв’язок [10], причому напруження всередині включення є 
сталими. Більше того, для еліпсоїдного включення у необмеженому середовищі 
справджується принцип поліноміальної консервативності [11]: якщо поле 
деформацій на безмежності є поліномом деякого степеня, то поле деформацій 
всередині включення теж буде поліномом того ж степеня. Для обмежених тіл, 
очевидно, принцип поліноміальної консервативності справджуватися не буде. 

2. Числовий аналіз задачі. Аналіз задачі здійснено методом граничних 
елементів. Внаслідок того, що для визначення параметрів граничного стану 
потрібно досліджувати розподіл напружень досить близько до межі дефекту, 
необхідно використовувати інтегральні рівняння, що є нечутливими до ефекту 
примежевого шару [12]. Для осесиметричної задачі теорії пружності відповідні 
інтегральні співвідношення для визначення напружень неперервно в усій 
області розв’язку аж до межі включно розроблено у роботі авторів [13]. Для 
визначення УКІН застосовано метод апроксимації поля напружень [14] із 
використанням двох членів асимптотичного розв’язку. Під час числового 
аналізу коефіцієнти Пуассона включення і матриці приймалися однаковими і 
рівними 0,3. Відносна жорсткість включення характеризувалася відношенням 

i mk E E , де iE , mE  – відповідно модулі пружності матеріалів включення та 
матриці. Відносна довжина включення описувалася параметром a R  . 
Окремо досліджувалося необмежене тіло, для якого зовнішня межа не 
враховувалася, однак на нескінченності діяло відповідне однорідне поле 
напружень zz p  , rr q  . 

УКІН обчислювалися для включення з відношенням півосей 100a b   
залежно від відносної жорсткості включення k  для таких значень параметра  : 
0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7. Відповідні значення нормованих УКІН 
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   *
ij ijK K a   зображені на рис. 1. Суцільні криві відповідають 

навантаженню p   ( 0q  ), а штрихові – q   ( 0p  ). 
 

 
Рис. 1. Вплив відносних жорсткості k  та довжини   включення на значення УКІН 

 
Отримані для 1010k   значення УКІН 11K  зіставлялися з відповідним 

значенням КІН IK  для тріщини в нескінченно довгому циліндрі [15]. 
Максимальне відносне відхилення не перевищувало 4 % (за 0,1   відносне 
відхилення менше за 1 %). Значення УКІН 11K , 12K , отримані відповідно для 

1010k   та 1010k  , зіставлялися також з результатами здійсненого додатково 
методом скінченних елементів розрахунку задачі для тріщини та абсолютно 
жорсткого плівкового включення. Відносне відхилення не перевищувало 1 %. 

Із рис. 1 видно, що як і для плоскої та антиплоскої деформації, для сильно 
податних включень зменшення розмірів тіла порівняно з довжиною включення 
збільшує значення УКІН. Так само для жорстких включень УКІН 12K  за своєю 
абсолютною величиною зменшується. Для сумірних жорсткостей включення і 
матриці ( 2 210 10k   ) істотний вплив розмірів тіла на УКІН не простежується. 
Для податних включень кількісний вплив зміни розмірів тіла на відхилення 
УКІН більший, ніж для жорстких. 

На рис. 2 відображено відсотковий вплив розмірів тіла та відношення 
півосей сфероїдних щілини чи абсолютно жорсткого включення на значення 
концентрації нормальних напружень матриці у місці її прилягання до 
фронтальної лінії дефекту (точка A ) 

     0 0 100%ij ij ij ij         . 
Отримані для циліндра з неоднорідністю значення концентрації напружень 

 ij   порівнювалися з числовим розв’язком задачі  0ij  для необмеженої 
матриці ( 0  ). Відхилення результатів останнього від аналітичного розв’язку 
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 [10], отриманого на основі застосування принципу поліноміальної 
консервативності, не перевищувало 0,2 %. Позначення кривих таке ж, як і для 
рис. 1. 

 
Рис. 2. Відсотковий вплив розмірів тіла та товщини сфероїдних отвору (а) і абсолютно 

жорсткого включення (б) на концентрацію напружень 

 
Із рис. 2 видно, що від відносної товщини отвору (включення) b a  

концентрація напружень залежить практично лінійно і не дуже сильно. Для 
малих   її зміна зі зростанням /b a  незначна і збільшується зі зростанням  . 
Найбільша зміна концентрації напружень залежно від відносної товщини 
дефекту спостерігається для розтягу тіла у напрямі, перпендикулярному до 
серединної площини включення. Для 1/100b a   відносні відхилення 
концентрації напружень незначно відрізняються від відносних відхилень 
відповідних УКІН. 

На рис. 3 зображено у відсотках зміну нормальних напружень у пружному 
сфероїдному включенні залежно від розмірів тіла та відносної жорсткості для 
трьох характерних точок. Навантаження прикладене у напрямі, 
перпендикулярному до серединної площини включення ( 0q  ). Схема задачі 
зображена на врізці до рис. 3. Суцільні криві відповідають відхиленню 
напружень у центрі O  включення, штрихові – у вершині A  на радіальній осі, 
штрихпунктирні – на кінці B  малої півосі. Отримані напруження зіставлялися 
із відповідними значеннями аналітичного розв’язку для включення у 
необмеженому тілі [10] (практично такі ж значення (похибка не більше 0,2 %) 
отримані і при застосуванні до необмеженого тіла запропонованої схеми МГЕ). 
Фактично отримані дані є мірою ухилення у цих точках розв’язку від 
напружень, приписаних застосуванням принципу поліноміальної 
консервативності. У розрахунках відношення півосей сфероїда дорівнювало 

1 10b a  .  
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  Криві, що характеризують відносні значення напружень в центрі O  та на 
кінці B  малої півосі включення на графіку розрізнити практично не вдається. 
Для податних сфероїдних включень всередині циліндра напруження в їх центрі 
більші за напруження у фронтальній частині. Таке поводження пояснюється 
вибором прикладеного навантаження та впливом вільного краю тіла. У 
порівнянні із плоскою задачею теорії пружності для тіла з пружним еліптичним 
включенням у квадратній матриці [16] (за тих самих геометричних пропорцій) 
вплив відносного розміру включення на зміну напружень у характерних точках 
сфероїда приблизно вдвічі менший. 

 

 
Рис. 3. Відсоткова зміна нормальних напружень у сфероїдному включенні порівняно з 

відповідними для включення у необмеженій матриці 

 
Загалом із рис. 2, 3 видно, що із похибкою менше 10 % практично 

необмеженим можна вважати тіло із включенням, для якого параметр   не 
перевищує 0,4 (для зменшення похибки до 5 % слід вважати 0,2  , а до 1 % – 

0,1  ). Можна при цьому вважати, що застосування принципу поліноміальної 
консервативності до скінченного тіла відповідних розмірів матиме в цілому 
похибку такого ж рівня. 

Висновки. Досліджено осесиметричну деформацію циліндричного тіла зі 
сплюснутим сфероїдним включенням. Подано графіки зміни УКІН залежно від 
розмірів тіла та відносної жорсткості включення. Для сильно податних 
включень зменшення розмірів тіла порівняно з довжиною включення збільшує 
значення УКІН, натомість для жорстких включень УКІН 12K  за своєю 
абсолютною величиною зменшується. Для податних включень кількісний 
вплив зміни розмірів тіла на відхилення УКІН більший, ніж для жорстких. 
Досліджено зміну концентрації напружень на фронтальній лінії дефекту 
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 залежно від товщини останнього та розмірів тіла. Відносні відхилення 
концентрації напружень незначно відрізняються від відносних відхилень 
відповідних УКІН. У порівнянні із плоскою задачею теорії пружності для тіла з 
пружним еліптичним включенням у квадратній матриці (за тих самих 
геометричних пропорцій) вплив відносного розміру включення на зміну 
напружень у характерних точках сфероїда приблизно вдвічі менший. Для 
тонкого еліптичного пружного включення здійснено аналіз зміни внутрішніх 
напружень залежно від відносної жорсткості та співвідношення розмірів 
включення і матриці. З’ясовано, що із похибкою менше 10 % практично 
необмеженим можна вважати тіло із платівковим включенням, для якого 
параметр   не перевищує 0,4 (для зменшення похибки до 5 % слід вважати 

0,2  , а до 1 % – 0,1  ). 
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Аннотация 

Исследована осесимметричная деформация цилиндрического тела с 
тонким сфероидальным включением.  Представлены графики изменения ОКИН 
в зависимости от размеров тела та относительной жесткости включения. 
Исследовано изменение концентрации напряжения по фронтальной линии 
дефекта в зависимости от толщины последнего а так же от размеров тела. Для 
тонкого сфероидального упругого включения проведен анализ изменения 
внутренних напряжений в зависимости от относительно жесткости и 
соотношения размеров включения и матрицы. Установлено, что тело с 
включением, для которого относительный радиус фронтальной линии есть 
меньше 0.4 можно считать практически бесконечным. 

Ключевые слова: осесимметричная задача, включение, композитные 
материалы, концентрация напряжений. 
 

Annotation 
This paper studies axisymmetric deformation of a cylindrical solid with a thin 

spheroidal inclusion. It shows dependence of generalized stress intensity factors on 
size of the solid and relative rigidity of the inclusion. It studies the stress 
concentration at the front line of the defect depending on the thickness of the latter 
and size of the solid. For thin spheroidal elastic inclusion it analyzes internal stress 
depending on the relative rigidity and the ratio of inclusion’s and solid’s size. It is 
shown that one can assume cylindrical solid infinite for inclusions, which relative 
radius of the front line is less than 0.4. 

Keywords: axisymmetric problem, inclusion, composite materials, stress 
concentration 

Містобудування та територіальне планування 113


	Пастернак Приходько Сулим +


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /SyntheticBoldness 1.000000
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002000d>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002000d>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e000d>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




