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ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИИ ГРИНА ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ИЗГИБА 

ОРТОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИМ 
МЕТОДОМ ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

 
Разработана методика построения функции Грина при решении задачи 

изгиба ортотропной пластины численно-аналитическим методом граничных 
элементов. Приводится общий алгоритм построения функции Грина, в 
соответствии с которым  получено ее аналитическое выражение. 

 
Ключевые слова: ортотропная пластина, функция Грина, функция 

Хевисайда, граничный элемент. 
 
Постановка проблемы и её актуальность. Развитие различных отраслей 

машиностроения, авиационно-космической техники, судостроения, 
строительства и целого ряда других направлений ставит задачи расчета 
экономичных тонкостенных систем и, в частности, пластин. 

При этом на современном этапе уровень развития производства 
характеризуется  широким внедрением новых технологий изготовления 
высокопрочных материалов, обладающих ортотропными (ортогонально 
анизотропными) свойствами.  

В силу определенных проблем математического характера получить 
аналитическое решение дифференциального уравнения изгиба ортотропной 
пластины удается не всегда. Существенную роль здесь играют условия 
закрепления краев пластины и локальные нагрузки. Широко применяются 
численные методы анализа, но здесь, как известно, нет универсального 
подхода. 

Цель статьи. Задачи механики деформируемого твердого тела сводятся, 
как правило, к одному или нескольким дифференциальным уравнениям. 
Получить их решение в замкнутом виде удается далеко не всегда, поэтому 
используются приближенные и численные методы расчета. 

Одним из быстро развивающихся в последние годы является численно-
аналитический метод граничных элементов (ЧА МГЭ), применение которого во 
многих случаях более эффективно, чем использование метода конечных 
элементов (МКЭ). С помощью ЧА МГЭ получены решения целого ряда задач 
[1, 2], однако многие вопросы остаются пока нерешенными. 
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  В работе исследуется одна из важнейших и актуальных проблем, 
возникающих при использовании алгоритма ЧА МГЭ [1] для решения задач 
изгиба ортотропных пластин — построение функции Грина. 

Изложение основного материала исследования. Основное разрешающее 
уравнение изгиба ортотропной пластины (уравнение Жермен–Лагранжа) имеет 
вид 
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где жесткости определяются формулами 
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yx EE , ― модули упругости в направлениях осей; G― модуль сдвига; h― 
толщина пластины; yxxy  , ― коэффициенты Пуассона. 

Используя метод Канторовича-Власова, уравнение (1) можно привести к 
линейному неоднородному дифференциальному уравнению с постоянными 
коэффициентами, общим решением которого будет 

).()()()()( 44332211 yyyyCyyCyyCyyCY                                       (2) 
Частное решение )(yy  в (2) зависит от вида внешней нагрузки; его 

удобно представить как 
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где       yHyYyG ,,  ― функция Грина;  yH  ― функция Хевисайда.  
Если заранее оговорить, что y , то   1yH  и тогда   
                 ., 44332211 yyCyyCyyCyyCyY                            (3) 

Константы  iC определяются из условия 
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Здесь 10 à ―  коэффициент при старшей степени дифференциального 

уравнения задачи. 
Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения задачи 

зависит от корней соответствующего ему характеристического уравнения [1] 
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.442

41 srrK                                                                                    (5) 
 
Рассмотрим вывод формулы для функции Грина применительно к 

варианту корней характеристического уравнения, который соответствует 
стесненному кручению пластины, т.е. 

02,1 K ; 14,3 rK  ; ABr 21  ; 0s ; 
 11 shry ; 12 y ; 3y ;  14 chry ;                                                              (6) 

Перепишем (4) в виде 
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или, с учетом (6), 
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Решая эту систему уравнений, получим 
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Здесь 4321 ,,, yyyy  ― это функции от .  
Подставляя в (3) значения констант 41 CC  , получим 
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При построении полной системы фундаментальных функций [3] было 

получено: 
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следовательно, 
   ,14  yAAyG                                                                             (8) 

где А ― коэффициент, вычисленный в [3].                                                  
Заключение. Можно убедиться, что построенная функция  ,yG  

обладает всеми свойствами, характерными для функции Грина:  
а)   0, yG  при ;y  
б)  ,yG  как функция от y  при фиксированном   в интервале 

 ãðy,0 , за исключаем точки ,y  удовлетворяют дифференциальному 
уравнению задачи; 

в)  ,yG  и ее производные по y  до n-го порядка включительно 
непрерывны для  грyy ,0 , за исключением точки ,y  в которой 
производные по y  непрерывны лишь до  2n  порядка, а  1n  производная 
имеет разрыв I рода со скачком 
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  д)  ,yG  для дифференциального уравнения задачи (а это 
дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами) зависит только 
от разности  y . 

Выражение (8) будет использовано в дальнейшем при построении вектора 
нагрузки в соответствии с алгоритмом численно-аналитического метода 
граничных элементов. 
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Анотація 

Розроблено методику побудови функції Гріна при вирішенні задачі згину 
ортотропної пластини чисельно-аналітичним методом граничних елементів. 
Наводиться загальний алгоритм побудови функції Гріна, відповідно до якого 
отримано її аналітичний вираз. 

Ключові слова: ортотропна пластина, функція Гріна, функція Хевісайда, 
граничний елемент. 

 
Annotation 

A method for constructing the Green's function in solving the problem of 
bending of orthotropic plates numerical-analytical boundary element method. 
Provides an algorithm for constructing the Green's function, whereby it obtained an 
analytical expression. 

Keywords: orthotropic plate, the Dirac delta function, the Heaviside function, 
boundary element.  

Містобудування та територіальне планування 285


	Сурьянинов Павленко +


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /SyntheticBoldness 1.000000
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002000d>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002000d>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e000d>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




