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В статье приводится детальный анализ кадрового обеспечения 

коммунальных предприятий города специалистами, которые способны решать 
вопросы реформирования жилищно-коммунальной сферы. 

Для ускорения реформирования жилищно-коммунального хозяйства 
городов Одесского региона, поддержания престижа специалистов 
коммунальных предприятий в статье предложены конкретные меры. 
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ANALYSIS OF STAFFING SUPPORT OF HOUSING- 

 COMMUNAL SPHERE OF THE CITY 
 

The article provides a detailed analysis of the personnel supply of municipal 
enterprises of the city by specialists who are capable of solving the issues of 
reforming the housing and communal sphere. 

In order to accelerate the reform of the housing and communal sector of the 
cities of the Odessa region, maintaining the prestige of specialists of communal 
enterprises in the article concrete measures are proposed. 
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МОДИФІКОВАНИЙ МЕТОД ПРЯМИХ, АЛГОРИТМ ЙОГО 

ЗАСТОСУВАННЯ, МОЖЛИВОСТІ ТА ПЕРСПЕКТИВИ. 
 

Приведено основні ідеї та можливості модифікованого методу прямих, 
для розв’язання задач теорії пружності та термопружності. Описана 
процедура зниження вимірності за допомогою проекційного методу Бубнова-
Петрова. Запропоновано універсальний підхід для врахування граничних умов, 
узагальнено підхід на області складної геометричної форми. Приведені основні 
метричні тензори, визначена метрика евклідового простору. Доведено 
можливості та перспективи запропонованого методу.  

Даний метод включає в себе два послідовні етапи. На першому етапі, за 
допомогою проекційного методу, виконується зниження вимірності вихідних 
диференціальних рівнянь, початкових та граничних умов. Для цього 
використовується система локально-базисних функцій. На другому етапі 
редуковані диференціальні рівняння записуються у вигляді звичайних 
диференціальних рівнянь у формі Коші, які залежать від однієї просторової 
координати. 

Редукована система рівнянь та граничних умов розв’язується чисельним 
методом Гіра. Стаття є оглядовою та включає в себе основні особливості, що 
виникають при застосуванні модифікованого методу прямих для різних задач 
теорії пружності, динаміки та термопружності. 

Ключові слова: модифікований метод прямих, теорія пружності, 
термопружність, базисні функції, проекційний метод, граничні умови, метод 
Гіра. 
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 Побудова та використання комбінованих методів для розв’язання 
практичних задач – один з найпоширеніших та ефективних наукових підходів 
будівельної механіки. Основою таких підходів є зниження вимірності вихідної 
задачі по одній чи двох просторових змінних, що спрощує отримання 
необхідних результатів. Саме на цьому шляху будувались відомі теорії 
(розрахункові моделі) – теорія згину балки, теорія згину пластини, теорія 
оболонок та інші. Для зниження вимірності використовувались певні 
припущення та гіпотези. На другому етапі комбінованих методів спочатку 
застосовувались аналітичні методи. 
 Із розвитком ЕВМ, використання чисельних методів на другому етапі 
комбінованих методів для розв’язування редукованих задач стало невід’ємною 
частиною цих методів. 
 У той же час для зниження вимірності вихідних рівнянь все частіше стали 
використовувати аналітичні методи, наприклад теорія оболонок І. Н. Векуа [1], 
причому в роботі [2] було доведено ефективність застосування сучасних 
чисельних методів на другому етапі метода Векуа. При цьому підкреслено, що 
адаптація сучасних чисельних методів на другому етапі є необхідною, але не 
завжди тривіальною. 
 Одним з найстаріших комбінованих методів є “метод прямих”, 
запропонований в 1933 році Л.В. Канторовичем [3]. Він набув розповсюдження 
в середині XX століття в роботах Вінокурова Л.П. [4, 5], Шкельова Л.Т. [6-8], 
Григоренка Я.М. [9], Григоренка О.Я., Влайкова Г.Г. [10, 11] та їх учнів. 
 З точки зору тенденцій розвитку сучасних комбінованих методів, 
класичний варіант методу прямих суттєво відрізняється від вказаних вище 
напрямків. По-перше, в класичному варіанті методу прямих для зниження 
вимірності вихідних рівнянь застосовуються чисельний метод – а саме метод 
скінченних різниць. На другому етапі застосовуються аналітичні методи для 
розв’язання редукованих рівнянь, що суттєво обмежує можливості 
застосування цього методу. Така послідовність значно звужує клас задач, які 
можуть бути розв’язані цим методом. Ці ускладнення призвели до того, що в 
іноземній практиці назва “метод прямих” відома, але метод не 
використовувався. 
 У зв’язку з прийнятою незвичною послідовністю етапів класичного 
методу прямих виникають значні проблеми при формуванні граничних умов 
для редукованих рівнянь, особливо якщо вихідні граничні умови є природними. 
 Для нестаціонарних задач теплопровідності та динаміки, класичний метод 
прямих взагалі не застосовувався. А головним недоліком класичного метода 
прямих, як показує практика, є складність застосування для розв’язання 

редукованих рівнянь сучасних чисельних методів, оскільки ці рівняння мають 
нестандартний вигляд. 
 Авторами даної роботи запропоновано і продовжує розроблятися 
модифікований варіант метода прямих [12-16], структура якого відповідає 
сучасним вимогам до комбінованих методів. На першому етапі методу 
виконується зниження вимірності вихідних рівнянь на основі проекційного 
метод Бубнова-Гальоркіна-Петрова. У якості базисних функцій 
використовуються локально зосереджені функції, пов’язані з вибором прямих. 
У роботі [13] пропонується три варіанти таких функцій. У найпростішому 
випадку – це “функції-кришки” [17]. 
 Як і в класичному варіанті метода прямих, на область, у якій визначено 
вихідні рівняння математичної фізики, наносяться N  прямих з певним кроком. 
На прямих обираються базисні функції. У найпростішому випадку область є 
прямокутною (рис.1): 

 
Рис.1. Базисні функції 

 
 Прямі будемо позначати ( 1, )iy y i N= = . Вони послідовно нумеруються 
від 1  до N (або yN ). Згідно основної ідеї класичного методу прямих: в 
двовимірній області, вздовж прямих відповідна просторова змінна (в даному 
випадку x ) змінюється неперервно, а змінна y  змінюється дискретно. Система 
базисних функцій { ( )} ( 1, )i y i Nϕ =  інтерполює значення координати y  на 
проміжок між двома сусідніми прямими. Індекс i  співпадає з номером прямої, 
вздовж якої значення базисної функції дорівнює одиниці, вздовж будь-якої 
іншої прямої значення базисної функції iϕ  дорівнює нулю, тобто 
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Згадані вище базисні функції не задовольняють граничним умовам. Але, 
як відомо з літератури [17], застосування базисних функцій в методі Бубнова-
Гальоркіна-Петрова [17] потребує, щоб граничні умови були природними. 
 Відомо, що локально зосереджені функції не можуть утворювати 
ортонормованих базисів і з точки зору функціонального аналізу є косокутніми 
системами. Щоб визначити оптимальну послідовність редукування вихідних 
рівнянь, необхідно дослідити це питання з точки зору функціонального аналізу. 
 Основна ідея проекційного методу полягає в тому, що вихідна гранична 
задача, яка розглядається в нескінченновимірному лінійному просторі 
замінюється на задачу визначену на елементах скінченновимірного лінійного 
простору, тобто задача “проектується” на скінченновимірний простір [17]. 
 Для визначення згаданого скінченновимірного лінійного простору 
вибирається його базис, а потім елементи скінченновимірного лінійного 
простору представляються лінійними комбінаціями базисних функцій: 

1
( , ) ( ) ( )

N
i i

i
f x y a x yϕ

=
= ⋅∑   

(1) 
На елементах скінченновимірного лінійного простору визначається 

важлива математична дія – скалярний добуток двох елементів, яка спочатку 
визначається для базисних функціях: 
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(2) 

потім переноситься на елементи лінійного простору, який називають 
евклідовим простором. 
 В евклідовому просторі з’являються геометричні поняття, які характерні 
для векторів. Згадані вище базиси косокутні. Щоб ефективно користуватись 
косокутними базисами в геометричному тривимірному просторі існує тензорне 
числення. Головні ідеї тензорного числення можна поширити на елементи N  - 
вимірного евклідового простору [18]. 
 Первинним і вихідним поняттям тензорної алгебри є поняття основного 
або коваріантного базису. Це будь-який базис, тобто лінійно незалежна система 
з N  функцій, пов’язаних з вибраною системою прямих. Елементи основного 
базису прийнято позначати нижніми індексами (“коваріантними”): 
{ }1 2 3( ), ( ), ( ), ..., ( )Ny y y yϕ ϕ ϕ ϕ , або { }, ( 1, )i i Nϕ = . Невід’ємним поняттям даного 
еквівалентного простору є взаємний до основного або контрваріантний базис, 
елементи якого позначаються індексами вгорі (“контрваріантними”) і 
визначаються співвідношеннями 
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Якщо базис є ортонормованим, то взаємний базис співпадає з основним. 
В усіх інших випадках основний і взаємний – це різні базиси, тільки потрібно 
пам’ятати, що взаємним до взаємного базису є основний, тобто поняття 
взаємності базисів – двозначне. Тому для однозначності викладок необхідно 
прийняти певний базис за основний. У нашому випадку за основний 
приймається система найпростіших базисних функцій, які мають ненульові 
значення в полосі навколо однієї прямої – “функції-кришки” (рис.1). Слід 
зазначити, що функції взаємні до згаданих базисів мають ненульові значення на 
всій області D . 
 Пропонується наступна послідовність побудови необхідних 
співвідношень з використанням тензорних операцій та тензорної символіки: 

1. Приймається система функцій за основний (коваріантний базис). У даній 
роботі – “функції-кришки” пов’язані з вибраними прямими. 

2. Знаходяться компоненти двічі коваріантного метричного тензора в 
евклідовому просторі з вибраним основним базисом: 

( ( ), ( ))ij i jg y yϕ ϕ=  (4) 
Відповідні інтеграли обчислюються за правилом Верещагіна і в результаті 

отримуємо трьох діагональну матрицю компонент даного тензора: 

0 0

1/ 3 1 / 6 0 0
1 / 6 2 / 3 1 / 6 0

{ } ,
0 1 / 6 2 / 3 1 / 6
0 0 1 / 6 1 / 3

ijg A де А= ∆ ⋅ = , (5) 

тут ∆  - стала відстань між прямими 
3. Обчислюється матриця компонент двічі контраваріантного метричного 

тензора, яка є оберненою до матриці компонент двічі коваріантного метричного 
тензора: 
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Беруться до уваги ще два варіанти компонент метричного тензора другого 
рангу, які називаються символами Кронекера: 
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Маючи співвідношення (6) - (7) більшість необхідних величин можна 
отримати не будуючи в явному вигляді взаємний базис, оскільки розклад його 
елементів по основному базису легко отримується: 

( ) ( )i ij
jy g yϕ ϕ= ⋅  (8) 

Має місце також обернене співвідношення: 
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( ) ( )j
i ijy g yϕ ϕ= ⋅  (9) 

Тут і далі в двочленних виразах по індексу, що повторюється, передбачається 
підсумовування в межах зміни значень цього індексу (узгодження Ейнштейна). 
Співвідношення (8), (9) важливі тензорні операції – підняття та опускання 
індексу відповідно. 
 Кожній функції змінної y , яку вважаємо залежною від y  та 
параметрично від інших змінних, наприклад – просторової x  та часової t  в 
евклідовому просторі ставиться у відповідність компонента відносно вибраного 
базису, яка позначається тією ж літерою, що й задана функція, але з певним 
індексом. 

а) Коваріантна компонента ( , , ) ( , )if x y t f x t→ , яка є коефіцієнтом у 
розкладі вихідної функції по взаємному базису  

( , , ) ( , ) ( )i
if x y t f x t yϕ= ⋅  (10) 

або моментом (інтегралом) відносно основного базису 
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б) Контраваріантна компонента ( , , ) ( , )if x y t f x t→ , яка є коефіцієнтом у 
розкладі вихідної функції по основному базису 

( , , ) ( , ) ( )i
if x y t f x t yϕ= ⋅  (12) 

або моментом (інтегралом) відносно взаємного базису 
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 Перехід від компонент одного типу до іншого виконується за допомогою 
тензорних операцій піднімання та опускання індексів: 

( , ) ( , ) ;i ij
jf x t g f x t= ⋅  (14) 

( , ) ( , )j
i ijf x t g f x t= ⋅  (15) 

Важливою є також операція заміни індексу: 
j

i j if fδ ⋅
⋅ ⋅ =  або i

j i jf fδ ⋅
⋅ ⋅ =  (16) 

У задачах математичної фізики невідомі величини, що описують фізичні 
процеси, поділяють на інтенсивні та екстенсивні невідомі. Інтенсивні невідомі в 
теорії теплопровідності – це температурна функція, в теорії пружності – 
компоненти вектора переміщень. Екстенсивні невідомі в теорії 
теплопровідності – це компоненти вектора теплового потоку, в теорії пружності 
– компоненти тензора напружень. Як правило, інтенсивні невідомі мають бути 
двічі диференційованими, натомість екстенсивні – тільки один раз. 

 У комбінованих моделях будівельної механіки інтенсивні невідомі в 
теорії згину пластин є коефіцієнтами в розкладі по степеням вертикальної 
координати {1, }y , вертикальне переміщення 0( , , ) ( , ) 1w x y z w x y= ⋅ , 0w  - 
коефіцієнт в цьому розкладі. Екстенсивні невідомі є моментами (наприклад, 
при записі напруження xσ , невідомим є інтеграл по координаті z  – згинальний 
момент). В інших комбінованих моделях будівельної механіки спостерігається 
аналогічна ситуація, в теорії оболонок переміщення в коефіцієнтах, екстенсивні 
невідомі – в моментах - ,y xQ S , та інші. Приведені функції є моментами різних 
порядків від компонент тензора напружень відносно базисних функцій {1, }y . 
 Ще більш загальна ситуація в нашому випадку. Тут поняття коефіцієнтів 
та моментів подвійне. Величина, що є коефіцієнтом відносно основного базису 
в той же час є моментом відносно взаємного і навпаки, Щоб уникнути 
непорозумінь, то коефіцієнтами будемо називати ті величини, які є 
коефіцієнтами відносно основного базису, а моментами – моменти відносно 
основного базису. 
 За аналогією до традицій будівельної механіки, редуковані рівняння 
можна побудувати у чотирьох варіантах [16]: 

1. інтенсивні невідомі – в коефіцієнтах, екстенсивні – в моментах (як в 
будівельній механіці); 
2. інтенсивні невідомі – в моментах, екстенсивні – в коефіцієнтах; 
3. інтенсивні і екстенсивні невідомі – в моментах 
4. інтенсивні та екстенсивні невідомі – в коефіцієнтах 

Як показав досвід, перший та другий варіанти призводять до редукованих 
умов складного вигляду і тому не раціональні. У четвертому варіанті усі 
невідомі величини в коефіцієнтах. У зв’язку з вибором основного базису [16] ці 
коефіцієнти мають простий фізичний зміст – це значення невідомих функцій на 
відповідних прямих. Тому даний варіант редукованих рівнянь зручно 
застосовувати для подальших розрахунків. 

Важливим питанням при застосуванні модифікованого метода прямих є 
форма запису вихідних розрахункових рівнянь, граничних та початкових умов. 
Від цього залежить ефективність побудови редукованих рівнянь та відповідних 
граничних та початкових умов. Необхідно щоб в подальшому редуковані задачі 
можна було розв’язати сучасними чисельними методами. 

Що стосується форми вихідних рівнянь, то досвід застосування 
модифікованого методу прямих свідчить про те, що найзручніше для зниження 
вимірності підходить проекційний метод, якщо вихідні рівняння мають вигляд 
системи диференціальних рівнянь в частинних похідних першого порядку по 
просторових координатах. У цьому випадку граничні умови мають вигляд 
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( )( , , ), ( ) ( , , ) ( )
h

i i

h
f x y t y f x y t y dyϕ ϕ

+

−
= ⋅∫  (13) 

 Перехід від компонент одного типу до іншого виконується за допомогою 
тензорних операцій піднімання та опускання індексів: 

( , ) ( , ) ;i ij
jf x t g f x t= ⋅  (14) 

( , ) ( , )j
i ijf x t g f x t= ⋅  (15) 

Важливою є також операція заміни індексу: 
j

i j if fδ ⋅
⋅ ⋅ =  або i

j i jf fδ ⋅
⋅ ⋅ =  (16) 

У задачах математичної фізики невідомі величини, що описують фізичні 
процеси, поділяють на інтенсивні та екстенсивні невідомі. Інтенсивні невідомі в 
теорії теплопровідності – це температурна функція, в теорії пружності – 
компоненти вектора переміщень. Екстенсивні невідомі в теорії 
теплопровідності – це компоненти вектора теплового потоку, в теорії пружності 
– компоненти тензора напружень. Як правило, інтенсивні невідомі мають бути 
двічі диференційованими, натомість екстенсивні – тільки один раз. 

 У комбінованих моделях будівельної механіки інтенсивні невідомі в 
теорії згину пластин є коефіцієнтами в розкладі по степеням вертикальної 
координати {1, }y , вертикальне переміщення 0( , , ) ( , ) 1w x y z w x y= ⋅ , 0w  - 
коефіцієнт в цьому розкладі. Екстенсивні невідомі є моментами (наприклад, 
при записі напруження xσ , невідомим є інтеграл по координаті z  – згинальний 
момент). В інших комбінованих моделях будівельної механіки спостерігається 
аналогічна ситуація, в теорії оболонок переміщення в коефіцієнтах, екстенсивні 
невідомі – в моментах - ,y xQ S , та інші. Приведені функції є моментами різних 
порядків від компонент тензора напружень відносно базисних функцій {1, }y . 
 Ще більш загальна ситуація в нашому випадку. Тут поняття коефіцієнтів 
та моментів подвійне. Величина, що є коефіцієнтом відносно основного базису 
в той же час є моментом відносно взаємного і навпаки, Щоб уникнути 
непорозумінь, то коефіцієнтами будемо називати ті величини, які є 
коефіцієнтами відносно основного базису, а моментами – моменти відносно 
основного базису. 
 За аналогією до традицій будівельної механіки, редуковані рівняння 
можна побудувати у чотирьох варіантах [16]: 

1. інтенсивні невідомі – в коефіцієнтах, екстенсивні – в моментах (як в 
будівельній механіці); 
2. інтенсивні невідомі – в моментах, екстенсивні – в коефіцієнтах; 
3. інтенсивні і екстенсивні невідомі – в моментах 
4. інтенсивні та екстенсивні невідомі – в коефіцієнтах 

Як показав досвід, перший та другий варіанти призводять до редукованих 
умов складного вигляду і тому не раціональні. У четвертому варіанті усі 
невідомі величини в коефіцієнтах. У зв’язку з вибором основного базису [16] ці 
коефіцієнти мають простий фізичний зміст – це значення невідомих функцій на 
відповідних прямих. Тому даний варіант редукованих рівнянь зручно 
застосовувати для подальших розрахунків. 

Важливим питанням при застосуванні модифікованого метода прямих є 
форма запису вихідних розрахункових рівнянь, граничних та початкових умов. 
Від цього залежить ефективність побудови редукованих рівнянь та відповідних 
граничних та початкових умов. Необхідно щоб в подальшому редуковані задачі 
можна було розв’язати сучасними чисельними методами. 

Що стосується форми вихідних рівнянь, то досвід застосування 
модифікованого методу прямих свідчить про те, що найзручніше для зниження 
вимірності підходить проекційний метод, якщо вихідні рівняння мають вигляд 
системи диференціальних рівнянь в частинних похідних першого порядку по 
просторових координатах. У цьому випадку граничні умови мають вигляд 
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алгебраїчних рівнянь, а редуковані розв’язувальні рівняння зводяться до форми 
Коші. 

Щоб записати вихідні рівняння в бажаному вигляді, в якості невідомих 
мають бути записані усі інтенсивні та екстенсивні величини. У 
теплопровідності це , , ,x y zT q q q , у теорії пружності - , , , , , , ,x y z xy yzu v w σ σ σ τ τ . 

У задачах теорії пружності, компоненти тензора деформацій виключаються з 
вихідних рівнянь за допомогою алгебраїчних співвідношень закону Гука. 

Як вихідні граничні умови розглядаються природні граничні умови 
загального типу, які отримуємо з умов рівноваги приграничної зони тіла. Для 
рівнянь теплопровідності це умови конвективного теплообміну загального 
вигляду. 

Наприклад, у випадку розрахункової функції ( , , )T x y z , визначеної на області 
D (рис.1), при вибраній системі прямих граничні умови по змінній x : 

0 0 0 0
,(0, , ) ( , ) ( (0, , ) ( , )),x x c T c cq y t q y t T y t y tα θ− = −  (17) 

,( , , ) ( , ) ( ( , , ) ( , )).l l l l
x x c T c cq l y t q y t T l y t y tα θ− = −  (18) 

Тут 0
, ( , )x cq y t , 0( , ),c y tθ  , ( , ),l

x cq y t  ( , )l
c y tθ - компоненти вектора теплового 

потоку та температура зовнішнього середовища з боку границь 0x =  та x l=  
тіла. 0

Tα  та l
Tα  - коефіцієнти тепловіддачі на цих границях. Для зручності 

застосування цих граничних умов, поділимо ліву та праву частини 
співвідношень (17) та (18) відповідно на коефіцієнти: 

( )
( )

( )
0

0 0
,0 2 20

1 (0, , ) ( , ) (0, , ) ( , ) ,
1 ( ) 1

T
x x c c

T T

q y t q y t T y t y tα θ
α α

− = −
+ +

 (19) 

( )
( )

( ),2 2

1 ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )
1 ( ) 1

l
l lT

x x c cl lT T

q l y t q y t T l y t y tα θ
α α

− = −
+ +

 (20) 

У такому вигляді граничні умови дозволяють враховувати граничні умови 

першого та другого роду. При 0Tα → , 
2

1 1,
1 ( )Tα

→
+

 
2

0,
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T
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α

α
→

+
 маємо 

0(0, , ) ( , )x xq y t q y t= , ( , , ) ( , )l
x xq l y t q y t=  - граничні умови другого роду; 

при Tα →∞  (практично приймається досить великим) 
2

1
1 ( )

T

T

α

α
→

+
, 

2

1 0,
1 ( )Tα

→
+

 маємо (0, , )T y t  - граничні умови першого роду. 

Граничні умови по дискретній координаті y  запишемо у вигляді: 

,

,

( , , ) ( , ) ( ( , , ) ( , )),

( , , ) ( , ) ( ( , , ) ( , )),
y y c T c

y y c T c

q x h t q y t T x h t x y

q x h t q y t T x h t x y

α θ

α θ

− − − − −

+ + + + +

− = −

− = −
 

де ( , )c x yθ − , ( , )c x yθ + , ( , , )yq x h t− , ( , , )yq x h t+  - температура зовнішнього 

середовища з боку поверхні y h−=  та y h+=  відповідно. 
( , , )T x h t−  - значення температурної функції на прямій з номером 1, 

( , , )T x h t+  - на прямій з номером N . Введемо позначення 1( , , ) ( , )T x h t T x t− = , 
( , , ) ( , )NT x h t T x t+ =  - дані елементи є контраваріантними компонентами 

(коефіцієнтами у розкладі по основному базису). Аналогічно 
1( , , ) ( , )y yq x h t q x t− = , ( , , ) ( , )N

y yq x h t q x t+ = . 
Відповідні граничні умови будемо використовувати у вигляді: 

1 1
,( , ) ( , ) ( , ) ( , ),y T y c T cq x t T x t q y t x tα α θ− − − −= + −  (21) 

,( , ) ( , ) ( , ) ( , )N N
y T y c T cq x t T x t q y t x tα α θ− + − += + −  (22) 

 У випадку вихідних розрахункових рівнянь теорії пружності, природні 
граничні умови найбільш загального вигляду отримуємо з рівнянь рівноваги 
приграничної зони деформованого тіла. Взаємодія поверхні тіла з оточуючим 
середовищем моделюється пружними в’язями заданої жорсткості, щоб 
враховувати розподілені по поверхні тіла кінематичні впливи та прикладені до 
поверхні тіла розподілені силові впливи. 
 Граничні умови по змінній x  приведені на рис.2 
 

 
Рис.2. Граничні умови по змінній x  

 
Тут 0 0, , ,l l

xx xy xx xyk k k k  - жорсткості пружних в’язей; 0 0, , ,l l
xx xy xx xy∆ ∆ ∆ ∆  - 

відомі значення кінематичних впливів; 0 0, , ,l l
xx xy xx xyq q q q  - силові навантаження. 

Усі впливи віднесені до одиниці площі. 
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Наприклад, у випадку розрахункової функції ( , , )T x y z , визначеної на області 
D (рис.1), при вибраній системі прямих граничні умови по змінній x : 
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Тут 0
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c y tθ - компоненти вектора теплового 

потоку та температура зовнішнього середовища з боку границь 0x =  та x l=  
тіла. 0
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Tα  - коефіцієнти тепловіддачі на цих границях. Для зручності 

застосування цих граничних умов, поділимо ліву та праву частини 
співвідношень (17) та (18) відповідно на коефіцієнти: 
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 З рівнянь рівноваги диференціального елемента приграничної зони 
отримуємо співвідношення: 

0 0 0 0

0 0 0 0

(0, , ) (0, , ) ( , ) ( , ),

(0, , ) (0, , ) ( , ) ( , ),
xx x xx xx xx

xy xy xy xy xy
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σ

τ

− = ∆ +

− = ∆ +
 

( , , ) ( , , ) ( , ) ( , ),l l l l
xx x xx xx xxk u l y t l y t k y t q y tσ+ = ∆ +  

( , , ) ( , , ) ( , ) ( , ).l l l l
xy xy xy xy xyk l y t l y t k y t q y tτ+ = ∆ +  

Для подальшого використання наведені співвідношення необхідно 
поділити на відповідні коефіцієнти, в результаті маємо рівняння при 0x =  та 
x l= : 

0 0
0 0

0 2 0 2 0 2 0 2

1 1(0, ) (0, ) ( ) ( ),
1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

xx xx
x xx xx

xx xx xx xx

k ku y y y q y
k k k k

σ− = ∆ +
+ + + +

0 0
0 0

0 2 0 2 0 2 0 2

1 1(0, ) (0, ) ( ) ( ),
1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

xy xy
xy xy xy

xy xy xy xy

k k
v y y y q y

k k k k
τ− = ∆ +

+ + + +

2 2 2 2

1 1( , ) ( , ) ( ) ( ),
1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

l l
l lxx xx

x xx xxl l l l
xx xx xx xx

k ku l y l y y q y
k k k k

σ− = ∆ +
+ + + +

2 2 2 2

1 1( , ) ( , ) ( ) ( ).
1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

l l
xy xy l l

xy xy xyl l l l
xy xy xy xy

k k
v l y l y y q y

k k k k
τ− = ∆ +

+ + + +

 

(23) 

Граничні умови в такому вигляді охоплюють кінематичні умови (якщо 
відповідне k →∞ ) та статичні умови (якщо відповідне 0k → ). Аналогічно 
приймаються граничні умови в тривимірних по просторових змінних 
рівняннях. 
 Граничні умови по дискретній змінній випливають з рівнянь рівноваги 
приграничної зони при y h−=  та h+  (рис.3). 
 

 
Рис. 3. Граничні умови при y h−=  та h+  

Тут літерою k  позначені жорсткості пружних в’язей, які забезпечують 
взаємодію тіла, що розглядається, з зовнішнім середовищем, ∆ - позначені 
кінематичні впливи, q  - силові впливи. 
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Пряма y h−=  позначається номером 1, а пряма y h+=  номером N , що 
відповідає значенням невідомих функцій на цих прямих. Оскільки відповідні 
значення елементів основного базису 1ϕ  та Nϕ  дорівнюють одиницям, то 
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Початкові умови мають стандартний вигляд. Для рівняння теплопровідності 
одна початкова умова: при 0t =  відомо значення температурної функції в усіх 
точках області D : 

0( , , ) ( , )T x y t T x y=  (26) 
 

Для динамічних рівнянь теорії пружності в початковий момент часу повинно 
бути відомим переміщення в усіх точках області D  та перша похідна від 
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Далі розглянемо послідовність та особливості побудови редукованих 
рівнянь (алгоритм зниження вимірності вихідних рівнянь). Формально, щоб 
побудувати редуковані рівняння, необхідно вихідні рівняння, граничні та 
початкові умови скалярно помножити на базисні функції (“спроектувати” на 
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Граничні умови в такому вигляді охоплюють кінематичні умови (якщо 
відповідне k →∞ ) та статичні умови (якщо відповідне 0k → ). Аналогічно 
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рівняннях. 
 Граничні умови по дискретній змінній випливають з рівнянь рівноваги 
приграничної зони при y h−=  та h+  (рис.3). 
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евклідовий простір). А точніше, кожній невідомій функції в усіх рівняннях 
поставити у відповідність сукупність її “проекцій” на кожен елемент базису, що 
визначений на відрізку [ ]0,l  осі 0x . 

Оскільки вище зазначалось, що редуковані рівняння слід будувати 
“в коефіцієнтах”, кожній функції ставити у відповідність сукупність її 
коефіцієнтів відносно прийнятого основного базису. 

На цьому етапі виникають певні особливості при проектуванні 
розрахункових рівнянь – спочатку проектують рівняння Фур’є (для рівнянь 
теплопровідності) та закону Гука (для рівнянь теорії пружності). З рівнянь 
виключаються компоненти тензора деформацій, а потім, з певними змінами, 
необхідно проектувати рівняння теплового балансу та рівняння рівноваги. 
 Прослідкуємо за послідовністю математичних перетворень на прикладі 
характерних розрахункових рівнянь теорії теплопровідності та теорії 
пружності. Для одного з рівнянь закону Фур’є: 
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   ∂ ∂
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Оскільки ( , , )yq x y t  входить до цього рівняння алгебраїчно, а залежність від 
змінних ,x t  вважається параметричною, то скалярний добуток цієї величини на 
елемент взаємного базису є контраваріантною компонентою (коефіцієнтом 
відносно основного базису). 

/

( , , ) ( , , ), ( ) ( ( ) ( ( , ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( , )

h h
i i ij

j
h h

h
ij ij

j j
h

T x y t T x y ty y dy T x t y g
y y y

T x t g y y dy g b T x t

α
α

α α
α α

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ +

− −

+

−

 ∂ ∂ ∂
= = = ∂ ∂ ∂ 

= =

∫ ∫

∫
 

Тут позначено 

/( ) ( ) ,
h

j j
h

b y y dyα αϕ ϕ
+

−

= ∫  (29) 

{ }

0,5 0,5 0 0 0
0,5 0 0,5 0 0
0 0,5 0 0 0

0 0 0 0 0,5
0 0 0 0,5 0,5

jb α

− 
 − 
 −

=  
 
 
 

− 

M
M
M

L L L O L L
M
M

 

При обчисленні інтегралу попередньо необхідно було застосувати 
операцію опускання індексу, щоб перейти від взаємного базису до основного, 
елементи якого дуже прості функції (“функції-кришки”). 

Остаточно маємо: 
( , ) ( , )i ij

y T jq x t g b T x tα
αλ= −  (30) 

 Аналогічно будується редуковане рівняння для одного з рівнянь теорії 
пружності: 
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Тут ліва частина редукованого рівняння отримана аналогічно виразу (30). 
Оскільки x  і t  необхідно розглядати в якості параметрів, то  
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евклідовий простір). А точніше, кожній невідомій функції в усіх рівняннях 
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При обчисленні інтегралу попередньо необхідно було застосувати 
операцію опускання індексу, щоб перейти від взаємного базису до основного, 
елементи якого дуже прості функції (“функції-кришки”). 
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Тут ліва частина редукованого рівняння отримана аналогічно виразу (30). 
Оскільки x  і t  необхідно розглядати в якості параметрів, то  

( , , ) ( , , ) ( , ), ( ) ( ) ( , , )
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 До рівнянь теплового балансу в теорії теплопровідності та рівнянь 
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Для обчислення такого інтегралу не можна використовувати 
безпосередньо розклад екстенсивної величини xyτ  [16], необхідно попередньо 
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У перетвореному інтегралі для його обчислення вже можна скористатися 
розкладом ( , , )xy x y zτ , у результаті до редукованого рівняння увійшли значення 
функції xyτ  на першій та останній прямій: 

1( , , ) ( , ),xy xyx h t x tτ τ− =  
( , , ) ( , ),N

xy xyx h t x tτ τ+ =  (33) 

які необхідно замінити відповідними значеннями з граничних умов (25), а у 
випадку редукованих рівнянь теплового балансу – з граничних умов (21, 22). 
Саме таким чином у редукованих рівняннях теплопровідності та теорії 
пружності враховуються впливи, що діють з боку зовнішнього середовища на 
бокові поверхні тіла, що розглядається. 
 Граничні та початкові умови для редукованих розрахункових рівнянь 
будемо отримувати з вихідних граничних (19, 20, 23) та початкових умов (26, 
27, 28), скалярним множенням їх на елементи взаємного базису. Оскільки всі ці 
умови мають вигляд алгебраїчних співвідношень, то формально їх можна 
побудувати, замінивши кожну розрахункову функцію у вихідних 
співвідношеннях контраваріантною компонентою з індексом (1, )i N=  і в 
результаті отримаємо: 
 Для рівнянь теплопровідності при 0x = : 

0
0, 0,
,0 2 0 2

1 (0, ) ( ) (0, ) ( ),
1 ( ) 1 ( )

i i i iT
x x c c

T T

q t q t T t tα θ
α α

− = −
+ +

 (34) 

0
, ,
,0 2 0 2

1 ( ( , ) ( ) ( ( , ) ( ),
1 ( ) 1 ( )

i l i i l iT
x x c c

T T

q l t q t T l t tα θ
α α

− = −
+ +

 (35) 

Для рівнянь теорії пружності: 
0 0

0, 0,

0 2 0 2 0 2 0 2

1 1(0, ) ( ) ( ) ( )
1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

i i i ixx xx
xx xx xx

xx xx xx xx

k ku t t t q t
k k k k

= ∆ + ∆ +
+ + + +

 

0 0
0, 0,

0 2 0 2 0 2 0 2

1 1(0, ) ( ) ( ) ( )
1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

xy xyi i i i
xy xy xy

xy xy xy xy

k k
v t t t q t

k k k k
= ∆ + ∆ +

+ + + +
 

(36) 

  
Модифікований метод прямих нескладно поширити на задачі, що 

визначені в областях досить складної форми. Нехай в декартовій системі 
координат розглядається плоска фігура (рис. 4) обмежена двома прямими, 
паралельними до осі 0x , y h−= , y h+=  та двома кривими лініями 1( )y f x=  та 

2 ( )y f x= . 

 
Рис. 4. 

 
Кожен горизонтальний переріз області D , що відповідає фіксованому 

значенню x , розділимо на однакову кількість ( 1)N −  ділянок однакової 

довжини 2 1( ) ( )( ) .
1

f x f xx
N
−

∆ =
−

 Множина точок з однаковим номером утворить 

геометричне місце – криву лінію 1( ( ) ( )( 1)),i x f x x iψ = + ∆ −  причому 
1 1( ) ( ),x f xψ =  2( ) ( )N x f xψ =  і саме з цими лініями зв’яжемо систему базисних 

функцій ( , ).i x yϕ  Якщо область D  прямокутна, то система описаних ліній 
перетворюється на систему прямих, з чого випливає, що застосування таких 
ліній для областей суттєво розширює можливості методу прямих. Для таких 
областей будемо зберігати назву методу “метод прямих”. 
 Система базисних функцій залежить від дискретної та неперервної 
змінних [16]. 
Скалярний добуток підкреслює залежність границь інтегрування від параметра: 

( ( ), ( )) ( ) ( )
h

h

f y g y f y g y dy
+

−

= ∫  

Особливістю зниження вимірності вихідних рівнянь для вибраних областей є 
формула зниження вимірності виразу з похідною по x  [12]: 

( )

( )

1 1

( , ) ( , ) ( ), ( , ) , ( , )

( ) ( )

x

x

h
N Ni

i i i
h

j
i ij

u x y u x y du dh xx y x y dy u
x x dx dx

dh x d xu d u
dx dx

ϕ ϕ δ

δ

+

−

+

−

∂ ∂  = = − + ∂ ∂ 

∆
+ −

∫
 (37) 

Матрицю { }ijd  наведено в роботі [15]. 

 Модифікований метод прямих легко поширюється на зниження 
вимірності рівнянь математичної фізики по двох просторових координатах. 
Нехай вихідна задача визначена в прямокутній області, віднесеної до 
прямокутної декартової системи координат 0 ,y z  та є можливість знизити 
вимірність вихідних рівнянь стаціонарної або нестаціонарної теплопровідності, 
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статичних чи динамічних рівнянь по двох просторових координатах, 
наприклад, y  та z  в прямокутній області D . 
 На область D  наноситься yN  прямих, паралельних до осі 0y  та zN  
прямих, паралельних до осі 0z . 

 
Рис. 5. 

 
 У зв’язку із застосуванням індексної форми запису по двох координатах, 
змінній y  ставляться у відповідність індекси , , , ,i j α β γ , які приймають 
значення від 1 до N , змінній , , , , .z k l ε ω η−  З кожною системою прямих 
зв’яжемо систему “функцій-кришок” ( )i yϕ  та ( )k zϕ  відповідно. Побудуємо 
систему y zN N×  функцій двох змінних 

( , ) ( ) ( ),ik i ky z y zψ ϕ ϕ= ×  1, yi N= , 1, zk N= . (38) 
Функції визначені в евклідовому просторі із скалярним добутком 

( )( , ), ( , ) ( , ), ( , )
yz

z y

hh

h h

f y z g y z f y z g y z dydz
++

− −

= ∫ ∫  

 Будь-яка функція, що описує фізичну характеристику НДС або теплового 
поля, може бути представлена у вигляді: 

( , ) ( ) ( ),ik
i kf y z f y zϕ ϕ=  (39) 

або ( , , ) ( ) ( ) ( )ik
i kF x y z F x y zϕ ϕ=  (40) 

 
Оскільки скалярний добуток функцій, визначених у прямокутній області, має 
вигляд: 

( ( , ), ( , ) ( ( ) ( ), ( ) ( ))

(( ( ) ( ))( ( ), ( )) ,

ik l
i k l

ik l ik l
i k l i kl

f y z y z f y z d y z

f d y y z z f d g g

α
α

α α
α α

ψ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

= =

=
 (41) 

 То з цього співвідношення випливає, що зниження вимірності по двох 
змінних, яке визначається скалярним добутком рівнянь на базисні функції, 

можна виконувати спочатку по одній координаті, а потім знижувати вимірність 
редукованого рівняння по іншій коорднаті. 
 У класичному варіанті методу прямих існує нестандартний підхід до 
розв’язання граничних задач, визначених у двовимірних областях неканонічної 
форми, що значно розширює застосування класичного методу прямих. Але цей 
підхід суттєво базується на можливості аналітично побудувати фундаментальну 
систему розв’язків редукованих рівнянь. Авторами даної роботи, в публікації 
[15], показано, як поширити на ці складні задачі модифікований метод прямих. 
 У згаданій роботі чисельний метод базується на зведенні граничної задачі 
до певної кількості задач Коші. Таким чином будувалася фундаментальна 
система розв’язків однорідних рівнянь, з яких утворювалась фундаментальна 
матриця ( )iz x  та частковий розв’язок неоднорідних рівнянь 0z

r
. Для збереження 

стійкості обчислювального процесу застосовувалась ортогоналізація в певних 
точках відрізку визначення. І саме тут виникали певні ускладнення, які значно 
погіршували алгоритм. Оскільки в точках ортогоналізації змінювався базис, 
система початкових розв’язків, то відповідно в кожній точці ортогоналізації 
відповідно змінювалися сталі інтегрування, які потім знаходяться з граничних 
умов. Це призводило до значного ускладнення обчислювального алгоритму. 
 Спрощення можливе за рахунок нового алгоритму розв’язування задач 
Коші. Редуковані рівняння є “жорсткими” [19]. Для розв’язування задач Коші 
для “жорстких” рівнянь використовують метод Гіра [19]. Це багатоточковий 
неявний алгоритм, який завжди стійкий і збігається з певною точністю. 
 При застосуванні методу Гіра до побудови фундаментальної матриці та 
початкового розв’язку неоднорідного рівняння не змінюється базис і відповідно 
константи інтегрування, які потім знаходяться з граничних умов. Такий підхід 
значно розширює коло задач, які зручно розв’язувати модифікованим методом 
прямих. 
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наприклад, y  та z  в прямокутній області D . 
 На область D  наноситься yN  прямих, паралельних до осі 0y  та zN  
прямих, паралельних до осі 0z . 

 
Рис. 5. 

 
 У зв’язку із застосуванням індексної форми запису по двох координатах, 
змінній y  ставляться у відповідність індекси , , , ,i j α β γ , які приймають 
значення від 1 до N , змінній , , , , .z k l ε ω η−  З кожною системою прямих 
зв’яжемо систему “функцій-кришок” ( )i yϕ  та ( )k zϕ  відповідно. Побудуємо 
систему y zN N×  функцій двох змінних 

( , ) ( ) ( ),ik i ky z y zψ ϕ ϕ= ×  1, yi N= , 1, zk N= . (38) 
Функції визначені в евклідовому просторі із скалярним добутком 
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 Будь-яка функція, що описує фізичну характеристику НДС або теплового 
поля, може бути представлена у вигляді: 

( , ) ( ) ( ),ik
i kf y z f y zϕ ϕ=  (39) 

або ( , , ) ( ) ( ) ( )ik
i kF x y z F x y zϕ ϕ=  (40) 

 
Оскільки скалярний добуток функцій, визначених у прямокутній області, має 
вигляд: 
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 То з цього співвідношення випливає, що зниження вимірності по двох 
змінних, яке визначається скалярним добутком рівнянь на базисні функції, 

можна виконувати спочатку по одній координаті, а потім знижувати вимірність 
редукованого рівняння по іншій коорднаті. 
 У класичному варіанті методу прямих існує нестандартний підхід до 
розв’язання граничних задач, визначених у двовимірних областях неканонічної 
форми, що значно розширює застосування класичного методу прямих. Але цей 
підхід суттєво базується на можливості аналітично побудувати фундаментальну 
систему розв’язків редукованих рівнянь. Авторами даної роботи, в публікації 
[15], показано, як поширити на ці складні задачі модифікований метод прямих. 
 У згаданій роботі чисельний метод базується на зведенні граничної задачі 
до певної кількості задач Коші. Таким чином будувалася фундаментальна 
система розв’язків однорідних рівнянь, з яких утворювалась фундаментальна 
матриця ( )iz x  та частковий розв’язок неоднорідних рівнянь 0z

r
. Для збереження 

стійкості обчислювального процесу застосовувалась ортогоналізація в певних 
точках відрізку визначення. І саме тут виникали певні ускладнення, які значно 
погіршували алгоритм. Оскільки в точках ортогоналізації змінювався базис, 
система початкових розв’язків, то відповідно в кожній точці ортогоналізації 
відповідно змінювалися сталі інтегрування, які потім знаходяться з граничних 
умов. Це призводило до значного ускладнення обчислювального алгоритму. 
 Спрощення можливе за рахунок нового алгоритму розв’язування задач 
Коші. Редуковані рівняння є “жорсткими” [19]. Для розв’язування задач Коші 
для “жорстких” рівнянь використовують метод Гіра [19]. Це багатоточковий 
неявний алгоритм, який завжди стійкий і збігається з певною точністю. 
 При застосуванні методу Гіра до побудови фундаментальної матриці та 
початкового розв’язку неоднорідного рівняння не змінюється базис і відповідно 
константи інтегрування, які потім знаходяться з граничних умов. Такий підхід 
значно розширює коло задач, які зручно розв’язувати модифікованим методом 
прямих. 
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редуцированные дифференциальные уравнения записываются в виде 
обыкновенных дифференциальных уравнений в форме Коши, которые зависят 
от одной пространственной координаты. 

Редуцирована система уравнений и граничных условий решается 
численным методом Гира. Статья является обзорной и включает в себя 
основные особенности, возникающие при применении модифицированного 
метода прямых для различных задач теории упругости, динамики и 
термоупругости. 
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POSSIBILITIES AND PERSPECTIVES. 
 
In this paper, the main ideas and possibilities of the modified method of lines  

for solving the problems of the theory of elasticity and thermoelasticity are presented. 
A procedure for reducing the dimensionality with the projection method of Bubnov-
Petrov is described. The universal approach for taking boundary conditions into 
account is proposed, the approach  in the region of complex geometric form is 
generalized. The basic metric tensors are given, the metric of the Euclidean space is 
defined. The possibilities and prospects of the proposed method are proved. 

This method involves two successive stages. In the first stage, with the help of 
a projection method, the dimensionality of the initial differential equations, initial and 
boundary conditions is reduced. To do this a system of locally-basic functions is 
used. At the second stage the reduced differential equations are written in the form of 
ordinary differential equations in the Cauchy's form which depend on one spatial 
coordinate. 

The reduced system of equations and boundary conditions is solved 
numerically by the Gear's method. The article is a survey and includes the main 

features that arise when applying the modified method of lines for various problems 
of the theory of elasticity, dynamics and thermoelasticity. 
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ВЫБОР РАБОЧЕЙ ЧАСТОТЫ ГЕНЕРАТОРА ПРИ МОНИТОРИНГЕ  
И КОНТРОЛЕ ПРОЦЕССОВ ВЛАГОПЕРЕНОСА В МУЗЕЙНЫХ 

ЭКСПОНАТАХ/КАРТИНАХ МЕТОДОМ ПОГЛОЩЕНИЯ  
СВЧ/КВЧ ЭНЕРГИИ  

 
 Для мониторинга и контроля процессов влагопереноса в экспонатах, по-

мещённых в музеях (например, в картинах художников – мастеров прошлых 
веков, в гобеленах, в скульптурах и пр.) предложено использовать метод по-
глощения энергии электромагнитных волн (СВЧ –радиочастотного диапазона 
и КВЧ – диапазона миллиметровых волн) нетепловой интенсивности. Кон-
троль за процессом влагопереноса в музейных экспонатах данным способом 
основан на том, что поглощение энергии СВЧ/КВЧ – электромагнитных волн 
нетепловой интенсивности при их прохождении через дисперсные системы 
(именно таковой представляется полотно художественной картины, краски, 
нанесенные на него, защитные слои (полировка) и пр.) определяется количе-
ством свободной воды и удельной проводимостью исследуемого объекта. При 
экспонировании художественных полотен в помещениях музея (картинных га-
лереях) объёмное содержание воды в системе и её удельная проводимость уве-
личиваются, достигая порою таких значений, при которых может быть 
нарушена целостность полотна (ткани полотна), появляются трещины, изги-
бы полотна, что, в конечном счёте, ведёт к его разрушению с течением време-
ни. При этом СВЧ/КВЧ – электромагнитные волны имеют нетепловую интен-
сивность именно для того, чтобы зондирующий картину/экспонат (электро-
магнитный) сигнал как падающий, так и отражённый, не создавал её/его по-
вреждение при поглощении в тонком поверхностном слое. Дополнительный 
влагоперенос внутрь экспонатов музея вызван наличием в музейном помещении 
(картинной галерее) потока посетителей, особенно в те дни, когда проводят-
ся выставки. Если имеется стабилизация поглощения СВЧ/КВЧ энергии, кото-
рую можно получить с помощью специальных систем контроля микроклимата 
музейных помещений, тогда процесс разрушения полотен/экспонатов можно 
приостановить (или, по крайней мере, существенно уменьшить). На точность 
определения параметров поглощаемой СВЧ/КВЧ энергии данным методом су-
щественно влияет ряд факторов (в частности, рабочая частота генератора 
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