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На основі прямого варіаційного методу Ейлера розроблено методику режимно-

параметричної оптимізації технічних систем. Методика дозволяє знаходити оптимальні 
параметри системи, режимні параметри та режими руху системи, що у сукупності підвищує 
ефективність її експлуатації. Оптимізація режимів виконується за інтегральними та 
термінальними критеріями, які можуть бути нелінійними. Для знаходження мінімуму 
складної багатоаргументної функції, до якої зводиться задача режимно-параметричної 
оптимізації, пропонується використання евристичних методів знаходження екстремуму. 

На прикладі оптимізації режиму розгону двомасової динамічної системи визначено 
оптимальний характер зміни її швидкості, оптимальне переміщення системи протягом 
розгону та оптимальне значення приведеного коефіцієнта жорсткості, який зв’язує дві 
приведені маси системи. Проведені розрахунки показали, що використання запропонованої 
методики супроводжується зменшенням величини критерію у порівнянні із тим, яке 
отримано із використанням класичного варіаційного методу. 

Ключові слова: оптимізація; динаміка; параметри; керування; метод Ейлера. 
 
Ловейкин В. С., Ромасевич Ю. А. «Режимно-параметрическая оптимизация 

технических систем». 
На основе прямого вариационного метода Эйлера разработана методика режимно-

параметрической оптимизации технических систем. Методика позволяет находить 
оптимальные параметры системы, режимные параметры и режимы движения системы, что в 
совокупности повышает эффективность ее эксплуатации. Оптимизация режимов 
выполняется по интегральным и терминальными критериям, которые могут быть 
нелинейными. Для нахождения минимума сложной многоаргументной функции, к которой 
сводится задача режимно-параметрической оптимизации, предлагается использование 
эвристических методов нахождения экстремума. 

На примере оптимизации режима разгона двухмассовой динамической системы 
определен оптимальный характер изменения ее скорости, оптимальное перемещение 
системы в течение разгона и оптимальное значение приведенного коэффициента жесткости, 
который связывает две приведены массы системы. Проведенные расчеты показали, что 
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использование предложенной методики сопровождается уменьшением величины критерия 
по сравнению с тем, что получено с использованием классического вариационного метода. 

Ключевые слова: оптимизация; динамика; параметры; управление; метод Эйлера. 
 
Loveikin V., Romasevych Y. “Mode-parametric optimization of technical systems”. 
On the basis of the Eulerʼs direct variational method the technique of regime-parametric 

optimization of technical systems has been devised. The technique allows to find the optimum 
system parameters, operating parameters and modes of the system, which together increases the 
efficiency of its operation. Optimization performed by the integral and terminal criteria, that can be 
nonlinear. To find the minimum multiargument function, which reduces the problem of regime-
parametric optimization, were proposed to use of heuristic methods of finding an extremum. 

For example, considering optimizing acceleration mode of a two-mass dynamic system it has 
been determined the optimal character changes of its speed, the best value of the systemʼs movement 
during acceleration and optimum value of reduced stiffness factor, that binds the two reduced mass of 
the system. Calculations have shown that using the proposed technique allows to decrease the 
criterion value in comparison with the value, which has found using the classical variational method. 

Key words: optimization; dynamic; parameters; control; Euler’s method. 
 
1. Постановка проблеми 
Задачі оптимального керування рухом технічних систем дозволяють забезпечувати 

найкращу, з деяких позицій, стратегію їх функціонування. Реалізація оптимального 
керування підвищує довговічність, енергоефективність та продуктивність роботи динамічних 
(технічних) систем, тому розробка методів розв’язування таких задач є актуальною задачею. 

Крім того, на ефективність експлуатації технічних систем впливають їх параметри, 
тож визначення таких значень параметрів, які мінімізують небажані (енерговитрати, 
динамічні навантаження тощо) та максимізують бажані (продуктивність, невисока 
матеріаломісткість) техніко-економічні показники роботи системи також є важливим 
завданням. Покращення цих показників вимагає постановки та аналізу задачі режимно-
параметричної оптимізації системи. 

 
2. Аналіз останніх досліджень і публікацій 
Питання режимно-параметричної оптимізації технічних системи вивчались у багатьох 

працях [1-6]. В цих дослідженнях знайшов відображення підхід щодо конструювання систем 
та визначення режимів їх роботи із врахуванням вимоги щодо мінімізації критеріїв різного 
фізичного змісту. Причому знаходження екстремуму критерію виконується у просторі 
параметрів системи та режимів її руху, які мають різну розмірність.  

Параметри та режими роботи систем у загальному випадку нелінійно впливають на 
величину критерію, тому, як правило, задачі режимно-параметричної оптимізації технічних 
системи є досить складними для аналізу. Реалізація розроблених у роботах [1-6] підходів дає 
змогу ґрунтовно підійти до вирішення питання удосконалення технічних систем. 
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3. Постановка мети та завдань дослідження 
Метою роботи є розробка та аналіз можливостей використання методики режимно-

параметричної оптимізації технічних систем. Для досягнення поставленої мети необхідно 
вирішити такі завдання: 1) розробити методику режимно-параметричної оптимізації 
технічних систем; 2) проілюструвати використання розробленої методики на прикладі 
оптимізації розгону двомасової системи. 

 
4. Виклад основного матеріалу 
Одним із наближених (прямих) методів знаходження розв’язку оптимізаційних задач є 

метод Ейлера [7]. Суть даного методу пояснимо на прикладі мінімізації інтегрального 
функціоналу: 

,min))(...,),(),(,(
0
 
Т n
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де Т – тривалість керованого руху системи; Р – підінтегральний вираз функціоналу; х – 
узагальнена координата руху системи; t – час; n – найвища похідна, яка входить у 
підінтегральний вираз Р. Крапка над символом означає диференціювання за часом. Для 
повної постановки задачі необхідно задати крайові умови руху системи: 
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де I та J – найвищі похідні функції х на початку та у кінці її руху відповідно. Крім того, 
будемо вимагати мінімізації термінальних функціоналів: 
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де Y та Q – найвищі похідні функції х за часом, які входять у структуру термінальних 
критеріїв. 

У випадку коли термінальні функціонали (3) є квадратичними функціями вищих 
похідних х за часом, то їх абсолютні мінімуми рівні нулю і для їх забезпечення необхідно, 
щоб  
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тобто на шукану функцію (екстремаль задачі) накладаються додаткові крайові умови. 
У відповідності до методу Ейлера розв’язок задачі (1)-(4) шукають на ломаних 

кривих, які складені із заданого числа k прямолінійних ділянок, з абсцисами вершин 

 1,1,  kmm
k
T . У цьому випадку із використанням формул дискретного диференціювання 

функцій інтеграл (1) заміняється інтегральною сумою: 
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в яку не входять дискретні величини х0…хY та хk+1+Q…хТ. Це випливає із того, що вони задані 
наперед як крайові умови (2) та додаткові крайові умови (3). 

Крім того, на величну функціоналів (1) та (3) впливає значення параметрів механічної 
системи, які позначимо br. Тому необхідно шукати такі їх значення, які б доставляли 

мінімуми критеріям (1) та (3). Необхідно вказати, що знайдені оптимальні параметри rb~  

дають змогу роботи конкретні рекомендації стосовно структури технічної системи, 
конструкційних матеріалів, параметрів кінематичних елементів (наприклад, муфт, демпферів 
коливань тощо), тобто дають інженеру-конструктору додаткову інформацію при 
проектуванні технічної системи. У цьому випадку вираз (5) необхідно доповнити, в 
результаті чого отримаємо: 
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Отже, функціонал (1) перетворюється у функцію ординат хm вершин ломаної кривої та 
параметрів системи br. Надалі необхідно обрати хm  та br так, щоб інтегральна сума (6) 
досягала екстремуму. Оскільки вираз (6) може бути нелінійним, то доцільним є 
використання евристичних методів знаходження екстремуму [8-10]. 

Для ілюстрації розробленої методики розв’яжемо оптимізаційну задачу для моделі 
руху двомасової системи, яка зображена на рис. 1. 

Модель, яка зображена на 
рис. 1, описується системою 
диференціальних рівнянь: 
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де х1 та х2 – узагальнені 
координати механічної системи 

відповідно; m1 та m 2 – приведені маси першої та другої частини системи відповідно; c – 
приведений коефіцієнт жорсткості системи; Fприв – приведена рушійна сила приводу; W – 
приведена сила опору, яка прикладена до другої частини системи. 

Наведемо інтегральний та термінальні критерії, які необхідно мінімізувати: 
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Інтегральний критерій (8) забезпечує мінімізацію динамічних зусиль у приводі та 
зменшує його енерговитрати [11]. Мінімізація термінальних критеріїв (8) дозволяє усунути 
удари у кінематичних зачепленнях приводу системи. 

 
Рис. 1 – Динамічна модель двомасової системи 
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Розглянемо режим розгону системи. Для цього режиму запишемо крайові умови руху: 
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де v – усталена швидкість руху системи у кінці розгону; s – переміщення системи у 
момент часу Т. 

Задавши 0)()0( 21  Txx   можемо забезпечити абсолютні мінімуми термінальним 
критеріям (8). Переходячи до дискретної функції можемо записати: 
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де k – кількість ділянок ламаної, на якій шукається наближений розв’язок оптимізаційної 
задачі (7)-(9) (для даної задачі приймемо k=100). 

Інтегральна сума для даної задачі представляється у вигляді: 
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Мінімізація інтегральної суми (11) виконувалась методом диференціальної 
еволюції [8]. У результаті отримано значення параметра с, режимного параметра s та 
дискретних значень х2[m]. 

Для ілюстрації отриманих результатів наведемо графіки (рис. 2), які отримані для 
наступних параметрів: m1=2400 кг; m2=2000 кг; v=2 м/с. 

Для знаходження вищих похідних дискретної функції за часом, що необхідно для 
визначення кінематичних та динамічних функцій системи, використано метод, який 
розроблений у роботі [12]. 

Із рис. 2 видно, що функції змінюються плавно, що є бажаною характеристикою руху 
системи, оскільки зменшує небажані динамічні навантаження в її елементах. 

 

   
а) б) в) 

Рис. 2 – Графіки функції руху системи при оптимальному керуванні: а) прискорення другої 
маси; б) потужність приводу; в) зусилля у пружному елементі системи 

 

Оптимізаційна задача (7)-(9) також розв’язана із використанням класичного 
варіаційного підходу. В результаті знайдено: для класичного підходу Int=9,71·107 Н2с, а для 
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методики, яка запропонована у даній роботі, Int=8,31·107 Н2с, що на 16,8 % менше. 
Термінальні критерії, із використанням розробленої методики, досягають абсолютних 
мінімумів, які рівні нулю. Використання класичного варіаційного методу дає наступні 
результати: Ter0=TerT=13,3 м2/с4, що підтверджує ефективність розробленої методики. 

 
Висновки 
Розроблено методику режимно-параметричної оптимізації технічних систем, яка 

заснована на прямому варіаційному методі Ейлера. Запропонована методика дозволила: 
1) отримати оптимальний режим руху системи при якому мінімізується 

середньоквадратичне значення приводного зусилля (значення цього критерію на 16,8 % 
менше, ніж те, що отримане із використанням класичного варіаційного методу); 

2) досягнути абсолютні мінімуми термінальних критеріїв (це дозволило усунути удари 
у кінематичних зачепленнях приводу); 

3) знайти значення приведеної жорсткості при якому інтегральний критерій є 
мінімальним (у практичному плані це дозволяє забезпечити рекомендації стосовно вибору 
муфти у приводі системи). 
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