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Exact-order estimates for the approximations of functions of classes SΩ
p,θB(Rd) by entire

functions with the spectrum of a special form in the space Lq(Rd) for some relations between
the parameters p and q, are established.

В. В. Миронюк, С. Я. Янченко. Приближение функций из обобщённых классов Николь-
ского-Бесова целыми функциями в пространствах Лебега // Мат. Студiї. – 2013. – Т.39,
№2. – C.190–202.

Получены точные по порядку оценки приближения функций из классов SΩ
p,θB(Rd)

целыми функциями со спектром специального вида в пространстве Lq(Rd) при некоторых
соотношениях между параметрами p и q.

Статтю присвячено дослiдженню апроксимативних характеристик класiв функцiй
SΩ
p,θB(Rd), що є узагальненням вiдомих класiв Нiкольського–Бєсова i при певному ви-

борi Ω збiгаються з ними. Знайдено точнi за порядком оцiнки величин наближення
функцiй з даних класiв за допомогою цiлих функцiй зi спектром спецiального вигляду.
При цьому встановлено, що у певних ситуацiях величина, яка дослiджується у данiй
роботi, i найкраще наближення функцiй з класiв SΩ

p,θB(Rd) цiлими функцiями, носiй
перетворення Фур’є яких мiститься у схiдчастому гiперболiчному хрестi ([1, 2]), мають
рiзнi порядки.

1. Означення класiв функцiй SΩ
p,θB(Rd). Нехай Rd — d-вимiрний евклiдiв простiр

i (x, y) = x1y1 + ... + xdyd для x = (x1, ..., xd) ∈ Rd, y = (y1, ..., yd) ∈ Rd. Через Lq(Rd),
1 6 q 6 ∞, позначимо простiр вимiрних функцiй f(x) = f(x1, ..., xd) зi скiнченною
нормою

‖f‖Lq :=‖f‖q:=
(∫

Rd
|f(x)|qdx

) 1
q

, 1 6 q <∞, ‖f‖L∞ :=‖f‖∞:= ess sup
x∈Rd

|f(x)|.

Для функцiї f ∈ Lq(Rd) i l ∈ N розглянемо рiзницю l-го порядку за змiнною xj з
кроком hj

∆l
hj
f(x):=

l∑
n=0

(−1)l−nCn
l f(x1, ..., xj−1, xj + nhj, xj+1, ..., xd).
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Також означимо кратну рiзницю l-го порядку з векторним кроком h = (h1, . . . , hd)
∆l
hf(x):=∆l

hd

(
∆l
hd−1

...(∆l
h1
f(x))

)
i мiшаний модуль неперервностi функцiї f ∈ Lq(Rd)

Ωl(f, t)q:= sup
|h|6t
‖∆l

hf(·)‖q.

Тут t = (t1, ..., td), tj > 0, j ∈ {1, . . . , d} (далi будемо писати t > 0), |h| = (|h1|, ..., |hd|) i
нерiвнiсть |h| 6 t означає, що |hj| 6 tj, j ∈ {1, . . . , d}.

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — функцiя типу мiшаного модуля неперервностi порядку l,
тобто функцiя визначена на Rd

+, що задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, t > 0 i Ω(t) = 0, якщо
∏d

j=1 tj = 0;
2) Ω(t) неспадна за кожною змiнною;
3) Ω(t) неперервна на Rd

+;

4) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) 6 (
∏d

j=1mj)
lΩ(t), mj ∈ N, j ∈ {1, . . . , d}.

Множину таких функцiй Ω позначимо через Ψl.
Додатково вимагатимемо, щоб функцiї Ω задовольняли умови (S) та (Sl), якi ще

називають умовами Барi–Стєчкiна ([3]) i якi полягають у наступному:

а) функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) > 0 задовольняє умову (S) з α > 0, якщо ϕ(τ)/τα

майже зростає при τ > 0, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2 стала C1 > 0, що

ϕ(τ1)

τα1
6 C1

ϕ(τ2)

τα2
, 0 < τ1 6 τ2 6 1;

б) функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) > 0 задовольняє умову (Sl), якщо iснує γ, 0 < γ < l,
таке, що ϕ(τ)/τ γ майже спадає при τ > 0, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2

стала C2 > 0, що
ϕ(τ1)

τ γ1
> C2

ϕ(τ2)

τ γ2
, 0 < τ1 6 τ2 6 1.

Вважатимемо, що Ω(t) задовольняє умови (S) та (Sl), якщо Ω(t) задовольняє цi
умови за кожною змiнною tj для всiх можливих фiксованих ti, i 6= j. У випадку, коли
для Ω виконується умова (S), будемо говорити, що Ω належить множинi Sα, а якщо
умова (Sl) — множинi Sl. Стверджуючи це (також i для функцiї ω однiєї змiнної),
використовуватимемо запис Ω ∈ Φα,l, l ∈ N (вiдповiдно — ω ∈ Φα,l), де множина Φα,l

визначається спiввiдношенням Φα,l = Ψl ∩ Sα ∩ Sl.
Зазначимо, що до множини Φα,l належать, наприклад, функцiї

Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) =


d∏
j=1

t
rj
j{

log 1
tj

}bj
+

, якщо tj > 0, j ∈ {1, . . . , d};

0, якщо
d∏
j=1

tj = 0,

де {log τ}+ = max {1; log τ}, rj, bj ∈ R, α < rj < l, j ∈ {1, . . . , d}.
Нехай, далi, ed:={1, 2, ..., d}, d ∈ N, i e:={j1, ..., jm}, m 6 d, m ∈ N, 1 6 j1 < j2 < ...

... < jm 6 d, e ⊂ ed, te:=(tj1 , . . . , tjm), te:=(t1, . . . , td), де

ti =

{
ti, i ∈ e;
1, i ∈ ed\e.



192 В. В. МИРОНЮК, С. Я. ЯНЧЕНКО

Простори SΩ
p,θB(Rd), 1 6 p 6 ∞, 1 6 θ 6 ∞ i Ω ∈ Ψl означаються так (див.,

наприклад, [1, 2])
SΩ
p,θB(Rd):={f ∈ Lp(Rd) : ‖f‖SΩ

p,θB(Rd) <∞},
де

‖f‖SΩ
p,θB(Rd):=‖f‖p +

∑
e⊂ed

 2∫
0

· · ·
2∫

0

(Ωle(f, t
e)p

Ω(t
e
)

)θ∏
j∈e

dtj
tj


1
θ

,

якщо 1 6 θ <∞, та

‖f‖SΩ
p,∞B(Rd):=‖f‖p +

∑
e⊂ed

sup
te>0

Ωle(f, t
e)p

Ω(t
e
)

,

Ωle(f, t
e)q:= sup

|he|6te
‖∆le

hef(·)‖q, he:=(hj1 , . . . , hjm), ∆le

hef(x):=∆l
hjm

(
∆l
hjm−1

...(∆l
hj1
f(x))

)
.

Зауважимо, що простори функцiй SΩ
p,θB(Rd) є узагальненням вiдомих просторiв

Srp,θB(Rd). У випадку, якщо Ω(t) = tr11 · . . . · t
rd
d , r = (r1, . . . , rd), 0 < rj < l, j ∈ {1, . . . , d},

простори SΩ
p,θB(Rd) та Srp,θB(Rd) збiгаються. Нагадаємо, що простори Srp,θB(Rd) введенi

Т. I. Амановим ([4]) i у випадку θ = ∞ збiгаються з просторами SrpH(Rd), якi вперше
були розглянутi С. М. Нiкольським ([5]). Надалi, для спрощення записiв, використо-
вуватимемо замiсть SΩ

p,θB(Rd), а також Srp,θB(Rd) та SrpH(Rd) позначення SΩ
p,θB, Srp,θB i

SrpH, вiдповiдно.
Сформулюємо результат про еквiвалентне зображення норми функцiй з просторiв

SΩ
p,θB ([1]). Це зображення iстотно використовується при доведеннi одержаних резуль-

татiв i базується на поняттi перетворення Фур’є.
Отже, нехай S = S(Rd) — простiр Шварца основних нескiнченно диференцiйовних

на Rd комплекснозначних функцiй ϕ, що спадають на нескiнченностi разом зi своїми
похiдними швидше за будь-який степiнь функцiї (x2

1 + . . . + x2
d)
−1/2 (див., наприклад,

[6, 7, гл. 2]). Через S ′ позначимо простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв на S.
Зазначимо, що елементами простору S ′ є узагальненi функцiї. Якщо f ∈ S ′ i ϕ ∈ S, то
〈f, ϕ〉 позначає значення f на ϕ.

Перетворення Фур’є Fϕ : S → S визначається за формулою

(Fϕ)(λ) =
1

(2π)d/2

∫
Rd
ϕ(t)e−i(λ,t)dt ≡ ϕ̃(λ),

де λ = (λ1, . . . , λd) ∈ Rd, t = (t1, . . . , td) ∈ Rd.
Обернене перетворення Фур’є F−1ϕ : S → S задається так

(F−1ϕ)(t) =
1

(2π)d/2

∫
Rd
ϕ(λ)ei(λ,t)dλ ≡ ϕ̂(t).

Перетворення Фур’є узагальненої функцiї f ∈ S ′ (для нього ми зберiгаємо те ж позна-
чення) визначається формулою

〈Ff, ϕ〉 = 〈f,Fϕ〉, (〈f̃ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̃〉), де ϕ ∈ S.
Обернене перетворення Фур’є узагальненої функцiї f ∈ S ′ також позначимо F−1f , i
визначається воно подiбно до прямого перетворення Фур’є за правилом

〈F−1f, ϕ〉 = 〈f,F−1ϕ〉, (〈f̂ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̂〉).
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Зазначимо, що для 1 < p <∞, iснує природне неперервне вкладення Lp(Rd) в S ′ i в
цьому сенсi функцiї з Lp(Rd) ототожнюються з елементами з S ′.

Далi для кожного вектора s = (s1, ..., sd), sj ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d}, розглянемо множи-
ну P2s :=

{
λ = (λ1, . . . , λd) : η(sj)2

sj−1 6 |λj| < 2sj , λj ∈ R, j ∈ {1, . . . , d}
}
, де η(0) = 0 i

η(t) = 1, t > 0, i покладемо ρ+(s):=P2s ∩ Zd+.
Скрiзь нижче у текстi вживається запис A � B, який означає, що для невiд’ємних

величин A та B, залежних вiд деякої сукупностi параметрiв, iснує додатна стала C
така, що C−1A 6 B 6 CA. Якщо B 6 CA (B > C−1A), то пишемо B � A (B � A).

Нехай A ⊂ Rd — деяка множина. Позначимо через χA характеристичну функцiю
множини A i для f ∈ Lp(Rd) покладемо δ∗s(f, x) = F−1

(
χP2s

Ff
)
.

Теорема А ([1]). Нехай 1 < p <∞ i Ω ∈ Φα,l. Функцiя f належить до простору SΩ
p,θB,

1 6 θ <∞, тодi i тiльки тодi, коли{∑
s>0

Ω−θ(2−s)‖δ∗s(f, ·)‖θp
} 1
θ
<∞,

до того ж

‖f‖SΩ
p,θB
�
{∑

s>0
Ω−θ(2−s)‖δ∗s(f, ·)‖θp

} 1
θ
,

де Ω(2−s) = Ω(2−s1 , . . . , 2−sd).
Функцiя f належить до простору SΩ

p,∞B тодi i тiльки тодi, коли

sup
s>0

‖δ∗s(f, ·)‖p
Ω(2−s)

<∞,

до того ж

‖f‖SΩ
p,∞B

� sup
s>0

‖δ∗s(f, ·)‖p
Ω(2−s)

.

Зауважимо, що твердження подiбне до теореми А для просторiв Srp,θB доведене
П. I. Лiзоркiним та С. М. Нiкольським ([8]). Надалi пiд класом SΩ

p,θB розумiтимемо
множину функцiй f ∈ Lp(Rd), для яких ‖f‖SΩ

p,θB
6 1 i при цьому збережемо для класiв

SΩ
p,θB тi ж позначення, що й для просторiв SΩ

p,θB.

2. Означення апроксимативних характеристик. Перш нiж безпосередньо пере-
йти до означення дослiджуваної апроксимативної характеристики наведемо необхiднi
позначення та означення.

Носiєм узагальненої функцiї f називатимемо замикання N такої множини точок
N ⊂ Rd, що для довiльної ϕ ∈ S, яка дорiвнює нулю на N, виконується рiвнiсть
〈f, ϕ〉 = 0. Носiй узагальненої функцiї f позначатимемо через supp f .

Нехай Θ — деяка множина в Zd+, M = M(Θ) =
⋃
s∈Θ P2s . Тодi, для f ∈ Lq(Rd),

1 < q <∞, покладемо
SM(f, x) =

∑
s∈Θ

δ∗s(f, x). (1)

Зауважимо, що SM(f, x) є цiлою функцiєю, яка належить до простору Lq(Rd) (див.,
наприклад, [6]) i suppSM(f, x) ⊆M.

Далi, для f ∈ Lq(Rd) розглянемо апроксимативну характеристику

eFM
(
f
)
q

= inf
Θ: measM(Θ)6M

‖f(·)− SM(f, ·)‖q ,

де measA позначає лебегову мiру множини A.
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Якщо K ⊂ Lq(Rd) — деякий клас функцiй, то покладемо

eFM
(
K
)
q

= sup
f∈K

eFM
(
f
)
q
. (2)

Наведемо означення ще однiєї апроксимативної характеристики, яку ми використо-
вуватимемо у подальших мiркуваннях.

Для f ∈ Lq(Rd), 1 < q <∞, позначимо SQn(f, x) =
∑

s∈∆n
δ∗s(f, x), де ∆n =

{
s ∈

Zd+ : ‖s‖1 6 n
}
, ‖s‖1 = s1 + . . . + sd, Qn =

⋃
s∈∆n

P2s . Вiдзначимо, що якщо Θ = ∆n,
то SM(f, x) збiгається з SQn(f, x). Множина Qn називається схiдчастим гiперболiчним
хрестом.

Для f ∈ Lq(Rd) покладемо EQn
(
f
)
q

=
∥∥f(·)− SQn(f, ·)

∥∥
q
i, вiдповiдно, для функцiо-

нального класу K ⊂ Lq(Rd)

EQn
(
K
)
q

= sup
f∈K
EQn
(
f
)
q
. (3)

Зауважимо, що знаходженню точних за порядком оцiнок величин (3) у класах фун-
кцiй Srp,θB за певних спiввiдношень мiж параметрами p, q i θ присвячена стаття [9], а
на класах SΩ

p,θB — статтi [1, 2].
Дослiдження величини (2) на класах Srp,θB проводилося у статтi [10]. Вiдзначимо та-

кож статтi [11, 12], в яких дослiджувалися аналоги величин (2) для класiв Нiкольського-
Бєсова перiодичних функцiй вiд багатьох змiнних та їх узагальнень.

3. Допомiжнi твердження. Наведемо ще декiлька тверджень, якi ми використаємо
у подальших доведеннях.

Теорема Б (Лiттлвуда–Пелi, див., наприклад, [13, c. 81]). Нехай 1 < p <∞. Iснують
додатнi числа C3, C4 такi, що для кожної функцiї f ∈ Lp(Rd) виконуються спiввiдноше-
ння

C3‖f‖p 6

∥∥∥∥∥
(∑

s>0

|δ∗s(f, ·)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

6 C4‖f‖p.

Теорема B ([2]). Нехай 1 < p < q < ∞ i Ω(t) = ω (t1 · . . . · td), де ω ∈ Φα,l з α > 1
p
− 1

q
.

Тодi для 1 6 θ 6∞ виконується порядкове спiввiдношення

EQn
(
SΩ
p,θB

)
q
� ω(2−n)2n(

1
p
− 1
q )n

(d−1)( 1
q
− 1
θ )+ ,

де a+ = max{a, 0}.

Теорема Г ([1]). Нехай 1 < p < ∞, 1 6 θ 6 ∞ i Ω(t) = ω (t1 · . . . · td), де ω ∈ Φα,l з
α > 0. Тодi виконується порядкове спiввiдношення

EQn
(
SΩ
p,θB

)
p
� ω(2−n)n

(d−1)( 1
p∗−

1
θ )+ ,

де a+ = max{a, 0}, p∗ = min{p, 2}.

Додатково сформулюємо два твердження, якi для перiодичних функцiй встановленi
в [14, c. 25–28] i справджуються також для функцiй f ∈ Lq(Rd).
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Лема А ([9]). Нехай 1 < p < q <∞ i f ∈ Lq(Rd). Тодi

‖f‖q �

(∑
s>0

‖δ∗s(f, ·)‖qp2
q( 1

p
− 1
q )‖s‖1

) 1
q

. (4)

Лема Б. Нехай 1 < q < p <∞ i f ∈ Lq(Rd). Тодi

‖f‖q �

(∑
s>0

‖δ∗s(f, ·)‖qp2
q( 1

p
− 1
q )‖s‖1

) 1
q

. (5)

4. Основнi результати.

Теорема 1. Нехай 1 < p < q < ∞, 1 6 θ 6 ∞ i Ω(t) = ω(t1 · . . . · td), де ω ∈ Φα,l з
α > max

{
1
p
− 1

q
; 1
p
− 2

q
+ 1

θ

}
. Тодi для будь-яких натуральних n та M = M(n) таких, що

M � 2nnd−1, справджується порядкове спiввiдношення

eFM
(
SΩ
p,θB

)
q
� ω(2−n)2n(

1
p
− 1
q )n(d−1)( 1

q
− 1
θ ). (6)

Доведення. У доведеннi використовуватимемо вiдповiдно модифiкованi мiркування зi
статей [10, 11].

Отримаємо спочатку оцiнку зверху. У випадку θ > q маємо α > 1
p
− 1

q
, тому потрiбна

оцiнка випливає з оцiнки наближення класiв SΩ
p,θB цiлими функцiями SQn(f, ·) за умови,

що M � 2nnd−1 (див. теорему B).
Залишається отримати оцiнку зверху у випадку 1 6 θ < q. Нехай f ∈ SΩ

p,θB,
1 6 θ < q. Для кожного n ∈ N виберемо числа M = M(n) так, щоб виконувалось
спiввiдношення M � 2nnd−1 i покладемо n0 = [n + (d − 1) log n], де [a] — цiла частина
числа a.

Побудуємо множину Θ ⊂ Zd+ i вiдповiдно цiлу функцiю SM(f, x), за допомогою якої
будемо здiйснювати наближення функцiї f ∈ SΩ

p,θB. З цiєю метою спочатку включи-
мо в Θ множину ∆n, а далi будемо розширювати її за рахунок включення необхiдної
кiлькостi векторiв s з множин Θ(l) = {s ∈ Zd+ : ‖s‖1 = l}, де l ∈ N i n < l 6 n0.

Кожному l ∈ N, n < l 6 n0, поставимо у вiдповiднiсть величину

Bl =

( ∑
s∈Θ(l)

Ω−θ(2−s)‖δ∗s(f, ·)‖θp
) 1

θ

(7)

i виберемо число ml, яке не перевищує кiлькостi елементiв множини Θ(l), при цьому
ml �

[
2nnd−12−lBθ

l

]
+1. Далi для довiльного l ∈ N, l ∈ (n, n0], через ai(f, l), i ∈ {1, 2, . . . },

позначимо члени спадної перестановки чисел ‖δ∗s(f, ·)‖p, s ∈ Θ(l), а через Θ̃(l) — набiр з
ml векторiв s ∈ Θ(l), яким вiдповiдають найбiльшi значення ‖δ∗s(f, ·)‖p. Тепер покладемо
Θ = ∆n ∪

⋃n0

l=n+1 Θ̃(l). Так ми побудували множину векторiв Θ ⊂ Zd+ i разом з нею
функцiю

SM(f, x) =
∑
s∈Θ

δ∗s(f, x), M =
⋃
s∈Θ

P2s ,

за допомогою якої здiйснюватимемо наближення функцiї f ∈ SΩ
p,θB.



196 В. В. МИРОНЮК, С. Я. ЯНЧЕНКО

Доведемо, що meas M�M . Скориставшись тим, що

∑
s∈∆n

2‖s‖1 =
n∑
j=1

∑
s∈Θ(j)

2‖s‖1 =
n∑
j=1

2j
∑
s∈Θ(j)

1 �
n∑
j=1

2jjd−1 � 2nnd−1, (8)

i врахувавши вибiр чисел ml, можемо записати

measM�
∑
s∈∆n

2‖s‖1 +

n0∑
l=n+1

2lml � 2nnd−1 +

n0∑
l=n+1

2lml � 2nnd−1+

+2nnd−1

n0∑
l=n+1

∑
s∈Θ(l)

Ω−θ(2−s)‖δ∗s(f, ·)‖θp � 2nnd−1 + 2nnd−1‖f‖θSΩ
p,θB
� 2nnd−1 �M.

Перейдемо тепер до встановлення оцiнки наближення. Для f ∈ SΩ
p,θB маємо

∥∥f(·)− SM(f, ·)
∥∥
q

=

∥∥∥∥f(·)−
∑
s∈∆n0

δ∗s(f, ·) +
∑

s∈∆n0\Θ

δ∗s(f, ·)
∥∥∥∥
q

6

6

∥∥∥∥f(·)−
∑
s∈∆n0

δ∗s(f, ·)
∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥ ∑
s∈∆n0\Θ

δ∗s(f, ·)
∥∥∥∥
q

= I1 + I2. (9)

Використавши теорему B при 1 6 θ < q, а також врахувавши вибiр числа n0 i те,
що ω задовольняє умову (S) з α > 1

p
− 2

q
+ 1

θ
, отримаємо

I1 � ω(2−n0)2n0( 1
p
− 1
q ) =

ω(2−n0)

2−αn0
2−n0(α− 1

p
+ 1
q ) � ω(2−n)

2−αn
2−n(α−

1
p

+ 1
q )n−(d−1)(α− 1

p
+ 1
q ) =

= ω(2−n)2n(
1
p
− 1
q )n−(d−1)(α− 1

p
+ 2
q
− 1
θ )n(d−1)( 1

q
− 1
θ ) � ω(2−n)2n(

1
p
− 1
q )n(d−1)( 1

q
− 1
θ ). (10)

Для оцiнки I2, використавши спiввiдношення (4), а також врахувавши значення
чисел ai(f, l), можемо записати

I2 =

∥∥∥∥ ∑
s∈∆n0\Θ

δ∗s(f, ·)
∥∥∥∥
q

�

 ∑
s∈∆n0\Θ

‖δ∗s(f, ·)‖qp2
q( 1

p
− 1
q )‖s‖1

 1
q

�

�

(
n0∑

l=n+1

∑
i>ml

aqi (f, l)2
l( 1
p
− 1
q )q
) 1

q

=

(
n0∑

l=n+1

∑
i>ml

aθi (f, l)a
q−θ
i (f, l)2l(

1
p
− 1
q )q
) 1

q

�

�

(
n0∑

l=n+1

∑
i>ml

aθi (f, l)i
− q−θ

θ ωq−θ(2−l)Bq−θ
l 2l(

1
p
− 1
q )q
) 1

q

6

6

(
n0∑

l=n+1

m
− q−θ

θ
l ωq−θ(2−l)Bq−θ

l 2l(
1
p
− 1
q )q
∑
i>ml

aθi (f, l)

) 1
q

�

�

 n0∑
l=n+1

m
− q−θ

θ
l ωq−θ(2−l)Bq−θ

l 2l(
1
p
− 1
q )q

∑
s∈Θ(l)

‖δ∗s(f, ·)‖θp

 1
q

�
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�

 n0∑
l=n+1

m
− q−θ

θ
l ωq−θ(2−l)Bq−θ

l 2l(
1
p
− 1
q )qωθ(2−l)

∑
s∈Θ(l)

Ω−θ(2−s)‖δ∗s(f, ·)‖θp

 1
q

�

�

(
n0∑

l=n+1

m
− q−θ

θ
l 2l(

1
p
− 1
q )qωq(2−l)Bq−θ

l Bθ
l

) 1
q

=

(
n0∑

l=n+1

m
− q−θ

θ
l 2l(

1
p
− 1
q )qωq(2−l)Bq

l

) 1
q

. (11)

Далi, пiдставивши в останню суму з (11) замiсть ml їхнi значення, отримаємо

I2 � (2nnd−1)
1
q
− 1
θ

(
n0∑

l=n+1

2lq(
1
p
− 2
q

+ 1
θ )ωq(2−l)Bθ

l

) 1
q

. (12)

Враховуючи, що ω задовольняє умову (S) з α > 1
p
− 2

q
+ 1
θ
, а також спiввiдношення (7),

продовжимо оцiнку (12)

I2�(2nnd−1)
1
q
− 1
θ
ω(2−n)

2−αn

(
n0∑

l=n+1

2−lq(α−( 1
p
− 2
q

+ 1
θ ))Bθ

l

) 1
q

�(2nnd−1)
1
q
− 1
θ
ω(2−n)

2−αn
2−n(α−

1
p

+ 2
q
− 1
θ )×

×

(
n0∑

l=n+1

Bθ
l

) 1
q

= ω(2−n)2n(
1
p
− 1
q )n(d−1)( 1

q
− 1
θ )


 n0∑
l=n+1

∑
s∈Θ(l)

‖δ∗s(f, ·)‖θpΩ−θ(2−s)

 1
θ


θ
q

�

� ω(2−n)2n(
1
p
− 1
q )n(d−1)( 1

q
− 1
θ )‖f‖

θ
q

SΩ
p,θB

6 ω(2−n)2n(
1
p
− 1
q )n(d−1)( 1

q
− 1
θ ). (13)

З (9), враховуючи (10), (13), а також те, що measM�M , отримаємо оцiнку зверху
в (6) у випадку 1 6 θ < q.

Тепер встановимо в (6) оцiнку знизу. Для цього побудуємо екстремальнi функцiї
f ∈ SΩ

p,θB, якi її реалiзують. Покладемо

Dk(x) =
d∏
j=1

Dkj(xj), k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd+, Dkj(xj) =

√
2

π

(
2 sin

xj
2

cos
2kj + 1

2
xj

)
· x−1

j .

У статтi [9] для перетворення Фур’є функцiї Dk доведено рiвнiсть

FDk(x) = χk(x) =
d∏
j=1

χkj(xj),

де χkj(xj) =


1, kj < |xj| < kj + 1;
1
2
, |xj| = kj або |xj| = kj + 1;

0 — в iнших випадках,
χ0(xj) =


1, |xj| < 1;
1
2
, |xj| = 1;

0, |xj| > 1.

Вiдповiдно для оберненого перетворення маємо F−1χk(x) = Dk(x).
Нехай M i l = l(M) ∈ N — числа пов’язанi спiввiдношеннями 2lld−1 � M i

2lld−1 > 2M . Розглянемо функцiю

F (x) =
∑
s∈∆l

∑
k∈ρ+(s)

Dk(x).
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Використавши вiдому оцiнку ([9])

‖δ∗s(F, ·)‖p =

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ+(s)

Dk(·)
∥∥∥∥
p

� 2‖s‖1(1− 1
p), 1 < p <∞, (14)

та спiввiдношення (8), при 1 6 θ <∞ за теоремою А отримаємо

‖F‖SΩ
p,θB
�

(∑
s∈∆l

Ω−θ(2−s)‖δ∗s(F, ·)‖θp

) 1
θ

=

∑
s∈∆l

Ω−θ(2−s)

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ+(s)

Dk(·)
∥∥∥∥θ
p

 1
θ

�

�

(∑
s∈∆l

Ω−θ(2−s)2‖s||1(1− 1
p)θ
) 1

θ

� ω−1(2−l)2l(1− 1
p)l

d−1
θ .

Отже, функцiя f1(x) = C5ω(2−l)2l(
1
p
−1)l−

d−1
θ F (x) з деякою сталою C5 > 0 належить

до класу SΩ
p,θB, 1 6 θ <∞.

Якщо ж θ =∞, то, використавши (14), отримаємо

‖F‖SΩ
p,∞B

� sup
s∈∆l

Ω−1(2−s)‖δ∗s(F, ·)‖p � ω−1(2−l)2l(1− 1
p),

тобто функцiя f2(x) = C6ω(2−l)2l(
1
p
−1)F (x), належить до класу SΩ

p,∞B з деякою сталою
C6 > 0.

Доведемо, що побудованi вище функцiї f1 та f2 реалiзують оцiнку знизу в (6). Для
цього скористаємось вiдомим спiввiдношенням (див., наприклад, [15, c. 22]), яке для
функцiй f ∈ Lq(Rd) i g ∈ Lq′(Rd) має вигляд

‖f‖q = sup
‖g‖q′61

∫
Rd
|f(x)g(x)|dx, 1

q
+

1

q′
= 1.

Нехай f ∈ SΩ
p,θB i SM(f, x) — цiла функцiя вигляду (1), носiй перетворення Фур’є

якої мiститься у множинi M =
⋃
s∈Θ P2s , measM 6 M . Тодi, за наведеним вище спiв-

вiдношенням, можемо записати

‖f(·)− SM(f, ·)‖q = sup
‖g‖q′61

∫
Rd

∣∣(f(x)− SM(f, x)
)
g(x)

∣∣ dx. (15)

Покладемо g(x) = C72−
l
q l
− d−1

q′ F (x), C7 > 0, i зауважимо, що, як доведено у стат-
тi [10], при деякому C7 > 0 виконується нерiвнiсть ‖g‖q′ 6 1.

Нехай 1 6 θ <∞. Пiдставивши в (15) функцiї f1 та g та врахувавши, що M � 2lld−1

i ‖g‖q′ 6 1, отримаємо

eFM
(
SΩ
p,θB

)
q
> eFM(f1)q = inf

Θ: measM6M
‖f1(·)− SM(f1, ·)‖q >

> inf
Θ: measM6M

∫
Rd

∣∣(f1(x)− SM(f1, x)
)
g(x)

∣∣dx�
� inf

Θ: measM6M

∫
Rd

∣∣ω(2−l)2l(
1
p
−1)l−

d−1
θ

(
F (x)− SM(F, x)

)
2−

l
q l
− d−1

q′ F (x)
∣∣dx >

> ω(2−l)2l(
1
p
− 1
q
−1)l

−(d−1)
(

1
θ

+ 1
q′

)
inf

Θ: measM6M

(∫
Rd
|F (x)|2dx−

∫
Rd
|SM(F, x)F (x)|dx

)
. (16)
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У статтi [10] доведено, що
∫
Rd |F (x)|2dx = ‖F‖2

2 � 2lld−1,
∫
Rd
∣∣SM(F, x)F (x)

∣∣dx 6 M.
Врахувавши цi спiввiдношення, оцiнку (16) можемо продовжити так

eFM
(
SΩ
p,θB

)
q
> eFM

(
f1

)
q
� ω(2−l)2l(

1
p
− 1
q
−1)l

−(d−1)
(

1
θ

+ 1
q′

)
(2lld−1 −M)�

� ω(2−l)2l(
1
p
− 1
q
−1)l

−(d−1)
(

1
θ

+ 1
q′

)
2lld−1 � ω(2−l)2l(

1
p
− 1
q )l(d−1)( 1

q
− 1
θ ).

Повнiстю подiбно у випадку θ =∞, пiдставивши у (15) функцiї f2 та g, отримуємо

eFM
(
SΩ
p,θB

)
q
> eFM

(
f2

)
q

= inf
Θ: measM6M

‖f2(·)− SM(f2, ·)‖q � ω(2−l)2l(
1
p
− 1
q )l

d−1
q .

Оцiнку знизу встановлено.

Наслiдок 1. Нехай 1 < p < q < ∞, 1 6 θ 6 ∞. Якщо Ω(t) =
∏d

j=1 t
r1
j i Ω ∈ Φα,l з

α = r1 > max
{

1
p
− 1

q
; 1
p
− 2

q
+ 1

θ

}
, то виконується спiввiдношення

eFM
(
Srp,θB

)
q
�M−(r1− 1

p
+ 1
q )(logd−1M)(r1−

1
p

+ 2
q
− 1
θ )

(останнє спiввiдношення встановлене у статтi [10]).

Наслiдок 2. Порiвнюючи результати теореми 1 i теореми В приходимо до висновку,
що у випадку 1 < p < q < ∞, q 6 θ 6 ∞ i ω ∈ Φα,l з α > 1

p
− 1

q
, величини eFM

(
SΩ
p,θB

)
q

i EQn
(
SΩ
p,θB

)
q
, M � 2nnd−1, однаковi за порядком. Якщо ж 1 < p < q < ∞, 1 6 θ < q i

ω ∈ Φα,l з α > 1
p
− 2

q
+ 1

θ
, то виконується порядкове спiввiдношення

eFM
(
SΩ
p,θB

)
q
� EQn

(
SΩ
p,θB

)
q
n(d−1)( 1

q
− 1
θ ),

де M � 2nnd−1.

Наведемо твердження, яке дає оцiнку величини eFM
(
SΩ
p,θB

)
q
у випадку 1 < p = q 6 2.

Теорема 2. Нехай 1 < p 6 2, 1 6 θ 6 ∞ i Ω(t) = ω(t1 · . . . · td), де ω ∈ Φα,l з α >

max
{

0; 1
θ
− 1

p

}
. Тодi для будь-яких натуральних n таM = M(n), таких щоM � 2nnd−1,

виконується порядкове спiввiдношення

eFM
(
SΩ
p,θB

)
p
� ω(2−n)n(d−1)( 1

p
− 1
θ ). (17)

Доведення. Спочатку встановимо в (17) оцiнку зверху. Оскiльки у випадку θ > p маємо
α > 0, то потрiбна оцiнка випливає з оцiнки наближення класiв SΩ

p,θB цiлими функцiями
SQn(f, ·) за умови, що M � 2nnd−1 (див. теорему Г).

Залишається отримати оцiнку зверху у випадку 1 6 θ < p. При цьому використову-
ватимемо мiркування подiбнi до тих, що проводилися при встановленнi оцiнки зверху
в теоремi 1.

Нехай f ∈ SΩ
p,θB. Наближатимемо її функцiєю

SM(f, x) =
∑
s∈Θ

δ∗s(f, x), M =
⋃
s∈Θ

P2s ,
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де множина Θ будується подiбно, як у доведеннi теореми 1. Тодi∥∥f(·)− SM(f, ·)
∥∥
p

=

∥∥∥∥f(·)−
∑
s∈∆n0

δ∗s(f, ·) +
∑

s∈∆n0\Θ

δ∗s(f, ·)
∥∥∥∥
p

6

6

∥∥∥∥f(·)−
∑
s∈∆n0

δ∗s(f, ·)
∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥ ∑
s∈∆n0\Θ

δ∗s(f, ·)
∥∥∥∥
p

= I3 + I4. (18)

Використавши теорему Г при 1 6 θ < p, а також врахувавши вибiр числа n0 i те,
що ω задовольняє умову (S) з α > 1

θ
− 1

p
, можемо записати

I3 � ω(2−n0) =
ω(2−n0)

2−αn0
2−αn0 � ω(2−n)2−α(n0−n) � ω(2−n)n−α(d−1) � ω(2−n)n(d−1)( 1

p
− 1
θ ).

(19)
Для оцiнки величини I4, скориставшись теоремою Б i нерiвнiстю |a+ b|c 6 |a|c + |b|c,

де 0 < c 6 1, a, b ∈ R, отримаємо

I4 =

∥∥∥∥∥ ∑
s∈∆n0\Θ

δ∗s(f, ·)

∥∥∥∥∥
p

�

∥∥∥∥∥
( ∑

s∈∆n0\Θ

|δ∗s(f, ·)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

6

 ∑
s∈∆n0\Θ

‖δ∗s(f, ·)‖pp

 1
p

. (20)

Далi, мiркуючи подiбно, як i при встановленнi оцiнки величини I2 (див., (11) i (12)),
з (20) отримаємо

I4 � (2nnd−1)(
1
p
− 1
θ )

(
n0∑

l=n+1

ωp(2−l)2lp(
1
θ
− 1
p)Bθ

l

) 1
p

. (21)

Враховуючи, що ω задовольняє умову (S) з α > 1
θ
− 1

p
, продовжимо оцiнку (21)

I4 � (2nnd−1)
1
p
− 1
θ
ω(2−n)

2−αn

(
n0∑

l=n+1

2−lp(α−( 1
θ
− 1
p))Bθ

l

) 1
p

�

� (2nnd−1)
1
p
− 1
θ
ω(2−n)

2−αn
2−n(α−

1
θ

+ 1
p)

(
n0∑

l=n+1

Bθ
l

) 1
p

=

= ω(2−n)n(d−1)( 1
p
− 1
θ )


 n0∑
l=n+1

∑
s∈Θ(l)

‖δ∗s(f, ·)‖θpΩ−θ(2−s)

 1
θ


θ
p

�

� ω(2−n)n(d−1)( 1
p
− 1
θ )‖f‖

θ
p

SΩ
p,θB

6 ω(2−n)n(d−1)( 1
p
− 1
θ ). (22)

Застосовуючи тепер нерiвностi (19) i (22), з (18) отримаємо ‖f(·) − SM(f, ·)‖p �
ω(2−n)n(d−1)( 1

p
− 1
θ ).

Отже, оцiнку зверху в теоремi 2 встановлено.
Перейдемо до встановлення оцiнки знизу. Нехай натуральнi числа n i M = M(n)

такi, що M � 2nnd−1 i кiлькiсть точок з цiлочисельними координатами у множинi
Fn =

⋃
s∈Θ(n) ρ+(s) бiльша за 4M .
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У залежностi вiд значення параметра θ розглянемо такi функцiї

f3(x) = C8ω(2−n)2n(
1
p
−1)n−

d−1
θ

∑
k∈Fn

Dk(x), C8 > 0, 1 6 θ <∞,

f4(x) = C9ω(2−n)2n(
1
p
−1)

∑
k∈Fn

Dk(x), C9 > 0, якщо θ =∞.

Подiбно до того, як це робилося у доведеннi теореми 1, можна довести, що функцiї f3

i f4 належать до класiв SΩ
p,θB i SΩ

p,∞B, вiдповiдно.
Нехай Θ — довiльна множина в Zd+ така, що для множиниM =

⋃
s∈Θ P2s виконується

measM 6M . Тодi для кiлькостi елементiв множини Θ(n) \ Θ маємо |Θ(n) \Θ| � nd−1.
Враховуючи це, в залежностi вiд того, якi значення набуває параметр p, розглянемо
два випадки.

Нехай спочатку 1 < p < 2, 1 6 θ <∞. Для функцiй f3 i SM(f3, x) =
∑

s∈Θ δ
∗
s(f3, x) з

(5) отримаємо

‖f3(·)− SM(f3, ·)‖p �

(∑
s>0

‖δ∗s(f3(·)− SM(f3, ·))‖p22‖s‖1(
1
2
− 1
p)p
) 1

p

=

=

 ∑
s∈Θ(n)\Θ

‖δ∗s(f3·)‖p22‖s‖1(
1
2
− 1
p)p

 1
p

� 2n(
1
2
− 1
p)ω(2−n)2n(

1
p
−1)n−

d−1
θ 2

n
2

 ∑
s∈Θ(n)\Θ

1

 1
p

�

� ω(2−n)n−
d−1
θ n

d−1
p � ω(2−n)n(d−1)( 1

p
− 1
θ ).

Нехай тепер p = 2, 1 6 θ < ∞. Тодi, скориставшись теоремою Б, послiдовно одер-
жуємо

‖f3(·)− SM(f3, ·)‖2 =

(∑
s>0

‖δ∗s(f3(·)− SM(f3, ·))‖2
2

) 1
2

=

=

 ∑
s∈Θ(n)\Θ

‖δ∗s(f3·)‖2
2

 1
2

� ω(2−n)2−
n
2 n−

d−1
θ 2

n
2

 ∑
s∈Θ(n)\Θ

1

 1
2

�

� ω(2−n)n−
d−1
θ n

d−1
2 � ω(2−n)n(d−1)( 1

2
− 1
θ ).

Подiбно, при θ =∞ для функцiї f4 отримаємо ‖f4(·)− SM(f4, ·)‖p � ω(2−n)n
d−1
p .

Оцiнку знизу в (17) встановлено.

Наслiдок 3. Нехай 1 < p 6 2, 1 6 θ 6 ∞. Якщо Ω(t) =
∏d

j=1 t
r1
j i Ω ∈ Φα,l з α = r1 >

max
{

0; 1
θ
− 1

p

}
, то виконується спiввiдношення

eFM
(
Srp,θB

)
p
�M−r1(logd−1M)(r1+ 1

p
− 1
θ ),

яке при 1 < p < 2 встановлено у статтi [10], а при p = 2 — у статтi [16].



202 В. В. МИРОНЮК, С. Я. ЯНЧЕНКО

Наслiдок 4. Порiвняння тверджень теореми 2 i теореми Г дає, що у випадку 1 < p 6 2,
p 6 θ 6∞ i ω ∈ Φα,l з α > 0, величини eFM

(
SΩ
p,θB

)
p
i EQn

(
SΩ
p,θB

)
p
, M � 2nnd−1, однаковi

за порядком. Якщо ж 1 < p 6 2, 1 6 θ < p i ω ∈ Φα,l з α > 1
θ
− 1

p
, то при M � 2nnd−1

виконується порядкове спiввiдношення

eFM
(
SΩ
p,θB

)
p
� EQn

(
SΩ
p,θB

)
p
n(d−1)( 1

p
− 1
θ ).
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