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We construct explicitly in any finite field of the form Fpp elements with multiplicative order
larger than 4p.

Р. Б. Поповыч. Элементы большого порядка в расширениях Артина-Шраера конечных
полей // Мат. Студiї. – 2013. – Т.39, №2. – C.115–118.

В конечных полях Fpp построены в явном виде элементы мультипликативного порядка
большего чем 4p.

Добре вiдомо, що задача ефективної побудови примiтивного елемента заданого скiн-
ченого поля є серед важких задач обчислювальної теорiї скiнченних полiв. Тому шу-
кають вiдповiдь на таке питання за менших обмежень: знайти елемент великого муль-
типлiкативного порядку. У цьому випадку достатньо отримати нижню границю для
такого порядку. Потреба в елементах великого порядку виникає у таких застосуваннях
як теорiя кодувань, генератори псевдовипадкових чисел та комбiнаторика. Елементи
великого порядку також використовують в алгоритмi AKS доведення простоти чисел,
запропонованому М. Агравалом, Н. Кайалом та Н. Саксеною ([1]).

C. Гао ([5]) запропонував алгоритм побудови елементiв великого порядку для ба-
гатьох (згiдно з висловленою ним, проте не доведеною, гiпотезою для всiх) загаль-
них розширень Fqm скiнченого поля Fq з нижньою границею для величини порядку
exp(Ω((logm)2/ log logm)). Й. Ф. Волох ([9]) запропонував метод побудови елементiв
порядку принаймнi exp(Ω(logm)2)). Для часткових випадкiв скiнченних полiв можна
побудувати елементи, що мають набагато бiльшi порядки.

Розширення, пов’язанi з поняттям гауссового перiоду, розглянутi в [2, 7]. Нижня
границя для величини порядку дорiвнює exp(Ω(

√
m)). Розширення на основi полiно-

мiв Куммера мають вигляд Fq[x]/(xm − a). Їхнi застосування в криптографiї, зокрема,
грунтуються на спарюваннi. У [4] показано, як будувати елементи великого порядку в
таких розширеннях за умови q ≡ 1(modm). У цьому випадку отримано нижню грани-
цю exp(Ω(m)). Елементи великого порядку побудовано в [8] для розширень на основi
полiномiв Куммера без умови q ≡ 1(modm). Нижня границя для величини мультиплi-
кативного порядку дорiвнює exp(Ω( 3

√
m)).
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Скiнченне поле з q елементiв позначаємо Fq. Групу, породжену елементом v, позна-

чаємо 〈v〉. Кiлькiсть сполучень з n елементiв по k елементiв позначаємо
(
n
k

)
.

У цьому повiдомленнi в явному виглядi будуємо елементи великого порядку в роз-
ширеннях Артiна-Шраєра скiнченних полiв та даємо явну оцiнку знизу для величини
їхнього мультиплiкативного порядку.

Беремо лiнiйний двочлен вiд елемента, який задає розширення, та всi його спряженi,
що також належать до пiдгрупи, породженої цим двочленом, i будуємо рiзнi їхнi добу-
тки. Усi спряженi вказаного лiнiйного двочлена також є лiнiйними двочленами. Iдею
запропоновано П. Берiзбейтiа ([3]) як вдосконалення алгоритму AKS ([1]) та розвинуто
в [4] для розширень Куммера.

Для будь-якого простого числа p розширенням Артiна-Шраєра скiнченого поля Fp

є полем Fpp . Вiдомо (див. [6]), що xp − x − a нерозкладний полiном над Fp для будь-
якого ненульового елемента a з Fp. Тому з обчислювальної точки зору можна вважати,
що Fpp = Fp[x]/(xp − x − a). Нехай θ = x(mod xp − x − a). Зрозумiло, що θp = θ + a.
Нескладно довести таку лему.

Лема 1. Якщо g(x) та h(x) не дорiвнюють один одному в Fp[x] та їхнi степенi меншi
за p, то класи цих полiномiв в Fp[x]/(xp − x− a) також є рiзними.

Лема 2. Для будь-якого ненульового елемента b поля Fp спряженi до елемента θ + b
мають вигляд θ + b+ ia для i ∈ {0, ..., p− 1}.

Доведення. Розглянемо спряженi елемента θ + b, тобто елементи, в якi вiн переходить
при дiї автоморфiзму Фробенiуса.

Доведемо, що (θ + b)p
i

= θ + b + ia для будь-якого натурального i. Доведемо це
iндукцiєю по i.

Очевидно, що для i = 0 рiвнiсть виконується. Припустимо, що вона виконується для
деякого i. Тодi для i + 1 маємо (θ + b)p

i+1
= [(θ + b)p

i
]p = (θ + b + ia)p = θp + b + ia =

θ+b+(i+1)a. Отже, рiвнiсть правильна для будь-якого натурального i. На завершення
доведення зауважимо, що елементи θ+b+ ia є попарно рiзними для i ∈ {0, ..., p−1}.

Зафiксуємо цiлi числа 1 ≤ c− ≤ c ≤ p− 1. Нехай S(p, c−, c) множина таких вiдобра-
жень f з множини {0, ..., p− 1} в множину цiлих чисел, що:

I) |{i|f(i) < 0}| = c−; II) −
∑

i,f(i)<0 f(i) ≤ c; III)
∑

i,f(i)≥0 f(i) ≤ p− 1− c.

Лема 3. Число елементiв множини S(p, c−, c) дорiвнює
(
p
c−

)(
c
c−

)(
2p− c− − c− 1

p− c− 1

)
.

Доведення. Щоб задати елемент множини S(p, c−, c) спочатку вибираємо мiсця, на яких

значення вiдображення вiд’ємнi — це враховує множник
(
p
c−

)
. Далi вибираємо значе-

ння вiд’ємних елементiв так, щоб сума їхнiх абсолютних значень не перевищувала c —

це враховує множник
(
c
c−

)
. Нарештi вибираємо невiд’ємнi значення вiдображення f

на p − c− мiсцях так, щоб їх сума не перевищувала p − 1 − c — це враховує множник(
p− c− + p− 1− c

p− 1− c

)
.

Лема 4. S(p, c−, c) > 4p для p ≥ 41.
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Доведення. Покладемо c− = c = 2. Тодi

S(p, c−, c) =

(
p
2

) (
2p− 5
p− 3

)
>
p(p− 1)

2

(
2(p− 3)
p− 3

)
.

Використовуючи нерiвнiсть для центрального бiномного коефiцiєнта(
2(p− 3)
p− 3

)
≥ 4p−3

2
√
p− 3

,

маємо
S(p, c−, c) >

p(p− 1)

256
√
p− 3

4p.

Оскiльки p(p− 1) ≥ 256
√
p− 3 для p ≥ 41, то отримуємо S(p, c−, c) > 4p.

Зауважимо, що для 2 ≤ p < 41 можна, використовуючи комп’ютернi обчислення,
явно побудувати примiтивний елемент поля Fpp . Тому немає сенсу у цьому випадку
розглядати такi оцiнки, як у лемi 4.

Теорема. Нехай p ≥ 41. Для будь-якого ненульового елемента b поля Fp елемент θ + b
поля Fpp має порядок бiльший за 4p.

Доведення. За лемою 2 спряженi елемента θ + b (включаючи сам елемент θ + b) мають
вигляд θ + b + ia для i ∈ {0, . . . , p − 1}. Зрозумiло, що всi вони належать до пiдгру-
пи 〈θ + b〉.

Нехай S(p, c−, c) — множина вiдображень f з множини {0, . . . , p−1} в множину цiлих
чисел з описаними ранiше властивостями I, II, III. Для кожного елемента f з множини
S(p, c−, c) утворюємо добуток

∏
0≤i≤p−1(θ+ b+ ia)f(i), який також належить до 〈θ + b〉.

Стверджуємо, що двом рiзним елементам f та g з множини S(p, c−, c) вiдповiдають
рiзнi добутки.

Доведемо це методом вiд супротивного. Припустимо, що елементи f та g рiзнi, але
вiдповiднi до них добутки однаковi∏

0≤i≤p−1

(θ + b+ ia)f(i) =
∏

0≤i≤p−1

(θ + b+ ia)g(i). (1)

Оскiльки полiном xp− x− a є характеристичним полiномом для θ, то можемо запи-
сати ∏

0≤i≤p−1

(x+ b+ ia)f(i) =
∏

0≤i≤p−1

(x+ b+ ia)g(i)(mod(xp − x− a)).

Тодi ∏
0≤i≤p−1, f(i)≥0

(x+ b+ ia)f(i)
∏

0≤i≤p−1, g(i)<0

(x+ b+ ia)−g(i) =

=
∏

0≤i≤p−1, f(i)<0

(x+ b+ ia)−f(i)
∏

0≤i≤p−1, g(i)≥0

(x+ b+ ia)g(i)(mod(xp − x− a)). (2)

Оскiльки маємо полiном степеня∑
0≤i≤p−1, f(i)≥0

f(i) +
∑

0≤i≤p−1, g(i)<0

(−g(i)) ≤ p− 1 < deg(xp − x− a)



118 Р. Б. ПОПОВИЧ

у лiвiй частинi та полiном степеня∑
0≤i≤p−1, f(i)<0

(−f(i)) +
∑

0≤i≤p−1, g(i)≥0

g(i) ≤ p− 1 < deg(xp − x− a)

у правiй частинi рiвностi (2), то за лемою 1 цi полiноми однаковi як полiноми над Fp,
тобто ∏

0≤i≤p−1, f(i)≥0

(x+ b+ ia)f(i)
∏

0≤i≤p−1, g(i)<0

(x+ b+ ia)−g(i) =

=
∏

0≤i≤p−1, f(i)<0

(x+ b+ ia)−f(i)
∏

0≤i≤p−1, g(i)≥0

(x+ b+ ia)g(i). (3)

У рiвностi (3) маємо нерозкладнi та попарно рiзнi множники θ+b+ia, i ∈ {0, ..., p−1}.
Ця рiвнiсть суперечить однозначностi розкладу полiномiв над полем Fp, що робить
рiвнiсть (1) неможливою. Отже, добутки, якi вiдповiдають рiзним елементам множини
S(p, c−, c), не можуть бути однаковими.

Тому, кiлькiсть рiзних розглянутих добуткiв, якi належать до пiдгрупи 〈θ + b〉, до-
рiвнює кiлькостi елементiв у множинi S(p, c−, c). За лемою 3 кiлькiсть елементiв у
множинi S(p, c−, c) дорiвнює(

p
c−

) (
c
c−

) (
2p− c− − c− 1

p− c− 1

)
,

а за лемою 4 маємо S(p, c−, c) > 4p для p ≥ 41. Звiдси випливає твердження теореми.
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