
Математичнi Студiї. Т.40, №1 Matematychni Studii. V.40, No.1

УДК 512.552

В. В. Кириченко, О. В. Зеленський

УНIКАЛЬНI САГАЙДАКИ

V. V. Kirichenko, A. V. Zelensky. Unique quivers, Mat. Stud. 40 (2013), 3–10.
We consider unique admissible quivers, i. e. quivers of Gorenstein exponent matrices. It is

proved that admissible quiver with a loop at each vertex is unique if and only if it is a simple
cycle, and that there are different from the simple cycles unique quivers with any number of
vertices.

В. В. Кириченко, А. В. Зеленский. Уникальные колчаны // Мат. Студiї. – 2013. – Т.40, №1.
– C.3–10.

Рассматриваются уникальные допустимые колчаны, т. е. колчаны горенштейновых
матриц показателей. Доказывается, что допутимый колчан с петлей в каждой вершине
является уникальным тогда и только тогда, когда он является простым циклом, и что
существуют отличные от простых циклов уникальные колчаны с произвольным количе-
ством вершин.

1. Вступ. У статтi [1] охарактеризовано сагайдаки матриць показникiв як пiдклас про-
стих сильно зв’язних сагайдакiв з ваговою функцiєю, визначеною на стрiлках сагайдака.
Такi сагайдаки називаються допустимими.

Мета цiєї статтi — дослiдити допустимi сагайдаки, якi є сагайдаками тiльки горен-
штейнових матриць показникiв.

Поняття черепичного порядку ввiв I. Капланський. Кожний черепичний порядок
повнiстю визначається своєю матрицею показникiв i дискретно нормованим кiльцем.
Багато властивостей таких кiлець повнiстю визначаються їх матрицями показникiв,
зокрема, сагайдаки таких кiлець.

Термiн “сагайдак”, введений П. Габрiелем в 1972 р. у зв’язку з вивченням зображень
скiнченновимiрних алгебр. Це, в точностi, скiнченний орiєнтований граф, можливо з
кратними стрiлками i кратними петлями. Петля — це стрiлка, початок i кiнець якої
збiгаються.

Вiдзначимо, що в нашiй термiнологiї “черепичний порядок”, — це нетерове з двох
сторiн первинне напiвдосконале та напiвдистрибутивне кiльце з ненульовим радикалом
Джекобсона.

У данiй статтi ми розглядаємо сагайдаки, якi виникають у теорiї черепичних поряд-
кiв. Цi сагайдаки визначаються матрицями показникiв i вiдiграють важливу роль при
дослiдженнi властивостей черепичних порядкiв. Так, наприклад, якщо сагайдак чере-
пичного порядку має петлю хоча б у однiй вершинi, то такий порядок має нескiнченну
глобальну розмiрнiсть.
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Порiвняно недавно матрицi показникiв стали окремим об’єктом вивчення. Робота
присвячена дослiдженню сагайдакiв горенштейнових матриць показникiв.

2. Попереднi вiдомостi.

Означення 1. Матриця E = (αij) ∈ Mn(Z) (Mn(Z) — кiльце матриць розмiрностi n з
цiлими елементами), для якої виконуються такi умови:

1) αij + αjk > αi для всiх i, j, k ∈ {1, . . ., n};
2) αii = 0 для всiх i ∈ {1, . . ., n};

називається матрицею показникiв.
Матриця показникiв, для якої виконується умова

3) αij + αji > 1 для всiх i, j ∈ {1, . . ., n} (i 6= j) називається зведеною матрицею
показникiв.

Нехай E = (αij) — зведена матриця показникiв. Введемо матрицю E (1) = (βij) =
E + En ∈ Mn(Z), де En — одинична матриця, та матрицю E (2) = (γij) ∈ Mn(Z) : γij =
mink{βik + βkj}.

Означення 2. Сагайдаком зведеної матрицi показникiв Q = Q(E) називається сагай-
дак, матриця сумiжностi якого задається формулою [Q] = E (2) − E (1).

Для елементiв матрицi сумiжностi сагайдака Q маємо такi формули

qij = γij − βij = min
k

(
βik + βkj

)
−βij = min

(
1,min

k 6=i,j
(αik + αkj − βij)

)
=

= min
(

1,min
k 6=i,j

(αik + αkj − αij)
)
.

qii = min
k

(
βik + βki

)
−βii = min

(
2,min

k 6=i

(
αik + αki

))
−1 = min

(
1,min

k 6=i

(
αik + αki − 1

))
.

Звiдси отримуємо, що qij = 1 при i 6= j тодi i тiльки тодi, коли αik + αkj > αij для
всiх k 6= i, j; qii = 1 тодi i тiльки тодi, коли αik + αki > 1 для всiх k 6= i.

Означення 3. Зведенi матрицi показникiв E1 i E2 називаються еквiвалентними, якщо
одну можна отримати з iншої за допомогою елементарних перетворень двох типiв:

1. вiдняти цiле число t вiд елементiв i−го рядка та додати це число до елементiв i−го
стовпчика,

2. помiняти мiсцями два рядки i помiняти мiсцями два стовпчика з такими ж номе-
рами.

Означення 4. Сагайдак Q називається допустимим, якщо icнує зведена матриця по-
казникiв E така, що Q(E) = Q.

Означення 5. Зведена матриця показникiв називається горенштейновою, якщо iснує
пiдстановка σ для множини {1, 2, 3, . . ., n} така, що αik + αkσ(i) = αiσ(i) для i, k ∈
{1, . . ., n}.

Означення 6. Пiдстановка σ горенштейнової матрицi називається пiдстановкою Ки-
риченка.
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Зауваження 1. Пiдстановка Кириченка не мiстить нерухомих елементiв.

Якщо припустити, що σ(i) = i, то з означення горенштейнової матрицi отримуємо
αij + αji = αiσ(i) = 0, що суперечить зведеностi матрицi Γ.

Означення 7. Нехай σ — пiдстановка множини {1, 2, . . ., n}. Тодi Pσ =
∑n

i=1 eiσ(i) на-
зивається матрицею пiдстановки.

Означення 8. Сагайдак Q = (V Q,AQ) називається зваженим, якщо визначена фун-
кцiя ω : AQ→ R. Функцiя ω називається ваговою, а її значення на стрiлцi називається
вагою стрiлки. Сума ваг всiх стрiлок шляху називається вагою шляху.

Теорема 1 ([1]). Сильно зв’язний сагайдак Q = (V Q,AQ) є допустимим тодi i тiльки
тодi, коли iснує вагова функцiя ω : AQ→ N ∪ {∅}, яка задовольняє наступнi умови:

1. вага стрiлки з точки i у точку j менша за вагу шляху довжини l > 2 з точки i у
точку j;

2. вага петлi в точцi i менше за вагу будь-якого циклу довжини l > 2, що проходить
через точку i;

3. вага будь-якого циклу не менша за 1;

4. вага петлi дорiвнює 1;

5. через кожну точку без петлi проходить цикл довжини l > 2, вага якого дорiвнює 1.

Зауваження 2. За умовами 4 та 5, через кожну точку допустимого сагайдака прохо-
дить цикл ваги 1.

Означення 9. Простий цикл в сагайдака Q = (V Q,AQ), вага якого дорiвнює 1, нази-
ватимемо одиничним.

Твердження 1 ([2]). В допустимого сагайдака Q = (V Q,AQ), мiж вершинами одини-
чного циклу не iснує iнших стрiлок, крiм стрiлок цього циклу.

Твердження 2 ([2]). Допустимий сагайдак Q не може мiстити двох стрiлок (vi, va)
та (vj, va) та не може мiстити стрiлки (va, vi), (va, vj), де вершини vi, vj належать до
одного одиничного циклу.

3. Унiкальнi сагайдаки.

Означення 10. Допустимий сагайдак, який одержується тiльки з Горенштейнових ма-
триць, називається унiкальним.

З теореми 3.1 ([3]) отримуємо таке твердження.

Твердження 3. Сагайдак, який є одиничним циклом або простим циклом з петлею в
кожнiй вершинi, є унiкальним.

Твердження 4. Якщо в допустимого сагайдака з кожної вершини виходить тiльки
одна стрiлка, то вiн простий цикл.
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Доведення. З першої вершини виходить тiльки одна стрiлка. Нехай ця стрiлка закiнчує-
ться у другiй вершинi. З другої вершини виходить тiльки одна стрiлка. Якщо ця стрiлка
закiнчується в першiй вершинi, то ми отримали суперечнiсть, бо з другої вершини не
можна потрапити у iншi i тому сагайдак не сильнозв’язний.

Нехай стрiлка, яка виходить з другої вершини, закiнчується у третiй. Тодi стрiлка,
яка починається в третiй вершинi, не може закiнчуватись в першiй або другiй, бо са-
гайдак сильнозв’язний. I так далi, продовжимо мiркування, поки шлях не замкнеться.
Тобто стрiлка, яка починається в останнiй вершинi, закiнчуватися може тiльки в пер-
шiй.

Наслiдок 1. Якщо допустимий сагайдак не є простим циклом, то в нього iснує верши-
на, з якої виходить не менше двох стрiлок.

Доведення. Припустимо протилежне, що не iснує такої вершини. Оскiльки сагайдак
сильнозв’язний, то з кожної вершини виходить точчно одна стрiлка. За твердженням 4
сагайдак є простим циклом. Отримали суперечнiсть.

Теорема 2. Допустимий сагайдак з петлею в кожнiй вершинi унiкальний тодi i тiльки
тодi, коли вiн простим циклом.

Доведення. Те, що простий цикл з петлею в кожнiй вершинi є унiкальним, доведено
в [3]. Доведемо, що якщо допустимий сагайдак з петлею в кожнiй вершинi не є простим
циклом, то вiн не є унiкальним.

Припустимо протилежне, що Q = Q(E) — унiкальний сагайдак з петлею в кожнiй
вершинi, який не є простим циклом, де E = (αij) — горенштейнова матриця. Визначимо
вагову функцiю сагайдака Q так: ω(σij) = αij. За ваговою функцiєю ω означимо вагову
функцiю ω1

ω1(σij) = 10ω(σij).

Вагова функцiя ω задовольняє умови теореми 1: вага довiльного циклу не менша вiд
двiйки та вага шляху бiльша, нiж вага стрiлки. Очевидно, що в сагайдака Q з ваго-
вою функцiєю ω1 вага циклу також бiльша вiд одиницi. Отже, ω1 задовольняє умови
теореми 1, тобто ω1 — допустима вагова функцiя сагайдака Q. Побудуємо за функцi-
єю ω1 сагайдака Q зведену матрицю показникiв E1 = (φij). Оскiльки ω1 — допустима
вагова функцiя сагайдака Q, то Q = Q(E1) = Q(E). Сагайдак Q — унiкальний, тому
E1 — гореншитейнова. Нехай σ — пiдстановка Кириченка для матрицi E1. За наслiдком
з твердження 4 в сагайдака Q iснує вершина, з якої виходить не менше двох стрiлок.
Нехай це вершина з номером “i”, σij, σip ∈ AQ. Оскiльки E1 — горенштейнова матриця,
то виконується рiвнiсть

φij + φjσ(i) = φiσ(i) для k ∈ {1, . . ., n}. (1)

Це означає, що всi вершини сагайдака розташованi на одному з найлегших шляхiв,
що йдуть з i в σ(i).

Побудуємо вагову функцiю ω2 так: вагова функцiя ω2 дорiвнює ваговiй функцiї ω1,
ω2 (σxy) = ω1 (σxy) для всiх стрiлок, крiм стрiлки σij, ω2 (σij) = ω1 (σij)−1. Оскiльки для
вагової функцiї ω вага довiльного циклу не менша за 2, то для ω1 вага циклу не менша
за 20, а для ω2 вага циклу не менша вiд 19. Умову 1 теореми 1 для вагової функцiї ω
можна записати у виглядi

ω (σi1i2) + ω (σi2i3) + ...+ ω
(
σit−1it

)
> ω (σi1it) + 1.



УНIКАЛЬНI САГАЙДАКИ 7

Для вагової функцiї ω1 ця умова набуває вигляду

10ω (σi1i2) + 10ω (σi2i3) + ...+ 10ω
(
σit−1it

)
> 10ω (σi1it) + 10. (2)

Для вагової функцiї ω2 умова (2) може набути вигляду

10ω (σi1i2) + 10ω (σi2i3) + ...+ 10ω
(
σit−1it

)
> 10ω (σi1it) + 9.

Отже, умова 1 теореми 1) для функцiї ω2 виконується, ω2 — допустима вагова функцiя.
За ваговою функцiєю ω2 та сагайдаком Q побудуємо матрицю E2 = (γij).

З рiвностi (1) випливає, що

φij + φjσ(i) = φip + φpσ(i) = φiσ(i). (3)

Рiвнiсть (3) переходить в рiвнiсть γij + γjσ(i) + 1 = γip + γpσ(i) = γiσ(i). Отже, E2 — не
горенштейнова матриця. Oтримали суперечнiсть.

Теорема 3. Для довiльного складеного n >4 iснують унiкальнi сагайдаки з n верши-
нами, якi вiдрiзняються вiд простого циклу.

Доведення. Розглянемо сагайдак Q4 з матрицею сумiжностi [Q4] =


0 1 1 0
0 0 1 1
1 0 0 1
1 1 0 0

.

Нехай Q4 = (E). Доведемо, що E — горенштейновой матриця. Для цього розглянемо
для сагайдака Q4 допустимi ваговi функцiї.

Вершина 1 не має петлi, тому вона належить до одиничного циклу. Оскiльки оди-
ничний цикл не має iнших стрiлок, крiм стрiлок самого циклу, то цикли (1234), (123),
(134) не одиничнi. Тодi одиничним є цикл (13). З подiбних мiркувань випливає, що через
вершину 2 проходить одиничний цикл (24).

Не зменшуючи загальностi, можна вважати, що ω(σ13) = 0, ω(σ31) = 1.
(Якщо навпаки ω(σ13) = 1, ω(σ31) = 0, то виконаємо елементарне перетворення

першого типу: вiд першого рядка матрицi E вiднiмемо одиницю та до першого стов-
пця матрицi E додамо одиницю. Пiсля виконання перетворення одержимо ω(σ13) = 0,
ω(σ31) = 1).

Аналогiчно, не зменшуючи загальностi, можна вважати, що ω(σ24) = 0, ω(σ42) = 1.
Оскiльки вага стрiлки менша, нiж вага шляху, то одержуємо такi нерiвностi

ω(σ13) + ω(σ34) + ω(σ42) > ω(σ12),

ω(σ31) + ω(σ12) + ω(σ24) > ω(σ34),

ω(σ24) + ω(σ41) + ω(σ13) > ω(σ23),

ω(σ42) + ω(σ23) + ω(σ31) > ω(σ41).

Якщо пiдставити ω(σ13) = 0, ω(σ31) = 1, ω(σ24) = 0, ω(σ42) = 1, то одержимо наступну
систему нерiвностей 

ω(σ34) + 1 > ω(σ12),

ω(σ12) + 1 > ω(σ34),

ω(σ41) > ω(σ23),

ω(σ23) + 2 > ω(σ41).
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З першої та другої нерiвностi випливає ω(σ34) = ω(σ12). З третьої та четвертої нерiвностi
випливає, що ω(σ41t) = ω(σ23) + 1. Позначимо x = ω(σ12), y = ω(σ23). Тодi ω(σ34) = x,
ω(σ41) = y + 1.

Оскiльки ω(σ12) + ω(σ23) > ω(σ13), то x+ y > 0, тобто x+ y > 1.
Елемент αij матрицi показникiв E дорiвнює вазi шляху мiнiмальної ваги з i в j.

Тому матриця показникiв має вигляд E =


0 x 0 x

y + 1 0 y 0
1 x+ 1 0 x

y + 1 1 y + 1 0

. Очевидно, що E —

горенштейнова матриця з пiдстановкою Кириченка σ =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
.

Отже, сагайдак Q4 — унiкальний.
Нехай сагайдак Q2m заданий матрицею сумiжностi

[Q2m]=


0 1 1 ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
0 0 0 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
1 0 0 ... 0 1
1 1 0 ... 0 0


або [Q2m] = Pσ + Pσ2 , де σ = (1, 2, . . .2m) — пiдстановка Кириченка, а Pσ — матриця
пiдстановки. Подiбно, як i у попередньому випадку доводиться, що сагайдак Q2m з
точнiстю до iзоморфiзму одержується з горенштейновой матрицi

E2m =


B A A ... A A
C B A ... A A
C C B ... A A
... ... ... ... ... ...
C C C ... B A
C C C ... C B

, де A =

(
0 x
y 0

)
, B =

(
0 x

y + 1 0

)
, C =

(
1 x+ 1

y + 1 1

)
,

x+y > 1. Легко побачити, що E2m — горенштейнова матриця з пiдстановкою Кириченка

σ =

(
1 2 3 ... 2m

2m 1 2 ... 2m− 1

)
.

Отже, для довiльного парного n iснує унiкальний сагайдак з n вершинами, який не є
простим циклом. Зауважимо, що для непарного складеного n також iснують унiкальнi
сагайдаки, якi не є простими циклами.

Нехай Q9 — сагайдак, заданий матрицею сумiжностi

[Q9] =



0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0 0 0 0


.
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Побудуємо за сагайдаком матрицю показникiв, з якої вiн одержується. Мiркуємо пов-
нiстю аналогiчно до мiркувань з попереднього випадку. Вершина 1 не має петлi, тому
вона належить до до одиничного циклу. Оскiльки одиничний цикл не має iнших стрi-
лок, крiм стрiлок самого циклу, то вершина 1 належить до одиничного циклу (147). Не
зменшуючи загальностi можна вважати, що ω(σ14) = 0, ω(σ47) = 0, ω(σ71) = 1. Подiбно
одержуємо, що

ω(σ25) = 0, ω(σ58) = 0, ω(σ82) = 1, ω(σ36) = 0, ω(σ69) = 0, ω(σ93) = 1.

Використовуючи пункт 1 теореми 1, одержуємо систему нерiвностей

ω(σ14) + ω(σ45) + ω(σ58) + ω(σ82) > ω(σ12),

ω(σ14) + ω(σ47) + ω(σ78) + ω(σ82) > ω(σ12),

ω(σ47) + ω(σ78) + ω(σ82) + ω(σ25) > ω(σ45),

ω(σ47) + ω(σ71) + ω(σ12) + ω(σ25) > ω(σ45),

ω(σ71) + ω(σ12) + ω(σ25) + ω(σ58) > ω(σ78),

ω(σ71) + ω(σ12) + ω(σ25) + ω(σ58) > ω(σ78).

Пiдставивши попереднi значення вагових функцiй, одержимо

ω(σ45) + 1 > ω(σ12),

ω(σ78) + 1 > ω(σ12),

ω(σ78) + 1 > ω(σ45),

ω(σ12) + 1 > ω(σ45),

ω(σ12) + 1 > ω(σ78),

ω(σ12) + 1 > ω(σ78).

Оскiльки вагова функцiя набуває цiлих значень, то ω(σ12) = ω(σ45) = ω(σ78).
Аналогiчно отримуємо, що ω(σ23) = ω(σ56) = ω(σ89) i ω(σ34) = ω(σ67) = ω(σ91) − 1.

Позначимо x = ω(σ12), y = ω(σ23), z = ω(σ34).
За ваговою функцiєю ω побудуємо зведену матрицю показникiв E9

0 x x+ y 0 x x+ y 0 x x+ y
y + z + 1 0 y y + z 0 y y + z 0 y
z + 1 x+ z + 1 0 z x+ z 0 z x+ z 0

1 x+ 1 x+ y + 1 0 x x+ y 0 x x+ y
y + z + 1 1 y + 1 y + z + 1 0 y y + z 0 y
z + 1 x+ z + 1 1 z + 1 x+ z + 1 0 z x+ z 0

1 x+ 1 x+ y + 1 1 x+ 1 x+ y + 1 0 x x+ y
y + z + 1 1 y + 1 y + z + 1 1 y + 1 y + z + 1 0 y
z + 1 x+ z + 1 1 z + 1 x+ z + 1 1 z + 1 x+ z + 1 0



або E9 =

B A A
C B A
C C B

, де A =

 0 x x+ y
y + z 0 y
z x+ z 0

, B =

 0 x x+ y
y + z + 1 0 y
z + 1 x+ z + 1 0

,
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C =

 1 x+ 1 x+ y + 1
y + z + 1 1 y + 1
z + 1 x+ z + 1 1

. Очевидно, що E9 — горенштейнова матриця з

пiдстановкою Кириченка σ =

(
1 2 3 ... 9
9 1 2 ... 8

)
.

Подiбно будується унiкальний сагайдак для довiльного складеного n (для n = pk
будується сагайдак Qn = {V Q,AQ} з множиною вершин V Q = {1, 2, . . . , n} i множиною
стрiлок {σ1 2, σ2 3, ... , σn 1, σ1 p+1, σ2 p+2, ... , σn p} i як у попереднiх випадках доводи-
ться, що Qn — унiкальний).

4. Висновок. Допустимий сагайдак унiкальний, якщо вiн одержується тiльки з го-
ренштейнових матриць. Простий цикл без петель та простий цикл з петлею в кожнiй
вершинi — унiкальнi сагайдаки. Iснують iншi унiкальнi сагайдаки з n вершинами, де
n — складене число, якi вiдрiзняються вiд простого циклу. Не iснує iнших унiкальних
сагайдакiв з петлею в кожнiй вершинi, крiм простого циклу. Залишається вiдкритим
питання iснування унiкальних сагайдакiв, якi вiдрiзняються вiд простого циклу, у
випадку, коли n — просте число.
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