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In a free boundary domain there were established conditions of existence and uniqueness
of the classical solution to the inverse problem for determination a time-dependent major
coefficient in a parabolic equation with weak power degeneration near the derivative with
respect to time. The Stefan condition and heat flux are given as overdetermination conditions.

Н. Н. Гузык. Обратная задача Стефана для параболического уравнения со слабым сте-
пенным вырождением // Мат. Студiї. – 2013. – Т.40, №2. – C.182–192.

В области со свободной границей установлены условия существования и единственнос-
ти классического решения обратной задачи определения зависящего от времени старшего
коэффициента в параболическом уравнении со слабым степенным вырождением при про-
изводной по времени. В качестве условий переопределения заданы условие Стефана и
значение теплового потока.

Вступ. Задача, яка дослiджується у данiй роботi, поєднує три типи задач, а саме,
коефiцiєнтну обернену задачу, задачу з вiльною межею та задачу для рiвнянь з ви-
родженням. Кожен з цих типiв вивчався ранiше, однак їх поєднання в однiй задачi i
досi залишається недостатньо вивченою проблемою. Так, коефiцiєнтнi оберненi задачi
з невiдомим залежним вiд часу старшим коефiцiєнтом у параболiчному рiвняннi роз-
глядались в [1]–[5] та iнших роботах.

Задача з вiльною межею для параболiчного рiвняння з iнтегральною умовою пере-
визначення дослiджувалась в [6]. Пiсля замiни змiнних функцiя, що задає невiдому час-
тину межi областi, переходить у коефiцiєнти рiвняння, яке вже розглядається в областi
з вiдомими межами. Такий пiдхiд дає можливiсть об’єднати два типи задач — коефi-
цiєнтнi оберненi задачi та задачi з вiльними межами в один. Вивченню коефiцiєнтних
обернених задач в областях з вiльними межами присвяченi працi [7]–[9] та iншi.

Умови iснування та єдиностi класичних розв’язкiв обернених задач визначення за-
лежного вiд часу старшого коефiцiєнта у параболiчному рiвняннi зi степеневим виро-
дженням знайдено в [10], [11]. Такi ж задачi в областях з вiльними межами дослiджено
в [12], [13].

У данiй роботi в областi з вiльною межею дослiджується обернена задача визначе-
ння залежного вiд часу старшого коефiцiєнта у параболiчному рiвняннi з вироджен-
ням. На вiдмiну вiд [12], виродження рiвняння спричинене степеневою функцiєю, що
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знаходиться у рiвняннi при похiднiй за часом. В якостi додаткових, так званих умов
перевизначення, для визначення невiдомого коефiцiєнта рiвняння та функцiї, яка за-
дає невiдому частину межi, використано значення теплового потоку та умову Стефана.
Встановлено умови коректної розв’язностi задачi у випадку слабкого виродження.

1. Формулювання задачi та основнi результати. В областi ΩT = {(x, t) : 0 < x <
h(t), 0 < t < T}, де h = h(t), h(t) > 0, t ∈ [0, T ] — невiдома функцiя, розглядається
обернена задача визначення коефiцiєнта a = a(t), a(t) > 0, t ∈ [0, T ] в рiвняннi

tβut = a(t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u+ f(x, t) (1)

з початковою умовою

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, h(0)], (2)

крайовими умовами

u(0, t) = µ1(t), u(h(t), t) = µ2(t), t ∈ [0, T ] (3)

та умовами перевизначення

a(t)ux(0, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ], (4)
h′(t) = −ux(h(t), t) + µ4(t), t ∈ [0, T ], (5)

де h(0) ≡ h0 та 0 < β < 1 — заданi величини.

Означення 1. Пiд розв’язком задачi (1)–(5) будемо розумiти трiйку функцiй (a, h, u) з
класу C[0, T ]×C1[0, T ]×C2,1(ΩT )∩C1,0(ΩT ), a(t) > 0, h(t) > 0, t ∈ [0, T ], що задовольняє
рiвняння (1) та умови (2)–(5).

Теорема 1. Припустимо, що виконуються умови:
A1) b, c, f ∈ C[0,∞) × [0, T ] та задовольняють умову Гельдера за змiнною x локально

рiвномiрно вiдносно t з показником α, 0 < α < 1, µi ∈ C1[0, T ], i ∈ {1, 2}, µj ∈
C[0, T ], j ∈ {3, 4}, ϕ ∈ C2[0, h0];

A2) ϕ′(x) > 0, x ∈ [0, h0], µ3(t) > 0, t ∈ [0, T ];

A3) ϕ(0) = µ1(0), ϕ(h0) = µ2(0).

Тодi можна вказати таке число T0, (0, T ], що розв’язок задачi (1)–(5) iснує при (x, t) ∈
[0, h(t)]× [0, T0].

Теорема 2. Якщо виконуються умови:
B1) b, c, f ∈ C1,0([0,∞)× [0, T ]), ϕ ∈ C3[0, h0];

B1) µ3(t) 6= 0, t ∈ [0, T ],

то розв’язок задачi (1)–(5) єдиний.

Замiною змiнних y = x
h(t)

, t = t задача (1)–(5) зводиться до коефiцiєнтної оберненої
задачi вiдносно невiдомих a(t), h(t), v(y, t) ≡ u(yh(t), t) в областi з фiксованою межею
QT = {(y, t) : 0 < y < 1, 0 < t < T}

tβvt =
a(t)

h2(t)
vyy +

b(yh(t), t) + ytβh′(t)

h(t)
vy + c(yh(t), t)v + f(yh(t), t), (6)

v(y, 0) = ϕ(yh0), 0 ≤ y ≤ 1, (7)
v(0, t) = µ1(t), v(1, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T, (8)
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a(t)

h(t)
vy(0, t) = µ3(t), 0 ≤ t ≤ T, (9)

h′(t) = − 1

h(t)
vy(1, t) + µ4(t), 0 ≤ t ≤ T. (10)

Надалi дослiджуватимемо iснування та єдинiсть класичного розв’язку задачi (6)–(10).

2. Зведення задачi (6)–(10) до системи рiвнянь. Розглянемо пряму задачу (6)–(8).
Для того щоб звести початкову та крайовi умови до однорiдних, проведемо замiну
змiнних

v(y, t) = ṽ(y, t) + ϕ(yh0) + µ1(t)− µ1(0) + y(µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)). (11)

Отримаємо задачу

tβ ṽt =
a(t)

h2(t)
ṽyy +

b(yh(t), t) + ytβh′(t)

h(t)
ṽy + c(yh(t), t)ṽ + f(yh(t), t)−

−tβ(µ′1(t) + y(µ′2(t)− µ′1(t)) +
h2

0a(t)ϕ′′(yh0)

h2(t)
+
b(yh(t), t) + ytβh′(t)

h(t)
×

×
(
h0ϕ

′(yh0) + µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)
)

+ c(yh(t), t)
(
ϕ(yh0)+

+µ1(t)− µ1(0) + y(µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0))
)
, (12)

ṽ(y, 0) = 0, y ∈ [0, 1], (13)
ṽ(0, t) = ṽ(1, t) = 0, t ∈ [0, T ]. (14)

Використовуючи функцiю Грiна G1 = G1(y, t, η, τ) першої крайової задачi для рiвняння

tβvt =
a(t)

h2(t)
vyy, (15)

задачу (12)–(14) зводимо до iнтегро-диференцiального рiвняння

ṽ(y, t) =

∫ t

0

∫ 1

0

G1(y, t, η, τ)
(b(ηh(τ), τ) + ητβh′(τ)

h(τ)
ṽη(η, τ) + c(ηh(τ), τ)ṽ(η, τ)+

+f(ηh(τ), τ)− τβ(µ′1(τ) + η(µ′2(τ)− µ′1(τ)) +
h2

0a(τ)ϕ′′(ηh0)

h2(τ)
+
b(ηh(τ), τ) + ητβh′(τ)

h(τ)
×

×
(
h0ϕ

′(ηh0) + µ2(τ)− µ1(τ)− µ2(0) + µ1(0)
)

+ c(ηh(τ), τ)
(
ϕ(ηh0)+

+µ1(τ)− µ1(0) + η(µ2(τ)− µ1(τ)− µ2(0) + µ1(0))
))
dηdτ. (16)

Позначимо w(y, t) ≡ vy(y, t). Тодi, використовуючи (10), (11), (16), пряму задачу (6)–(8)
замiнимо еквiвалентною системою iнтегральних рiвнянь

v(y, t) = ϕ(yh0) + µ1(t)− µ1(0) + y(µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)) +

∫ t

0

∫ 1

0

G1(y, t, η, τ)×

×
((b(ηh(τ), τ) + ητβµ4(τ)

h(τ)
− ητβw(1, τ)

h2(τ)

)
w(η, τ) + c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)−

−τβ(µ′1(τ) + η(µ′2(τ)− µ′1(τ)) +
h2

0a(τ)ϕ′′(ηh0)

h2(τ)

)
dηdτ, (y, t) ∈ QT , (17)
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w(y, t) = h0ϕ
′(yh0) + µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0) +

∫ t

0

∫ 1

0

G1y(y, t, η, τ)×

×
((b(ηh(τ), τ) + ητβµ4(τ)

h(τ)
− ητβw(1, τ)

h2(τ)

)
w(η, τ) + c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)−

−τβ(µ′1(τ) + η(µ′2(τ)− µ′1(τ)) +
h2

0a(τ)ϕ′′(ηh0)

h2(τ)

)
dηdτ, (y, t) ∈ QT . (18)

З умови (9), враховуючи введенi позначення, знаходимо

a(t)w(0, t) = µ3(t)h(t), t ∈ [0, T ]. (19)

Iнтегруючи умову (10), отримаємо

h(t) = h0 +

∫ t

0

µ4(τ)dτ −
∫ t

0

w(1, τ)

h(τ)
dτ, t ∈ [0, T ]. (20)

Отже, задачу (6)–(10) зведено до еквiвалентної системи рiвнянь (17)–(20). Еквiвален-
тнiсть розумiємо у такому сенсi: якщо трiйка функцiй (a, h, v) є розв’язком задачi (6)–
(10), то набiр функцiй (v, w, a, h) є неперервним розв’язком системи рiвнянь (17)–(20),
i, навпаки, якщо (v, w, a, h) ∈ (C(QT ))2 × (C[0, T ])2 є розв’язком системи (17)–(20), то
трiйка (a, h, v) належить до класу C[0, T ]×C1[0, T ]×C2,1(QT )∩C1,0(QT ) i задовольняє
рiвняння (6) та умови (7)–(10).

Перша частина твердження випливає зi способу отримання системи рiвнянь (17)–
(20). Для доведення зворотного твердження розглянемо рiвняння (17). Умови на вихiднi
данi дозволяють продиференцiювати його за просторовою змiнною. Оскiльки правi час-
тини отриманої пiсля диференцiювання рiвностi та рiвностi (18) однаковi, то vy(y, t) ≡
w(y, t). Застосовуючи цю тотожнiсть до (17), отримуємо, що v ∈ C2,1(QT ) ∩ C1,0(QT ),
задовольняє рiвняння

tβvt=
a(t)

h2(t)
vyy+

1

h(t)

(
b(yh(t), t)+ytβ

(
µ4(t)− vy(1, t)

h(t)

))
vy+c(yh(t), t)v+f(yh(t), t) (21)

та умови (7), (8). Крiм того, враховуючи гладкiсть функцiї v = v(y, t) в (20), робимо
висновок, що h ∈ C1[0, T ]. Продиференцiювавши (20) за часовою змiнною, приходимо до
умови (10). Використовуючи її в (21), одержуємо, що функцiя v ∈ C2,1(QT ) ∩ C1,0(QT )
та задовольняє рiвняння (6). Умова (19) при цьому є тотожною з умовою (9), що й
завершує доведення еквiвалентностi задачi (6)–(10) та системи рiвнянь (17)–(20).

3. Iснування розв’язку задачi (6)–(10). Виходячи з еквiвалентностi задачi (6)–(10) та
системи рiвнянь (17)–(20), доведемо iснування розв’язку системи (17)–(20). Для початку
дослiдимо поведiнку при t→ +0 iнтегралiв, якi входять до правих частин формул (17),
(18).

Використовуючи оцiнки∫ 1

0

G1(y, t, η, τ)dη ≤ 1,

∫ 1

0

|G1y(y, t, η, τ)|dη ≤ C1√
θ(t)− θ(τ)

, (22)
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де θ(t) =
∫ t

0
a(σ)

h2(σ)σβ
dσ, знаходимо

I1 ≡
∫ t

0

∫ 1

0

G1(y, t, η, τ)dηdτ ≤ C2t,

I2 ≡
∫ t

0

∫ 1

0

|G1y(y, t, η, τ)|dηdτ ≤ C3

∫ t

0

dτ√
θ(t)− θ(τ)

≤ C4

∫ t

0

dτ√
t1−β − τ 1−β

≤ C5t
1+β
2 .

Це означає, що iнтеграли в правих частинах рiвностей (17), (18), прямують до нуля при
t→ +0.

Розглянемо (18). Враховуючи умови теореми, можемо стверджувати, що iснує таке
число t1 ∈ [0, T ), що

w(y, t) ≥ h0

2
ϕ′(yh0) ≡M0 > 0, (y, t) ∈ [0, 1]× [0, t1]. (23)

Число t1 при цьому визначається з нерiвностi

h0ϕ
′(yh0)

2
+ µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0) +

∫ t

0

∫ 1

0

G1y(y, t, η, τ)×

×
((b(ηh(τ), τ) + ητβµ4(τ)

h(τ)
− ητβw(1, τ)

h2(τ)

)
w(η, τ) + c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)−

−τβ(µ′2(τ) + η(µ′2(τ)− µ′1(τ)) +
h2

0a(τ)ϕ′′(ηh0)

h2(τ)

)
dηdτ ≥ 0, (y, t) ∈ [0, 1]× [0, t1]. (24)

Далi, використовуючи (20), оцiнимо функцiю h = h(t). Оскiльки третiй доданок
правої частини рiвностi (20) вiд’ємний, то

h(t) ≤ h0 + T max
[0,T ]
|µ4(t)| ≡ H1, t ∈ [0, t1]. (25)

Для оцiнки функцiї h = h(t) знизу визначимо число t2, 0 < t2 ≤ T з нерiвностi

h0

2
+

∫ t

0

µ4(τ)dτ −
∫ t

0

w(1, τ)

h(τ)
dτ ≥ 0, t ∈ [0, t2]. (26)

Тодi

h(t) ≥ h0

2
≡ H0 > 0, t ∈ [0, t2]. (27)

Отриманi оцiнки використаємо при оцiнюваннi функцiї a = a(t) зверху. Виходячи з
рiвняння (19), отримаємо

a(t) ≤
H1 max[0,T ] µ3(t)

M0

≡ A1 <∞, t ∈ [0, t1]. (28)

Для оцiнок функцiй a = a(t) знизу, w = w(y, t) зверху та v = v(y, t), введемо позна-
чення

V (t) = max
y∈[0,1]

|v(y, t)|,W (t) = max
y∈[0,1]

w(y, t), amin(t) = min
τ∈[0,t]

a(τ).
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Тодi з рiвняння (17), враховуючи (22), одержимо нерiвнiсть типу Гронуола вiдносно
функцiї V = V (t)

V (t) ≤ C6 + C7W (t) + C8W
2(t) + C9

∫ t

0

V (τ)dτ, t ∈ [0, T ],

звiдки

V (t) ≤ C10 + C11W (t) + C12W
2(t), t ∈ [0, T ]. (29)

Використовуючи (22), (29), з рiвняння (18), знаходимо

W (t) ≤ C13 + C14

∫ t

0

1 +W (τ) +W 2(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ,

або, позначивши W1(t) ≡ W (t) +
1

2
,

W1(t) ≤ C15 + C16

∫ t

0

1√
θ(t)− θ(τ)

dτ + C17

∫ t

0

W 2
1 (τ)√

θ(t)− θ(τ)
dτ. (30)

Враховуючи означення функцiї θ = θ(t) та введенi позначення, оцiнимо iнтеграл∫ t

0

1√
θ(t)− θ(τ)

dτ =

∫ t

0

dτ√∫ t
τ

a(σ)
h2(σ)σβ

dσ
≤ C18√

amin(t)
t
1+β
2 . (31)

Пiднесемо обидвi частини нерiвностi (30) до квадрату i оцiнимо, використовуючи не-
рiвностi Кошi та Кошi-Буняковського

W 2
1 (t) ≤ 2C2

15 + 2C2
16

(∫ t

0

1√
θ(t)− θ(τ)

dτ
)2

+ 2C2
17

∫ t

0

1√
θ(t)− θ(τ)

dτ

∫ t

0

W 4
1 (τ)√

θ(t)− θ(τ)
dτ.

Використовуючи (31), останню нерiвнiсть приводимо до вигляду

W 2
1 (t) ≤ C19 +

C20t
1+β

amin(t)
+

C21t
1+β
2√

amin(t)

∫ t

0

W 4
1 (τ)√

θ(t)− θ(τ)
dτ. (32)

Далi змiнимо t на σ, домножимо на
1√

θ(t)− θ(σ)
та проiнтегруємо по σ вiд 0 до t:

∫ t

0

W 2
1 (σ)√

θ(t)− θ(σ)
dσ ≤ C19

∫ t

0

dσ√
θ(t)− θ(σ)

+
C20

amin(t)

∫ t

0

σβ+1dσ√
θ(t)− θ(σ)

+

+
C21√
amin(t)

∫ t

0

σ
1+β
2 dσ√

θ(t)− θ(σ)

∫ σ

0

W 4
1 (τ)√

θ(σ)− θ(τ)
dτ.

Змiнивши порядок iнтегрування, використавши (31) та рiвнiсть∫ t

τ

a(σ)dσ

σβh2(σ)
√

(θ(t)− θ(σ))(θ(σ)− θ(τ))
= π,



188 Н. М. ГУЗИК

знаходимо∫ t

0

W 2
1 (σ)√

θ(t)− θ(σ)
dσ ≤ C22t

1+β
2

(amin(t))1/2
+

C23t
3(1+β)

2

(amin(t))3/2
+

C24t
1+3β

2

(amin(t))3/2

∫ t

0

W 4
1 (τ)dτ. (33)

Враховуючи нерiвнiсть (33) у (30), отримаємо

W1(t) ≤ C15 +
C25t

1+β
2√

amin(t)
+

C26t
3(1+β)

2

(amin(t))3/2
+

C27

(amin(t))3/2

∫ t

0

W 4
1 (τ)dτ. (34)

Позначимо

Φ(t)=C15+
C25t

1+β
2√

amin(t)
+

C26t
3(1+β)

2

(amin(t))3/2
, Ψ(t) =

C27

(amin(t))3/2
, H(t) =

Φ(t)

Ψ(t)
+

∫ t

0

W 4
1 (τ)dτ. (35)

Тодi з (34) одержуємо

W1(t) ≤ Ψ(t)H(t). (36)

Продиференцiювавши останню з рiвностей (35) за часом та врахувавши (36), знаходимо

H ′(t) ≤
(Φ(t)

Ψ(t)

)′
+ Ψ4(t)H4(t). (37)

Останню нерiвнiсть роздiлимо на H4(t) i проiнтегруємо її вiд 0 до t. Матимемо

1

3H3(0)
− 1

3H3(t)
≤ Φ(t)

Ψ(t)

1

H4(t)
− Φ(0)

Ψ(0)

1

H4(0)
+ 4

∫ t

0

Φ(τ)

Ψ(τ)

H ′(τ)

H5(τ)
dτ +

∫ t

0

Ψ4(τ)dτ,

звiдки

H4(t)

3H3(0)

(
4− 3H3(0)

(
4

∫ t

0

Φ(τ)

Ψ(τ)

H ′(τ)

H5(τ)
dτ +

∫ t

0

Ψ4(τ)dτ
))
≤ Φ(t)

Ψ(t)
+
H(t)

3
, (38)

де H(0) = Φ(0)
Ψ(0)

= C15(amin(0))3/2

C27
.

В iнтегралi
∫ t

0
Φ(τ)
Ψ(τ)

H′(τ)
H5(τ)

dτ зробимо замiну σ = H(τ). Отримаємо∫ t

0

Φ(τ)

Ψ(τ)

H ′(τ)

H5(τ)
dτ =

∫ H(t)

H(0)

Φ(H−1(σ))

Ψ(H−1(σ))

dσ

σ5
,

де H−1(σ) — функцiя обернена до H(t).
Оскiльки

4

∫ H(t)

H(0)

Φ(H−1(σ))

Ψ(H−1(σ))

dσ

σ5
+

∫ t

0

Ψ4(τ)dτ → 0,

при t→ 0, то iснує таке число t3, 0 < t3 ≤ T , що

4− 3H3(0)
(

4

∫ H(t)

H(0)

Φ(H−1(σ))

Ψ(H−1(σ))

dσ

σ5
+

∫ t

0

Ψ4(τ)dτ
)
≥ 1, t ∈ [0, t3]. (39)
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Тодi з (38) випливає нерiвнiсть H4(t)
3H3(0)

≤ Φ(t)
Ψ(t)

+ H(t)
3
, t ∈ [0, t3], або H4(t) ≤ 3Φ(t)

Ψ(t)
H3(0)+

H3(0)H(t), t ∈ [0, t3]. Використовуючи це в (37), знаходимо H ′(t) ≤ ( Φ(t)
Ψ(t)

)′+H3(0)Ψ4(t)×
×H(t) + 3H3(0)Ψ3(t)Φ(t).

Останню нерiвнiсть домножимо на exp
(
−H3(0)

∫ t
0

Ψ4(σ)dσ
)
i проiнтегруємо. Отри-

маємо

H(t) ≤ Φ(t)

Ψ(t)
+ 4H3(0)

∫ t

0

Φ(τ)Ψ3(τ) exp
(
H3(0)

∫ t

τ

Ψ4(σ)dσ
)
dτ.

Тодi з (36) одержимо

W1(t) ≤ Φ(t) + 4H3(0)Ψ(t) exp
(
H3(0)

∫ t

0

Ψ4(σ)dσ
)∫ t

0

Φ(τ)Ψ3(τ)dτ,

або, враховуючи (35),

W1(t) ≤ C15 +
C25t

1+β
2√

amin(t)
+

C26t
3(1+β)

2

(amin(t))3/2
+

C28

(amin(t))3/2
exp

(
C29

∫ t

0

dσ

(amin(σ))6

)
×

×
∫ t

0

1

(amin(τ))9/2

(
1 +

τ
1+β
2√

amin(τ)
+

τ
3(1+β)

2

(amin(τ))3/2

)
dτ, t ∈ [0, t3]. (40)

Використовуючи (27), з рiвняння (19) отримаємо

amin(t) ≥ C30

W1(t)
, t ∈ [0, t2]. (41)

Враховуючи (40), останню нерiвнiсть подамо у виглядi

C15amin(t) +K(t)− C30 ≥ 0, t ∈ [0, t3], (42)

де через K = K(t) позначено вираз

K(t) ≡ C25t
1+β
2√

amin(t)
+

C26t
3(1+β)

2

(amin(t))3/2
+

C28

(amin(t))3/2
exp

(
C29

∫ t

0

dσ

(amin(σ))6

)
×

×
∫ t

0

1

(amin(τ))9/2

(
1 +

τ
1+β
2√

amin(τ)
+

τ
3(1+β)

2

(amin(τ))3/2

)
dτ.

Оскiльки K(t) прямує 0 при t→ 0, то можна вказати таке число t4, 0 < t4 ≤ T , що

K(t) ≤ C30

2
, t ∈ [0, t4]. (43)

Тодi з (42) знаходимо оцiнку функцiї a = a(t) знизу

a(t) ≥ amin(t) ≥ C30

2C15

≡ A0 > 0, t ∈ [0, t4], (44)

з (40) — оцiнку w = w(y, t) зверху w(y, t) ≤ W1(t) ≤ M1, (y, t) ∈ [0, 1] × [0, t4], а з (29)
— оцiнки функцiї v = v(y, t) : |v(y, t)| ≤ M2, (y, t) ∈ [0, 1] × [0, t4]. Отже, встановлено
апрiорнi оцiнки розв’язкiв системи рiвнянь (17)–(20).
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Враховуючи (23), подамо рiвняння (19) у виглядi

a(t) =
µ3(t)h(t)

w(0, t)
, t ∈ [0, t1]. (45)

Систему рiвнянь (17), (18), (20), (45) подамо у виглядi операторного рiвнян-
ня W = PW, де W = (v, w, h, a), а оператор P визначається правими частинами рiв-
нянь (17), (18), (20), (45), вiдповiдно. Покладемо T0 = min{t1, t2, t3, t4}. У банаховому
просторiB = (C(QT0))

2×(C[0, T0])2 визначимо множинуN = {(v, w, h, a) ∈ B : |v(y, t)| ≤
M2, M0 ≤ w(y, t) ≤ M1, H0 ≤ h(t) ≤ H1, A0 ≤ a(t) ≤ A1}. З встановлених оцiнок ви-
пливає, що множина N замкнена i опукла, а оператор P переводить її в себе. Те, що
оператор P цiлком неперервний, доводиться за тiєю ж схемою, що й у невиродженому
випадку ([14, с. 27]). Тодi за теоремою Шаудера про нерухому точку цiлком неперерв-
ного оператора iснує неперервний розв’язок (v, w, h, a) системи рiвнянь (17), (18), (20),
(45) при (y, t) ∈ [0, 1]× [0, T0]. Це означає, що iснує розв’язок (a, h, v) задачi (6)–(10) при
(y, t) ∈ [0, 1]× [0, T0]. Теорему 1 доведено.

Зауважимо, що пiдставивши встановленi апрiорнi оцiнки функцiй v, w, h, a в (23),
(26), (39), (43) отримаємо обмеження на числа ti, i ∈ {1, . . . , 4} через вихiднi данi зада-
чi (6)–(10).

4. Єдинiсть розв’язку задачi (6)–(10). Припустимо, що iснує два розв’язки (ai, hi, vi),
i ∈ {1, 2} задачi (6)–(10). Для їх рiзниць a(t) = a1(t)− a2(t), h(t) = h1(t)−h2(t), v(y, t) =
v1(y, t)− v2(y, t) отримаємо задачу

tβvt =
a2(t)

h2
2(t)

vyy +
b(yh2(t), t) + ytβh′2(t)

h2(t)
vy + c(yh2(t), t)v+

+f(yh1(t), t)− f(yh2(t), t) +
( a(t)

h2
1(t)

+ a2(t)
( 1

h2
1(t)
− 1

h2
2(t)

))
v1yy(y, t)+((b(yh1(t), t)− b(yh2(t), t)) + ytβ(h′1(t)− h′2(t))

h1(t)
+ (b(yh2(t), t) + ytβh′2(t))×

×
( 1

h1(t)
− 1

h2(t)

))
v1y + (c(yh1(t), t)− c(yh2(t), t))v1, (y, t) ∈ QT , (46)

v(y, 0) = 0, y ∈ [0, 1], (47)
v(0, t) = v(1, t) = 0, t ∈ [0, T ], (48)

a(t)v1y(0, t) + a2(t)vy(0, t) = µ3(t)h(t), t ∈ [0, T ], (49)

h′1(t)− h′2(t) = −
( 1

h1(t)
− 1

h2(t)

)
v1y(1, t)−

1

h2(t)
vy(1, t). (50)

Позначимо w(y, t) ≡ vy(y, t), p(t) ≡ h′1(t) − h′2(t). За допомогою функцiї Грiна
G∗1 = G∗1(y, t, η, τ) першої крайової задачi для рiвняння

tβvt =
a2(t)

h2
2(t)

vyy +
b(yh2(t), t) + ytβh′2(t)

h2(t)
vy + c(yh2(t), t)v

знаходимо розв’язок задачi (46)–(48)

v(y, t) =

∫ t

0

∫ 1

0

G∗1(y, t, η, τ)
(
f(ηh1(τ), τ)− f(ηh2(t), τ) +

( a(τ)

h2
1(τ)

+ a2(τ)
( 1

h2
1(τ)
−
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− 1

h2
2(τ)

))
v1ηη(η, τ) +

((b(ηh1(τ), τ)− b(ηh2(τ), τ)) + ητβp(τ)

h1(τ)
+ (b(ηh2(τ), τ)+

+ητβh′2(τ))
( 1

h1(τ)
− 1

h2(τ)

))
v1η(η, τ) + (c(ηh1(τ), τ)− c(ηh2(τ), τ))v1(η, τ)

)
dηdτ. (51)

Продиференцiювавши (51) за просторовою змiнною, отримаємо

w(y, t) =

∫ t

0

∫ 1

0

G∗1y(y, t, η, τ)
(
f(ηh1(τ), τ)− f(ηh2(t), τ) +

( a(τ)

h2
1(τ)

+ a2(τ)
( 1

h2
1(τ)
−

− 1

h2
2(τ)

))
v1ηη(η, τ) +

((b(ηh1(τ), τ)− b(ηh2(τ), τ)) + ητβp(τ)

h1(τ)
+ (b(ηh2(τ), τ)+

+ητβh′2(τ))
( 1

h1(τ)
− 1

h2(τ)

))
v1η(η, τ) + (c(ηh1(τ), τ)− c(ηh2(τ), τ))v1(η, τ)

)
dηdτ. (52)

Враховуючи введенi позначення, рiвняння (49), (50) подамо у виглядi

a(t)v1y(0, t) + a2(t)w(0, t) = µ3(t)h(t), t ∈ [0, T ], (53)

p(t) = −
( 1

h1(t)
− 1

h2(t)

)
v1y(1, t)−

1

h2(t)
w(1, t), t ∈ [0, T ]. (54)

Оскiльки (ai, hi, vi), i ∈ {1, 2} розв’язки задачi (6)–(10), то для них справджуються
рiвностi (20). Вiднявши їх, знаходимо

h(t) = −
∫ t

0

w(1, τ)

h1(τ)
dτ −

∫ t

0

v2y(1, τ)
( 1

h1(τ)
− 1

h2(τ)

)
dτ, t ∈ [0, T ]. (55)

Зауважимо також, що

1

h1(τ)
− 1

h2(τ)
= − h(t)

h1(t)h2(t)
,

1

h2
1(τ)

− 1

h2
2(τ)

= −h(t)(h1(t) + h2(t))

h2
1(t)h2

2(t)
, t ∈ [0, T ]. (56)

Крiм того, припущення теореми забезпечують правильнiсть рiвностi

f(yh1(t), t)− f(yh2(t), t) = yh(t)

∫ 1

0

fx(y(h2(t) + σ(h1(t)− h2(t))), t)dσ, (57)

що виконується i для функцiй b(y, t), c(y, t). Пiдставивши (56)–(57) в (51)–(55), отрима-
ємо систему однорiдних iнтегральних рiвнянь Вольтера другого роду вiдносно функцiй
v = v(y, t), w = w(y, t), a = a(t), p = p(t), h = h(t). Для дослiдження цiєї системи
потрiбно встановити оцiнку функцiї v1yy(y, t).

Оскiльки v1 = v1(y, t) розв’язок вiдповiдної задачi (6)–(8), то для цiєї функцiї пра-
вильними залишаються рiвностi (17), (18). З (17) за допомогою рiвностi G1yy(y, t, η, τ) =
G1ηη(y, t, η, τ) знаходимо

v1yy(y, t) = h2
0ϕ
′′(yh0) +

∫ t

0

G1η(y, t, 1, τ)
((b(h1(τ), τ) + τβµ4(τ)

h1(τ)
− τβv1η(1, τ)

h2
1(τ)

)
v1η(1, τ)+

+c(h1(τ), τ)v1(1, τ) + f(h1(τ), τ)− τβµ′2(τ) +
h2

0a1(τ)ϕ′′(h0)

h2
1(τ)

)
dτ −

∫ t

0

G1η(y, t, 0, τ)×

×
(b(0, τ)v1η(0, τ)

h1(τ)
+ c(0, τ)v1(0, τ) + f(0, τ)− τβµ′1(τ) +

h2
0a1(τ)ϕ′′(0)

h2
1(τ)

)
dτ−
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−
∫ t

0

∫ 1

0

G1η(y, t, η, τ)
((h1(τ)by(ηh1(τ), τ) + τβµ4(τ)

h1(τ)
− τβv1η(1, τ)

h2
1(τ)

+ c(ηh1(τ), τ)
)
×

×v1η(η, τ) + h1(τ)cy(ηh1(τ), τ)v1(η, τ)− τβ(µ′2(τ)− µ′1(τ)) + h1(τ)fy(ηh1(τ), τ)+

+
h3

0a1(τ)ϕ′′′(ηh0)

h2
1(τ)

)
dηdτ +

∫ t

0

∫ 1

0

G1η(y, t, η, τ)
(ητβv1η(1, τ)

h2
1(τ)

− b(ηh1(τ), τ) + ητβµ4(τ)

h1(τ)

)
×

×v1ηη(η, τ)dηdτ =
4∑
i=1

Ii +

∫ t

0

∫ 1

0

G1η(y, t, η, τ)
(ητβv1η(1, τ)

h2
1(τ)

− b(ηh1(τ), τ) + ητβµ4(τ)

h1(τ)

)
×

×v1ηη(η, τ)dηdτ, (y, t) ∈ QT . (58)

Оскiльки
∣∣∫ t

0
G1η(y, t, 0, τ) a(τ)

τβh2(τ)
dτ
∣∣ ≤ 1,

∣∣∫ t
0
G1η(y, t, 1, τ) a(τ)

τβh2(τ)
dτ
∣∣ ≤ 1, то для перших

чотирьох доданкiв iнтегрального рiвняння (58) вiдносно функцiї v1yy(y, t) отримаємо
оцiнку

∑4
i=1 |Ii| ≤ C31. Враховуючи обмеженiсть ядра цього рiвняння, можемо ствер-

джувати, що |v1yy(y, t)| ≤ C32, (y, t) ∈ QT . Використовуючи останню оцiнку в (51)–(55),
робимо висновок про iнтегровнiсть ядра цiєї системи. Це означає, що система (51)–(55)
має лише тривiальний розв’язок, що й завершує доведення теореми 2.
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