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In this paper we introduce and study the left spectrum and the torsion-theoretic spectrum
of modules and establish some connections between them. In particular, the fact that for
a multiplication module the left torsion-theoretic spectrum is a quotient space is proved. Also,
the notion of locally-prime torsion theory is given, some properties of such torsion theories are
presented. Is proved the fact, that symmetric extended (by Belluce) torsion-theoretic spectrum
of a ring (module), under certain restrictions, is a spectral space. Also we construct spectrum for
the left spectrum of a ring, that, in its turn, is based on the theory of strongly-prime modules.
As a technical equipment we use general facts from the torsion theory in the category of left
modules over associative rings and some generalizations of technical results from previously
published work of many authors.

М. О. Малоид-Глебова. О некоторых взаимосвязях между различными типами спектров
мультипликационных модулей и со спектральными простанствами // Мат. Студiї. –
2014. – Т.41, №1. – C.3–17.

В статье рассматриваются левые спектры Розенберга и Попеску и устанавливаются
соотношения между ними. В частности, доказывается, что для мультипликационного мо-
дуля левый спектр Попеску является фактор-пространством левого спектра. Вводится
также понятие локально первичного кручения, излагаются свойства этих кручений и до-
казывается, что симметричный расширенный (в смысле Белуссе) спектр Попеску кольца
(модуля) при определенных ограничениях является спектральным пространством. Также
строится расширенный спектр для левого спектра некоммутативного кольца, построе-
ние которого основывается на теории строго первичных модулей. В качестве технических
средств используются общие факты из теории кручений в категории левых модулей над
ассоциативным кольцом и некоторые обобщения результатов из опубликованных ранее
работ других авторов.

Вступ. Спектр комутативного кiльця перебуває у полi зору багатьох математикiв най-
перше тому, що вiн надає змогу скористатись геометричною iнтуїцiєю при дослiдженнi
абстрактних кiлець. В останнi десятирiччя з’явилося багато узагальнень поняття спек-
тра, як у випадку некомутативних (диференцiальних) кiлець, так i у випадку модулiв.
В некомутативному випадку iснує багато рiзних означень цього поняття, якi базуються
на рiзних пiдходах до визначення поняття первинного iдеала. Проте досi не достатньо
дослiдженi i мало вивченi зв’язки мiж цими спектрами. Дана стаття дає вiдповiдi на
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деякi питання про цi взаємозв’язки в найпростiших ситуацiях, якi виникають у рiзних
випадках, що розглядалися.

Для кращого ознайомлення з рiзними спектрами некомутативних кiлець i модулiв
над ними, наведемо деякi факти про первиннi модулi над асоцiативними кiльцями.
Спочатку згадаємо iсторiю розвитку поняття первинного модуля, яке є базовим для
означення його первинного спектра. Багато запитань, якi виникають i розглядаються
у цiй статтi, є подiбними до тих, що вже розв’язанi при вивченнi первинних iдеалiв
в некомутативних кiльцях([25]). Першу згадку про такi модулi можна знайти в статтi
Р. E. Джонсона [16]. Незалежно, первиннi модулi ввiв та дослiджував В. Андрунакiє-
вич в [1]. Е. Г. Феллер та Е. В. Своковскi розпочали дослiдження первинних пiдмодулiв
деякого модуля ([12]). Г. I. Каракас розглянув первиннi пiдмодулi довiльного модуля
над комутативним кiльцем ([17]). На нашу думку, найбiльш вдалим пiдходом до вве-
дення поняття первинного модуля є пiдхiд, який вперше запропонував С. Пейдж в
1972 р. ([26]). Пiзнiше таке ж означення використовували Р. Вiсбауер ([31]) i Й. Даунс
([9]), дослiджуючи взаємозв’язки мiж рiзними типами первинних модулiв i система-
тизуючи їх теорiю. Пiдхiд до дослiдження первинних модулiв, що базується на теорiї
напередрадикалiв реалiзований Л. Бiканом, П. Ямбором, Т. Кепкою i П. Нємєцом в
1980 р. ([5]). А. В. Андрунакiєвич в [1] використовував первиннi модулi для опису пер-
винних радикалiв, а у статтi [2] А. В. Андрунакiєвич та Ю. М. Рябухiн довели, що
кожен спецiальний радикал категорiї кiлець можна описати за допомогою пiдкласiв
класу первинних модулiв, та реалiзували деякi iдеї про первиннi модулi. К. Шiгенага в
1982 р. запропонував рiзнi модифiкацiї та узагальнення первинних модулiв i розглянув
схеми логiчних взаємозв’язкiв мiж ними ([29]). Деякi модифiкацiї поняття первинного
модуля можна знайти в [7]–[11]. Пiзнiше поняття первинного модуля та його узагаль-
нення привертали увагу значного числа авторiв. Cьогоденний потiк публiкацiй, в яких
розглядаються поняття первинного модуля чи первинного пiдмодуля, стрiмко зростає.
Варто згадати й про статтi, що стосуються застосувань даних понять, наприклад, в
яких дослiджуються рiзнi спектри кiлець та модулiв. З одного боку, це демонструє ва-
жливiсть цих понять, а з iншого, пiдтверджує iнтенсивнiсть пошуку найбiльш вдалого
варiанту поняття первинного модуля, яке дозволило б сформулювати та довести анало-
ги найважливiших фактiв класичної алгебраїчної геометрiї. Варто також зазначити, що
некомутативна алгебраїчна геометрiя iнтенсивно розвивається, i час вiд часу виходять
з друку рiзнi монографiї, якi пiдсумовують розвиток цiєї теорiї за той чи iнший часо-
вий промiжок. Iснують бiльш радикальнi пiдходи до проблеми точок некомутативних
многовидiв, що базуються на iдеях теорiї категорiй (найчастiше на поняттi пiдкатегорiї
Серра категорiї Гротендiка), або на нових, ще абстрактнiших поняттях некомутатив-
них просторiв (див. роботи Артiна, Преста, Ван-ден-Берга, та iнших авторiв, статтi
яких стосуються некомутативної алгебраїчної геометрiї).

У данiй статтi ми розглядаємо деякi конструкцiї та факти, що мiстять поняття лiво-
го спектра Розенбергата, лiвого спектра Попеску для асоцiативних кiлець, i розширимо
їх на випадок теорiї модулiв. Бiльшiсть з використаного матерiалу можна знайти в мо-
нографiях, що вже побачили свiт. Розглянемо також систему понять, необхiдних для
означення теоретико-скрутового спектра (чи спектра Попеску) кiльця, який досить ча-
сто використовується в некомутативнiй алгебраїчнiй геометрiї.

1. Мультиплiкацiйнi модулi над некомутативними кiльцями та їх властивостi.
Основну теорему теорiї абелевих груп можна сформулювати у виглядi такого тверджен-
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ня: довiльний скiнченно-породжений Z-модуль є прямою сумою мультиплiкацiйних
модулiв (тут Z — кiльце цiлих чисел). Ця теорема стимулює дослiдження мультиплiка-
цiйних модулiв, якi завдяки їй посiли важливе мiсце серед iнших типiв модулiв.

Нехай R — кiльце, M — правий R-модуль. Називатимемо модуль M мультиплi-
кацiйним, якщо для довiльного його пiдмодуля N iснує такий iдеал B кiльця R, що
N = MB.

Наводимо твердження, яке дозволяє вказувати природнi приклади мультиплiкацiй-
них модулiв.

Твердження 1. 1. Довiльний циклiчний модуль є мультиплiкацiйним модулем.
2. Довiльний простий модуль є мультиплiкацiйним.
3. Довiльний ненульовий мультиплiкацiйний модуль над простим кiльцем є простим
модулем.

Доведення цього факту проводиться за аналогiєю з комутативним випадком.
Нехай R — довiльне асоцiативне кiльце. Iдеал A цього кiльця називається мульти-

плiкацiйним, якщо для довiльного такого iдеала B кiльця R, що B ⊆ A, iснує такий
iдеал C цього кiльця, що B = AC.

Очевидно, що кожен мультиплiкацiйний iдеал є мультиплiкацiйним модулем. Для
зручностi подальшого викладу наведемо декiлька тверджень.

Твердження 2 ([28], зауваження 1.2). Для правого модуля M над кiльцем R, такi
властивостi еквiвалентнi:
1. M — мультиплiкацiйний модуль.
2. Для кожного такого iдеала B кiльця R, що B ⊆ Ann(M), R/B-модуль M є мульти-
плiкацiйним модулем.
3. Iснує такий iдеал B кiльця R, що B ⊆ Ann(M), i M є мультиплiкацiйним R/B-мо-
дулем.

Твердження 3 ([28], зауваження 1.3). Для правого R-модуля M , такi властивостi
еквiвалентнi:
1. M — мультиплiкацiйний модуль.
2. N ⊆M(N : M) для кожного пiдмодуля N модуля M .
3. N = M(N : M) = M(Ann(M/N)) для кожного пiдмодуля N модуля M .

Твердження 4. Кожен гомоморфний образ мультиплiкацiйного модуля є мультиплi-
кацiйним.

Твердження 5 ([28], зауваження 1.5). Для довiльного мультиплiкацiйного модуля M
над кiльцем R iстиннi такi твердження:
1. Кожен пiдмодуль N модуля M є цiлком iнварiантним пiдмодулем цього модуля.
2. Якщо N є таким пiдмодулем модуля M , що N ∩MB = NB для кожного iдеала B
кiльця R, то N є мультиплiкацiйним модулем.

Твердження 6. Мультиплiкацiйний модуль має такi властивостi:
1. Кожен ендоморфний образ мультиплiкацiйного модуля є цiлком iнварiантним муль-
типлiкацiйним пiдмодулем цього модуля.
2. Кожен прямий доданок мультиплiкацiйного модуля є цiлком iнварiантним мульти-
плiкацiйним пiдмодулем цього модуля.
3. В кiльцi ендоморфiзмiв кожного гомоморфного образу довiльного мультиплiкацiйно-
го модуля, всi iдемпотенти є центральними.
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Доведення твердження 6 є комбiнацiєю мiркувань, використаних вище у доведеннях
сформульованих фактiв.

Твердження 7 ([28], зауваження 1.9). Нехай M — довiльний правий мультиплiкацiй-
ний модуль над кiльцем R, а P — такий iдеал кiльця R, що M 6= MP . Тодi iснує такий
циклiчний пiдмодуль X модуля M , що P не мiстить анулятора модуля M/X.

Твердження 8 ([28], зауваження 1.10). НехайM — правий мультиплiкацiйний модуль
над кiльцем R, а P — максимальний iдеал кiльця R.
1. ЯкщоM 6= MP , тоM/MP є простим модулем, та iснує такий циклiчний пiдмодуль X
модуля M , що R = P + Ann(M/X).
2. M/MP є циклiчним модулем з двома пiдмодулями, причому M = MP або ж MP є
максимальними пiдмодулями модуля M .

Твердження 9 ([28], зауваження 1.12). Нехай R — кiльце з комутативним множенням
iдеалiв, M — мультиплiкацiйний R-модуль i B — такий iдеал кiльця R, що M = MB.
Тодi:
1. N = NB для кожного пiдмодуля N модуля M .
2. Для кожного елемента m модуля M iснує такий елемент b iдеала B, що m(1− b) = 0.

Твердження 10. Нехай R — кiльце з комутативним множенням iдеалiв, M — муль-
типлiкацiйний правий R-модуль i P — максимальний iдеал кiльця R. Тодi:
1. M = MP .
2. N = NB для кожного пiдмодуля N модуля M .
3. X = XB для кожного циклiчного пiдмодуля X модуля M .
4. P не мiстить аннулятора жодного циклiчного пiдмодуля модуля M .

Твердження 11 ([28], зауваження 2.1). Для правого R-модуля M такi властивостi
еквiвалентнi:
1. M — мультиплiкацiйний модуль.
2. Для кожного циклiчного пiдмодуляX модуляM iснує такий правий iдеал B кiльця R,
що X = MB.
3. Для кожного пiдмодуля X модуля M iснує така множина {Xi}i∈I пiдмодулiв моду-
ля X i множина {Bi}i∈I iдеалiв кiльця R, для яких X =

∑
i∈I та Xi = MBi для кожного

i ∈ I.

Теорема 1 ([28], теорема 2.2). Нехай M правий модуль над кiльцем R, i нехай M =⊕
i∈IMi. Тодi такi умови еквiвалентнi:

1. M — мультиплiкацiйний модуль.
2. Кожен пiдмодуль модуля M є цiлком iнварiантним в M , i всi пiдмодулi Mi є такими
мультиплiкацiйними пiдмодулями, що iснують iдеали Bi кiльця R для яких виконують-
ся рiвностi Mi = MBi, (i ∈ I).
3. N =

⊕
i∈I(N ∩Mi) для кожного пiдмодуля N модуля M, i всi пiдмодулi Mi є такими

мультиплiкацiйними модулями, для яких iснують такi iдеали Bi кiльця R, що Mi =
MBi, (i ∈ I).
4. Для кожної скiнченної пiдмножини J iндексної множин I, модуль

⊕
j∈JMj є мульти-

плiкацiйним, i
⊕

j∈JMj = MBJ для деякого iдеала BJ кiльця R.

Твердження 12 ([28], зауваження 2.13). Якщо M — правий мультиплiкацiйний мо-
дуль, який є сумою скiнченної кiлькостi циклiчних модулiв, то M — циклiчний модуль.
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Теорема 2 ([28], теорема 2.14). Нехай M — артiнiв мультиплiкацiйний модуль над
кiльцем R. Тодi:
1. Фактор-модуль M/J(M) − циклiчний модуль.
2. Якщо J(M) є надлишковим пiдмодулем модуля M , то M є циклiчним модулем.
3. Якщо M — скiнченно-породжений модуль, то M — циклiчний модуль.

Наслiдок 1 ([28], висновок 2.27). Нехай M — правий модуль над кiльцем R i нехай
X та Y — такi мультиплiкацiйнi пiдмодулi модуля M , що R = (X : Y ) + (Y : X). Тодi
X + Y є мультиплiкацiйним модулем.

Твердження 13 ([28], зауваження 2.28). Нехай M — модуль над кiльцем R, а N —
власний пiдмодуль модуля M . Тодi:
1. N — первинний пiдмодуль модуля M тодi i лише тодi, коли Ann(M/N) — первинний
iдеал кiльця R.
2. Якщо N — максимальний пiдмодуль модуляM , то N — первинний пiдмодуль модуля
M i N = MP для деякого правого примiтивного iдеала P кiльця R.
3. Якщо R — кiльце з комутативним множенням iдеалiв, то для кожного власного
пiдмодуля N модуля M iснує такий правий примiтивний iдеал P кiльця R, що M 6=
MP +N i MP є первинними пiдмодулями модуля M .

Твердження 14 ([28], лема 2.2). НехайM — ненульовий мультиплiкацiйний R-модуль.
Тодi:
1. Кожен власний пiдмодуль модуля M мiститься в деякому максимальному пiдмодулi
модуля M .
2. Пiдмодуль K є максимальним в M тодi i лише тодi, коли iснує такий максимальний
iдеал Q кiльця R, що K = QM 6= M .

2. Рiзнi пiдходи до вивчення строго-первинних кiлець та модулiв. Скрiзь у цiй
статтi R є асоцiативним кiльцем з ненульовим одиничним елементом, який зберiгається
кiльцевими гомоморфiзмами, i всi модулi є унiтарними. Запис A ⊂ B використовується
для позначення власних пiдмножин. Лiвий iдеал p кiльця R називається первинним то-
дi i лише тодi, коли для довiльних елементiв x, y ∈ R з того, що xRy ⊆ p випливає, що
або x ∈ p, або y ∈ p. Множина всiх двостороннiх первинних iдеалiв кiльця R позначає-
ться через Spec(R) i називається (первинним) спектром кiльця R. З iншого боку, лiвий
iдеал p кiльця R називається строго-первинним, якщо для кожного елемента x ∈ R\p,
iснує така скiнченна пiдмножина V кiльця R, що

(p : V x) = {r ∈ R|rV x ⊆ p}.

Множина spec(R) всiх строго-первинних лiвих iдеалiв називається лiвим спектром
кiльця R. Легко побачити, що якщо R є лiвим нетеровим кiльцем, то Spec(R) ⊆ spec(R)
(див. [13]). В статтi [18] дано означення строго-первинного модуля, яке є базовим для
перенесення поняття лiвого спектра на модульну ситуацiю. Кориснiшим є означення
таких модулiв, сформульоване у статтi [17], де також подається наявна iнформацiя про
такi модулi. Ми продовжуємо використовувати друге формулювання поняття строго-
первинного модуля, i нагадаємо деякi деталi з iсторiї його дослiдження. Означення
строго-первинного модуля здебiльшого дають двома способами.
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Ненульовий лiвий модуль M над кiльцем R називається строго-первинним, якщо
для довiльних ненульових елементiв x, y ∈ M iснує така скiнченна пiдмножина {a1, a2,
. . . , an} ⊆ R, що

Ann
R
{a1x, a2x, . . . , anx} ⊆ Ann

R
{y},

тобто з того, що (ra1x = ra2x = · · · = ranx = 0), r ∈ R випливає ry = 0. Таке означення
строго-первинного модуля введене Й. А. Бiчi у статтi [6]. У статтi [13] сформулювано та-
ке означення строго-первинного пiдмодуля. Ненульовий лiвий модульM над кiльцем R
називається строго-первинним, якщо для довiльного ненульового елемента x ∈ M
iснує така скiнченна пiдмножина {a1, a2, . . . , an} ⊆ R, що AnnR{a1x, a2x, . . . , anx} = 0.
Якщо в цьому означеннi покласти M = R, отримаємо поняття строго-первинного кiль-
ця. Такi строго-первиннi кiльця дослiджувалися також в [9].

Пiдмодуль P деякого модуля M називається строго-первинним, якщо фактор-мо-
дуль M/P є строго-первинним R-модулем. Множина всiх строго-первинних пiдмодулiв
модуля M називається лiвим первинним спектром M i позначається spec(M). Зокрема,
лiвий iдеал p ⊂ R називається строго-первинним, якщо фактор-модуль R/p є строго-
первинним R-модулем. В термiнах елементiв, лiвий iдеал p ⊂ R є строго-первинним,
якщо для довiльного елемента u /∈ p iснують такi елементи {a1, . . . , an} ⊆ R i такi
натуральнi числа n = n(u), що з умови ra1u, . . . , ranu ∈ p, r ∈ R випливає r ∈ p.

Нехай Mod-R — категорiя правих унiтарних модулiв над кiльцем R.
Функтор r : Mod-R → Mod-R називається напередрадикалом, якщо для довiльних

правих R-модулiв M i N i для довiльного R-гомоморфiзму f : M → N виконуються
включення r(M) ⊆M i f(r(M)) ⊆ r(N).

Напередрадикал r називається радикалом, якщо r(M/r(M)) = 0 для довiльного
правого модуля M .

Правий модуль M називається r-радикальним, якщо r(M) = M , i r-напiвпростим,
якщо r(M) = 0.

Якщо для довiльного правого R-модуля M виконується включення r1(M) ⊆ r2(M),
то ми пишемо r1 ≤ r2. Позначимо через RN такий найменший напередрадикал r, що
правий полiгонN є r-радикальним полiгоном. Тодi RN(M) =

∑
α∈J fα(N), де fα пробiгає

всi гомоморфiзми з Hom(N,E(M)), де E(M) — iн’єктивна оболонка правого модуля M .
Ненульовий правий модульM називається строго-первинним, якщоM є первинним

i для кожного ненульового правого пiдмодуля N ⊆ M i для кожного елемента y ∈ M
iснують такi елементи x1, x2, . . . , xn ∈ N , що Ann(x1, x2, . . . , xn) ⊆ Ann(y).

Твердження 15. Для ненульового правого полiгона M такi твердження є еквiвалент-
ними:
1. M — строго-первинний модуль.
2. Для довiльного напередрадикала r, або r(M) = 0 або r(M) = M .
3. M мiститься в кожному цiлком iнварiантному пiдмодулi модуля E(M).
4. Для кожного елемента y ∈ M i для 0 6= x ∈ M iснують такi s1, s2, . . . , sn ∈ S, що
Ann(xs1, xs2, . . . , xsn) ⊆ Ann(y).

Доведення. (1) ⇒ (2). Якщо r(M) 6= 0 для деякого напередрадикала r, то для y ∈
M iснують такi x1, x2, . . . , xn ∈ r(M), що Ann(x1, x2, . . . , xn) ⊆ Ann(y). Тодi для x =
(x1, x2, . . . , xn) ∈ (r(M))n образ f : xS → yS, що визначається за правилом f(xa) = ya
для всiх a ∈ S, є коректно визначеним, i тому xS є r-радикальним, а отже yS ⊆ r(M).
Тому r(M) = M .
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(2) ⇒ (3). Якщо 0 6= N ⊆ E(M) є цiлком iнварiантним, то rN(E(M)) = N , бiльше
того, rN(M) = M ∩RN(E(M)) = M ∩N 6= 0. Навпаки, RN(M) = M i M ⊆ N .

(3) ⇒ (4). Нехай для ненульового елемента x ∈ M модуль N мiститься в E(M),
що є сумою гомоморфних образiв модуля xS. Тодi N є цiлком iнварiантним, i тому за
припущенням M ⊆ N , i, бiльше того, y =

∑n
i=1 fi(xsi) для si ∈ S i fi ∈ Hom(xS,E(M)).

Тому ya = 0, якщо xsia = 0 для всiх i.
(4) ⇒ (1). Для 0 6= N ⊆ M нехай 0 6= x ∈ N . Також припустимо, що для кожного

y ∈ M iснують такi s1, s2, . . . , sn ∈ S, що Ann(xs1, xs2, . . . , xsn) ⊆ Ann(y). Оскiльки для
всiх i xsi ∈ N , позначимо xi = xsi. Тому Ann(x1, x2, . . . , xn) ⊆ Ann(y), бiльше того, M є
строго-первинним модулем.

Очевидно, простi модулi є строго-первинними, тому максимальнi лiвi iдеали кiльця
є строго-первинними. Зауважимо також, що деякi модулi M взагалi не мають первин-
них пiдмодулiв, i вони називаються бiдними на первиннi пiдмодулi, чи, просто, мо-
дулями без первинних пiдмодулiв. Тепер наведемо iнформацiю про деякi особливостi
строго-первинних пiдмодулiв, якi необхiдно буде врахувати при доведеннi основних ре-
зультатiв статтi. Зокрема зупинимося на зв’язку властивостей iдеалiв кiльця коефiцi-
єнтiв та iдеалiв кiльця многочленiв над ними. Для того, щоб ознайомитися з основ-
ними властивостями модулiв без первинних пiдмодулiв над комутативними кiльцями
можемо скористатися статтею [8]. Тепер цiкаво розглянути спiввiдношення мiж лiвим
строго-первинним модулем M i його квазi-iн’єктивною оболонкою Q(M). За теоремою
19.2 з [4], Q(M) = ΛM ⊆ M̂ , де M̂ є iн’єктивною оболонкою M i Λ = EndR M̂ . Не-
хай H = EndRQ(M), причому ендоморфiзми записуються злiва вiд аргументiв. Мо-
дуль Q(M) канонiчно перетворюється в лiвий R-H-бiмодуль. Тепер можемо сформулю-
вати означення строго-первинного модуля в iншому виглядi.

Теорема 3. Лiвий R-модуль M є строго-первинним тодi i лише тодi, коли його квазi-
iн’єктивна оболонка Q(R) є простим R-H-бiмодулем.

Нехай R〈XH〉 — кiльце полiномiв, якi не комутують з Xh, h ∈ H, i комутують з
елементами кiльця R. Надiлимо Q(M) канонiчною структурою R〈XH〉-модуля, прий-
маючи за означенням Xhx = hx для h ∈ H i x ∈ Q(M). Вiдомо, що Q(M) є простим
R〈XH〉-модулем для строго-первинного R-модуля M .

Теорема 4. Для кожного лiвого строго-первинного iдеала p ⊂ R iснує такий макси-
мальний лiвий iдеал M ⊂ R〈XH〉, що p = M ∩R.

Цей факт вказує на те, що, концептуально, ситуацiя в довiльному некомутативному
кiльцi, у деякому сенсi, нагадує стан справ в комутативного випадку, оскiльки лiвi
строго-первиннi iдеали отримуються з максимальних лiвих iдеалiв кiлець полiномiв
природнiм шляхом. Тепер можемо охарактеризувати модулi без первинних пiдмодулiв.
Нагадаємо, що модуль, який не має максимальних пiдмодулiв називається радикальним
за Джекобсоном. Нехай X — довiльна множина. Позначимо через R〈X〉 кiльце полi-
номiв над кiльцем R, вiд множини X некомутативних невiдомих, якi, тим не менше,
комутують з елементами кiльця R, i через M〈X〉 деякий R-модуль полiномiв з коефi-
цiєнтами з модуля M . Очевидно, що M〈X〉 є канонiчними R〈X〉-модулем.

Теорема 5. Модуль M над кiльцем R є модулем без первинних пiдмодулiв тодi i лише
тодi, коли для довiльної множини X невiдомих, M〈X〉 є радикальним за Джекобсоном
як R〈X〉-модуль.
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Перетин всiх лiвих строго-первинних пiдмодулiв даного R-модуля M називається
лiвим строго-радикальним пiдмодулем модуля M , який позначається через splM . За
означенням, splM = M , коли M не має строго-первинних пiдмодулiв. Цiкавим є випа-
док, коли M = R. Нагадаємо, що радикал Левицького L(R) є найбiльшим локально-
нiльпотентним iдеалом кiльця R. В статтi доводиться, що для довiльного кiльця R,
лiвий строго-первинний радикал splR збiгається з радикалом Левицького L(R) кiль-
ця R.

3. Спектр Розенберга мультиплiкацiйного модуля. Нехай R — асоцiативне кiльце
з 1 6= 0, M лiвий унiтальний мультиплiкацiйний R-модуль, A — абелева група. Через IlR
позначимо гратку всiх лiвих iдеалiв кiльця R, а через IlM — гратку всiх лiвих пiдмодулiв
модуля M. Через P(A) позначимо множину всiх скiнченно-породжених пiдгруп абелевої
групи A. Позначимо (m : w) = {λ|λ ∈ R, λw ⊆ m}, де m ∈ Il(R), w ∈ P (R).

Два пiдмодулi N i L модуля M називаються M-зв’язаними, якщо M/N ∼= M/L. Це
вiдношення, легко побачити, є вiдношенням еквiвалентностi. Очевидно також, що лiвi
iдеали A i B є зв’язаними тодi i лише тодi, коли iснують такi елементи λ i µ кiльця R,
що (A : λ)=(B : µ).

Тепер можемо ввести вiдношення напередпорядку на множинi IlM вважаючи, що
N ≤M L тодi i лише тодi, коли iснують такi N1, . . . , Nk ∈ IlM , що:

1. для кожного i ∈ {1, . . . , k} модуль Ni є M -зв’язним з N ;
2.

⋂k
i=1Ni ⊆ L.

Коректнiсть означення встановлюється у наступнiй лемi.

Лема 1. Введене вiдношення ≤M є рефлексивним i транзитивним.

Доведення. Рефлексивнiсть є очевидною, оскiльки, коли взяти за систему пiдмодулiв
N1, . . . , Nk ∈ IlM систему з одного пiдмодуля N , перевiрка потрiбного не складає жо-
дних труднощiв. Для доведення транзитивностi, припустимо, що N ≤M L i L ≤M K.
Тодi N = aM , L = bM i K = dM , де a, b, d iдеали кiльця R. Зрозумiло, що a ⊆ b ⊆ d,
отже N ≤ K, що й потрiбно було довести.

Нехай (P,≤) — частково-впорядкована множина. Фiльтром над P називається не-
порожня пiдмножина F множини P, яка має такi властивостi:

(1) Для довiльних x, y ∈ F iснує такий елемент z ∈ F , що z ≤ x i z ≤ y (F є базою
фiльтра).

(2) Для довiльних x ∈ F та y ∈ P , з того, що x ≤ y випливає, що y ∈ F .
(3) Фiльтр називається власним, якщо вiн вiдмiнний вiд множини P.

Через fil-R позначатимемо гратку усiх фiльтрiв лiвих iдеалiв кiльця R. Нагадаємо
означення операцiї множення фiльтрiв на лiвi iдеали: F �{m} = {n ∈ Il(R)|(n : w) ∈ F ,
деm ∈ Il(R), w ∈ P (m)}. Вона дозволяє, вслiд за Габрiелем, ввести множення довiльних
фiльтрiв за таким законом F �G =

⋃
m∈G F � {m}, для будь-яких F,G ∈ fil-R. Фiльтр

називається фiльтром Габрiеля, якщо F � {R} = F = F � F . Фiльтр називається пер-
винним, якщо його не можна зобразити у виглядi перетину бiльших фiльтрiв. Iншими
словами, це первинний елемент в гратцi фiльтрiв.

Поняття спектра Розенберга (позначення: Specl(M)) модуля M, базується на вiдно-
шеннi напередпорядку, визначеному на множинi IlM . Якщо N,L ∈ Il(M), то вважаємо
N ≤ L, якщо (N : w) ⊆ L для деякого w ∈ P (R).
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Лiвий спектр Specl(M) модуля M це множина усiх таких лiвих пiдмодулiв P , що
(P : x) ≤ P для кожного x ∈ R \P . На множинi Specl(M) задається топологiя: Ul(N) =
{P ∈ Specl(M)|N � P} для довiльного пiдмодуля N ∈ Il(M). Через ζ(M) позначимо
сiм’ю множин вигляду U = Ul(N) ⊆ Specl(M). Тодi ζ(M) мiстить порожню множину
i весь простiр Specl(M). Крiм цього, ζ(M) є замкненою вiдносно довiльних об’єднань
та скiнченних перетинiв. Тому, Specl(M) — топологiчний простiр з топологiєю типу
Зариського. Спектр Розенберга мультиплiкацiйного модуля завжди є непорожнiм, бо
пiдмодуль вигляду PM модуля M , де P — первинний iдеал кiльця R, є первинним
пiдмодулем. Крiм цього, максимальнi пiдмодулi теж належать до спектра Розенберга.

Зауваження 1. Якщо модульM має максимальнi пiдмодулi, то його спектр Розенберга
непорожнiй. Зокрема, кожен V -модуль має непорожнiй спектр Розенберга.

Топологiєю Зариського на X = Spec(M) є топологiя τ , описана множиною Ω =
{V (N)|N є пiдмодулем модуля M}, як множиною замкнених пiдмножин X, де V (N) =
{P ∈ X | (P : M) ⊇ (N : M)}.

Квазiтопологiя Зариського на X = Spec(M) описується так: приймемо V ∗(N) =
{P ∈ X|P ⊇ N} i Ω∗ = {V ∗(N)|N ⊆ M}. Тодi iснує топологiя τ ∗ на X, для якої Ω∗ є
множиною замкнених пiдмножин на X тодi i лише тодi, коли Ω∗ є замкненою вiдносно
скiнченних об’єднань. В цьому випадку τ ∗ називається квазiтопологiєю Зариського.
Приймемо Ωc = {

⋂
i∈I(

⋃ni

j=1)|Wi,j ∈ Ω∗, ni ∈ N, I є iндексною множиною}. В такому
випадку елементи Ωc задовольняють всi аксiоми замкнених множин топологiчного про-
стору X = Spec(M). Така топологiя називається класичною топологiєю Зариського на
M i позначається τ c.

Крiм спектра Розенберга модуля M можна побудувати i iншi аналоги спектра кому-
тативного кiльця. Одним з них є теоретико-скрутовий спектр Попеску. Цiкавою про-
блемою є порiвняння цих двох спектрiв кiльця R.

Нагадаємо ще деякi означення, на яких базується поняття теоретико-скрутового
спектра. Первинний скрут π ∈ R-tors це скрут, для якого π = χ(R/I) для деякого
критичного iдеала I кiльця R, де R-tors-гратка всiх скрутiв категорiї R-mod, χ(R/I)-
найбiльший скрут, вiдносно якого кожен модуль M ∈ R/I є модулем без скруту. Пiд
теоретико-скрутовим спектром R-sp кiльця R розумiють простiр усiх первинних скру-
тiв (або вiдповiдних первинних фiльтрiв Габрiеля основного кiльця) у категорiї лiвих
R-модулiв з топологiєю типу Зариського. Також нагадаємо, що якщо τ — скрут на
категорiї R-mod, то лiвий R-модуль M називається τ -модулем без скруту тодi i лише
тодi, коли iснує R-мономорфiзм з M в деякий член τ . Клас всiх τ -модулiв без скру-
ту позначимо через Fτ . Детальнiше про теорiю первинних скрутiв можна прочитати в
[10, 11].

Зауваження 2. Множину всiх скрутiв R-tors можна перетворити у частково впоряд-
ковану якщо ввести частковий порядок так, що τ ≤ τ ′ тодi i лише тодi, коли Tτ ⊆ Tτ ′ ,
тобто клас перiодичних модулiв одного скруту мiститься в класi перiодичних модулiв
iншого скруту.

Введемо поняття теоретико-скрутового спектра модуля M. Використавши введенi
вище поняття теоретико-скрутового спектра кiльця R, введемо поняття supp(M) =
{σ | σ(M) 6= 0}, де σ(M) множина первинних скрутiв модуля M. Теоретико-скрутовий
спектр модуля M, R-Sp(M) визначається як R-sp(R) ∩ supp(M).
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За Голаном, розглянемо функцiю c : τ 7→ {τ ′ ∈ R-prop |τ ≤ τ ′}. Вiдомо, що сiм’я
{c(τ)|τ ∈ R-tors} пiдмножин з R-prop утворюють базу топологiї на R-prop, яка назива-
ється порядковою топологiєю.

Пiдмодуль P модуля M називається цiлком-первинним, якщо для довiльних еле-
ментiв a, b ∈ R та m ∈M , з того, що abm ∈ P випливає, що або am ∈ P , або bm ∈ P .

Цiлком первинний спектр Spec′l(M) можна розглядати як набiр цiлком первинних
пiдмодулiв з топологiєю типу Зариського. Очевидно, що цiлком первинний спектр є
значно бiднiшим, нiж лiвий спектр Розенберга.

Пiдмодуль N модуля M називається двостороннiм, пiдмодулем якщо для довiльних
елементiв a, b ∈ R та m ∈ M , з умови am ∈ N випливає abm ∈ N . Цiлком первинний
модуль є двостороннiм (за означенням).

Кiльце R називатимемо лiвим (правим) кiльцем Безу, якщо сума двох його до-
вiльних головних iдеалiв знову є головним iдеалом, тобто ∀a, b ∈ R, aR + bR = dR
(Ra+ rb = Rd).

Нехай R напiвпервинне кiльце з одиницею, R-mod — категорiя унiтарних лiвих
R-модулiв, R-tors — простiр всiх скрутiв категорiї R-mod, R-prop — множина всiх вла-
сних скрутiв категорiї R-mod.

Iдеал Q ⊆ R називається локально-первинним iдеалом, якщо з умови xRy ⊆
√
K ⊆

Q, де K -скiнченно-породжений iдеал випливає, що x ∈ Q або y ∈ Q i
√
K =

⋂
{P ∈

Spec(R)|K ⊆ P}.
Лема 2. Для довiльного пiдмодуля P ∈ Specl(M) спектра Розенберга мультиплiкацiй-
ного модуля, двостороннiй пiдмодуль (P : M) є первинним.

Доведення. Нехай N, K двостороннi пiдмодулi модуля M такi, що K � P , але NK � P .
Оскiльки пiдмодуль K є двостороннiм, то K ≤ 〈P 〉, де 〈P 〉 = {Q ∈ Il(M) | Q ≤ P}.
Тому, за означенням двостороннього пiдмодуля, (NK : ω) ∈ 〈P 〉 для ω ∈ P (M). З цього
випливає, що N ≤ P . Оскiльки пiдмодуль N є двостороннiм i (P : M) є максимальним
з-помiж двостороннiх пiдмодулiв, то з вкладення N ≤ P випливає, що N ≤ (P : M).

За попередньою лемою можна побудувати вiдображення, яке кожному первинному
в сенсi Розенберга пiдмодулю ставить у вiдповiднiсть двостороннiй пiдмодуль ϕ : P →
(P : M).

Твердження 16. Вiдображення ϕ : P → (P : M) є ретракцiєю.

Доведення. Маємо вiдображення з лiвого спектра Розенберга в класичний спектр ϕ :
Specl(M) → Spec(M). Очевидно, що класичний спектр є пiдпростором спектра Ро-
зенберга, адже всi первиннi пiдмодулi є точками лiвого спектра, а класичний спектр
це множина всiх первинних пiдмодулiв модуля M. За означенням ретракцiї, iснують
потрiбнi гомоморфiзми 1Spec(M) : Spec(M)→ Spec(M), i ϕ |Spec(M)= 1Spec(M). Тому, вiдо-
браження ϕ є ретракцiєю, а Spec(M) є ретрактом Specl(M).

Лема 3. 1. Spec′l(N) ⊆ Specl(M).
2. Лiвий максимальний пiдмодуль N модуля M є цiлком первинним тодi i лише тодi,
коли N є двостороннiм пiдмодулем.
3. Якщо кожен пiдмодуль N модуля M є двостороннiм, то Spec′l(M) = Specl(M).

Доведення. 1. Зауважимо, що пiдмодуль N ′ є цiлком первинним тодi i лише тодi, ко-
ли (N ′ : x) ≤ N ′ для довiльного x ∈ R\N ′, бо кожен цiлком первинний пiдмодуль є
первинним пiдмодулем. Тобто Spec′l(N) ⊆ Specl(M).
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2. Якщо N є двостороннiм пiдмодулем, то N ≤ (N : x) для довiльного елемента x ∈M .
Бiльше того, якщо N є максимальним пiдмодулем, то (N : x) = N для довiльного
x ∈ M\N , тобто N належить до Spec′l(M). Навпаки, припустимо, що лiвий пiдмодуль
N ′ є цiлком первинним. Це означає, що (N ′ : x) ≤ N для всiх x ∈ M\N ′. Оскiльки
(N ′ : x) є максимальним пiдмодулем для довiльного x ∈ M , з вкладення (N ′ : x) ≤ N
випливає, що (N ′ : x) збiгається з N ′. ТомуN ′ є двостороннiм пiдмодулем.
3. Для двостороннiх пiдмодулiв напередпорядок збiгається з включенням.

Теорема 6. Нехай {pi} — ланцюг первинних (в сенсi Розенберга) пiдмодулiв модуляM .
Тодi

⋂
pi i

⋃
pi є первинними (в сенсi Розенберга) пiдмодулями.

Теорема 7. Нехай p i q рiзнi лiвi первиннi (в сенсi Розенберга) пiдмодулi модуляM . Тодi
iснують рiзнi первиннi (в сенсi Розенберга) пiдмодулi p1 i q1, для яких p ≤ p1 ≤ q1 ≤ q
i не iснує первинного (в сенсi Розенберга) пiдмодуля, що стоїть мiж p1 i q1.

Доведення. Вкладемо (за лемою Цорна) максимальний ланцюг {pi} первинних (в сенсi
Розенберга) пiдмодулiвM мiж p i q. Вiзьмемо елемент x, що належить до q i не належить
до p. Означимо q1 як перетин всiх тих pi-х, що мiстять x, а p1 як об’єднання всiх pi-х,
що не мiстять x. За попередньою теоремою p1 i q1 є первинними (в сенсi Розенберга)
пiдмодулями модуля M . Жоден з pi-х не може бути строго мiж p1 i q1. Якщо x ∈ pi,
то q1 ≤ pi, i якщо x /∈ pi, то pi ≤ p1. За максимальнiстю {pi} жоден первинний (в сенсi
Розенберга) пiдмодуль не може лежати точно мiж p1 i q1.

Для первинного пiдмодуля P з M позначимо C(P ) = {c ∈ M |∀r /∈ P, cr /∈ M}.
Розглянемо фiльтр DP таких правих iдеалiв D кiльця R, що r−1D перетинає C(P ) для
всiх елементiв r ∈ R. TP (M) = {m ∈M |m−10 ∈ DP} — P -двостороннiй первинний iдеал,
що називається P -перiодичним пiдмодулем правого R-модуля M . Мiркуючи подiбно,
як i Й. Ламбек та Г. Мiхлер, отримуємо твердження, подiбнi до отриманими авторами
в [22].

Твердження 17. Нехай N пiдмодуль мультиплiкацiйного модуля M, що мiстить пер-
винний пiдмодуль P ⊆ M . N є первинним пiдмодулем тодi i лише тодi, коли N/P є
первинним в M/P .

Твердження 18. Якщо P-двостороннiй первинний iдеал R, M — мультиплiкацiйний
модуль над цим кiльцем, то:
1. TP (M) ⊆ P ;
2. Якщо P = P/TP (M), то C(P ) = (C(P ) + TP (M))/TP (M).

Доведення. 1. Нехай t ∈ TP (M), тодi tD = 0 для деякого D ∈ DP . Отже tC = 0 для
деякого C ∈ D ∩ C(P ). Оскiльки C є регулярним елементом R/P , то t ∈ P .
2. Це твердження випливає з попереднього.

Теорема 8. Нехай R iнварiантне справа нетерове кiльце. Тодi простiр R-sp(M) з топо-
логiєю скiнченного порядку є гомеоморфним до простору spec(M) з топологiєю Зари-
ського.
Доведення. Означимо вiдображення h : Spec(M)→ R-sp(M) за правилом P 7→χ(M/P )
для первинного пiдмодуля P ⊆ M . За вказаною вище умовою, за кожним довiльним
правим iдеалом кiльця R можна побудувати критичний первинний iдеал вигляду s−1R,
s ∈ R, де s−1R = {r ∈ R|sr ∈ R}, тому побудоване нами вiдображення сюр’єктивне.
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Бiльше того, Tχ(R/P )M = {m ∈M |rnm = 0 для деякого r ∈ R\P, n ∈ Z}. Отже, h — бiє-
ктивне вiдображення. Якщо N пiдмодуль модуля M, V (N) = {P ∈ Spec(M)|N ⊆ P} —
пiдмножина в Spec(M), замкнена в топологiї Зариського. Отже, h(V (N)) = {χ(M/P ) ∈
R-sp(M)|χ(M/P ) ≤ χ(M/N)} — замкненою в топологiї скiнченного порядку.

Вiдомо, що на першому етапi спектральнi простори вводилися як множини пер-
винних iдеалiв комутативного кiльця з топологiєю Зариського. Пiзнiше було подане
чисто топологiзоване означення. Нехай W — топологiчний простiр, K(W) — множина
всiх квазi-компактних i вiдкритих пiдмножин W. Тодi W називатимемо спектральним
простором, якщо вiн має всi з перелiчених нижче властивостей:
1. W є квазi-компактним та T0-простором.
2. K(W) є базою з вiдкритих пiдмножин W.
3. K(W) замкнена вiдносно скiнченних перетинiв та вiдкритих баз, тобто, перетин скiн-
ченної кiлькостi вiдкритих квазi-компактних пiдмножин W є квазi-компактною пiдмно-
жиною.
4. W є тверезим простором, тобто кожна непорожня нерозкладна замкнена пiдмножи-
на C з W матиме (обов’язково єдину!) загальну точку.

Як зазначалося вище, множина первинних iдеалiв комутативного кiльця R, Specl(R)
з топологiєю Зариського є спектральним простором. Крiм цього, iснує вiдповiднiсть мiж
категорiєю комутативних кiлець та категорiєю спектральних просторiв. Ще одним дже-
релом спектральних просторiв є Spec(L)-зображувальний простiр обмеженої дистрибу-
тивної гратки L. Iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж категорiєю таких граток
та категорiєю спектральних просторiв. Проте для випадку некомутативного кiльця,
спектральнiсть простору первинних iдеалiв з топологiєю Зариського не завжди наявна
фактично. Виникає питання: чому для випадку некомутативного кiльця властивiсть
спектрального простору не виконується? Виявляється, що справа в тому, що не завжди
iснує база з компактних вiдкритих множин, яка замкнена вiдносно скiнченних пере-
тинiв. Тому, цiкаво детально дослiдити питання про iснування некомутативних кiлець,
для яких простiр Spec(R) є спектральним. Капланскi ввiв поняття нео-комутативного
кiльця та довiв, що для такого кiльця Spec(R) є спектральним простором. Пiзнiше було
доведено, що цей факт є правильним i для квазi-комутативного кiльця. Кiльце нази-
вається нео-комутативним, якщо в ньому добуток двох скiнченно-породжених iдеалiв
є скiнченно-породженим iдеалом (iдеали тут скiнченно-породженi, якщо вони, як дво-
стороннi iдеали, мають скiнченнi пiдмножини твiрних). Важливi результати вiдносно
спектральностi просторiв для некомутативного випадку отримав Беллюсе. Вiн довiв, що
для довiльного напiвпервинного кiльця з одиницею можна до первинних iдеалiв Spec(R)
додати локально-первиннi iдеали, i отримана множина з топологiєю Зариського стане
спектральним простором. Отриманий простiр називається розширеним первинним спе-
ктром i позначається XSpec(R). Вiн є, в деякому сенсi, найменшим серед спектральних
просторiв, що мiстять Spec(R). Докладнiше все це викладено в [6, 21].

4. Спiввiдношення мiж рiзними типами спектрiв некомутативних кiлець.
Виникає питання, чи можливо отримати результати такого типу, як у Беллюсе, для
теоретико-скрутового спектра? Введемо спочатку потрiбнi поняття.

Скрут σ ∈ R-tors називається локально-первинним скрутом, якщо ∀χ, τ ∈ R-tors
з умови τ(R-tors)χ ≤

√
θ ≤ σ, де θ є скiнченнопородженим в двосторонньому сенсi

випливає, що τ ≤ σ або χ ≤ σ.
Зазначимо, що

√
θ =

⋂
i πi, де πi-первинний скрут i θ ≤ πi. θ є скiнченно-породженим
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⇔ θ має базу зi скiнченно-породжених (в двосторонньому сенсi) iдеалiв. Множину всiх
локально-первинних скрутiв позначимо через XSp-R.

Твердження 19. Первинний скрут π категорiї R-mod є локально-первининним.

Доведення. Нехай χ, τ ∈ R-tors — довiльнi скрути, що задовольняють умову τχ ≤
√
θ,

де θ скiнченнопороджений в двосторонньому сенсi. Тодi θ ≤ π, звiдки випливає, що√
θ ≤ π. Також τχ ≤ π, звiдки випливає, що τ ≤ π (або χ ≤ π). Останнє ж означає,

що Tτ ⊆ Tπ, де Tτ i Tπ класи перiодичних модулiв вiдповiдних скрутiв. З iншого боку,
якщо χ ≤ π, то Tχ ⊆ Tπ. Це означає, що π є локально-первинним скрутом.

З цього можна зробити висновок, що клас локально-первинних скрутiв є ширшим,
нiж клас первинних скрутiв.

Нехай XSp-R простiр всiх локально-первинних скрутiв. Надiлимо його топологiєю.
Вслiд за Голаном означимо функцiю c : τ 7→ {τ ′ ∈ R-prop |τ ≤ τ ′}. Вiдомо, що сiм’я
{c(τ)|τ ∈ R-tors} пiдмножин з R-prop утворює базу топологiї на R-prop, яку називають
порядковою. Порядкова топологiя породжує топологiю на XSp-R з вiдкритих множин
c(τ) = c(τ) ∩ XSp-R для довiльного τ ∈ R-tors.

Встановимо тепер нову властивiсть таких множин.

Твердження 20. Якщо τ1, τ2 ∈ XSp-R, то c(τ1τ2) = c(τ1) ∪ c(τ2).

Доведення. Те, що c′(τ1)∪ c(τ2) ⊆ c′(τ1τ2) випливає з леми 2.1([2]). Зворотнє включення
випливає з означенням локально-первинного скруту.

5. Розширений теоретико-скрутовий спектр, лiвий спектр та спектр Розен-
берга. Позначимо U(τ) = {π ∈ R-Sp |τ � π}. Тодi Z(τ) = R-Sp \U(τ). Через L(R-tors)
позначимо гратку всiх пiдмножин, породжених множинами вигляду Z(τ), де τ ∈ R-
tors, а через PrimL(R-tors) множину всiх первинних фiльтрiв F гратки L(R-tors). Нехай
XU(τ) = {σ ∈ R-XSp |τ � σ}, XZ(τ) = XSp-R \XU(τ). Через XL(R-tors) позначимо
гратку всiх пiдмножин, породжених XZ(τ) для всiх τ ∈ R-tors, через PrimXL(R-tors)
множину всiх первинних фiльтрiв F гратки XL(R-tors). Нехай також J = {τ ∈ R-
tors |XZ(τ) ∈ F}, де F-первинний фiльтр на гратцi XL(R-tors) (див. [4]).

Задамо ще вiдображення Φ: R-Sp → PrimL(R-tors) за правилом π 7→ {S ∈ L(R-
tors)|π ∈ S} ([4]).
Лема 4. Вiдображення XΦ: R-XSp → PrimXL(R-tors), визначене за правилом σ 7→
{S ∈ XL(R-tors)|σ ∈ S} є бiєктивним.

Доведення. Перевiримо, чи XΦ є коректно визначеним та iн’єктивним вiдображенням.
Кожному локально-первинному скруту π ставимо у вiдповiднiсть первинний фiльтр F.
Для того, щоб перевiрити сюр’єктинiсть вiдображення, вiзьмемо первинний фiльтр F ∈
PrimXL(R-tors) i означимо множину скрутiв J := {χ ∈ R-tors |XZ(χ) ∈ F}. Тодi, J є
локально-первинним скрутом. Справдi, якщо χ, τ ∈ J, то XZ(χ− τ) ⊇ XZ(χ)∩XZ(τ).
Оскiльки F — фiльтр, то χ − τ ∈ J. Бiльше того, якщо α, β ∈ R-tors, то XZ(αχβ) ⊇
XZ(χ), отже αχβ ∈ J. Тепер з того, що ∅ /∈ F маємо 1 /∈ F. Отже, J є власним
скрутом. Припустимо, що a1, a2, . . . , an ∈ J i b1, b2, . . . , bm ∈ J. Оскiльки F є первинним
фiльтром, то

⋃
j XZ(bj) /∈ F. З умови

⋂
iXZ(ai) ∈ F, враховуючи, що F є власним фiльт-

ром, отримаємо (
⋂
iXZ(ai))\(

⋃
j XZ(bj) /∈ F) 6= ∅. Отже, iснує локально первинний

скрут з фiльтром Габрiеля, який мiстить елементи a1, a2, . . . , an ∈ J, але не мiстить
b1, b2, . . . , bm ∈ J. За означенням iснує такий первинний скрут π, що a1, a2, . . . , an ∈ Jpi i
b1, b2, . . . , bm /∈ Jpi. Тому J ∈ R-XSp, а звiдси випливає, що F = XΦ(J).



16 М. О. МАЛОЇД-ГЛЄБОВА

Твердження 21. Комутативною є така дiаграма

R -XSp
∼=−−−→
XΦ

PrimXL(R - tors)x ∼=
xPrimσ

R - Sp −−−→
Φ

PrimL(R - tors)

Доведення. Як доведено у статтi [21], перший рядок дiаграми задається iзоморфiзмом.
Про нижнiй рядок вже сказано вище. Вертикальнi гомоморфiзми задаються безпосеред-
ньо. Тому, перевiрка комутативностi дiаграми тепер не становить жодних труднощiв.

Твердження 22 (I. Клепт, твердження 1). Нехай X топологiчний простiр i Y ⊆ X
щiльна пiдмножина в конструктивнiй топологiї X, а також, що простiр Y, оснащений
топологiєю, яка iндукується зX, є спектральним простором. Якщо x ∈ X, то замикання
{x} для {x} в перетинi X ∩ Y i {x} ∩ Y має загальну точку в Y. Спектральне вiдобра-
ження Φ: X → Y , породжене гратковим гомоморфiзмом K(Y ) → K(X), C 7→ CX ,
вiдображає точку x ∈ X в загальну точку {x} ∩ Y . Зокрема, Φ є ретрактом вкладення
Y ↪→ X (яке не є спектральним, якщо Y 6= X).

Теорема 9. Якщо R-Sp спектральний простiр, то для довiльного локально-первинного
скруту σ з R-tors, скрут

√
σ є первинним i вiдображення Ψ: R-XSp → R-Sp, що дiє за

правилом σ 7→
√
σ, є спектральним ретрактом вкладення R-Sp ↪→ R-XSp.

Доведення. За попередньою теоремою Y := R-Sp є щiльним в конструктивнiй топологiї
на X := R-XSp i топологiя на R-Sp iндукується з R-XSp. Тепер досить застосувати
попереднє твердження до вiдповiдних топологiчних просторiв.
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