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It is shown that the set of points of discontinuity of bilaterally quasi-continuous transitional
function f : R → R has no isolated points. For any perfect nowhere dense subset F of nonde-
generate segment J ⊆ R bilaterally quasi-continuous transitional function f : J → R such that
F is the set of points of discontinuity of f is constructed.

В. К. Маслюченко, В. В. Нестеренко. Разрывы двухсторонне квазинепрерывных переход-
ных функций // Мат. Студiї. – 2014. – Т.41, №1. – C.18–27.

Показано, что множество точек разрыва двухсторонне квазинеперерывной переходной
функции из R в R не имеет изолированных точок, и для произвольного совершенного
нигде не плотного подмножества F невырожденного промежутка J ⊆ R построена такая
двухсторонне квазинеперерывная переходная функция f : J → R, у которой F — это
множество ее точек разрыва.

1. Вступ. В останнiй час з’явилося чимало робiт про декомпозицiю неперервностi,
в яких однiєю з умов на функцiю виступає замкненiсть її графiка. У працi [1] була
отримана теорема про декомпозицiю неперервностi функцiй iз R в R, в якiй замiсть
замкненостi графiка фiгурувала введена авторами значно слабша властивiсть, яка дi-
стала назву перехiдностi. Пiсля цього природно постало питання: в яких результатах
про декомпозицiю неперервностi умову замкненостi графiка можна замiнити на пере-
хiднiсть?

Першi результати у цьому напрямку були отриманi у працi [2], де поняття перехi-
дностi було узагальнено на вiдображення f : X → Y мiж довiльними топологiчними
просторами X i Y . В цiй статтi зiбрано i частково проаналiзовано лiтературу про де-
композицiю неперервностi, де фiгурує умова замкненостi графiка, i отримано загальний
результат про неперервнiсть перехiдних вiдображень f : X → Y зi слабкою властивiстю
Дарбу для локально зв’язного простору X i довiльного топологiчного простору Y . Вiн
розвиває i покращує попереднi результати М. С. Вуйчика i М. Р. Вуйчика та Р. Мiмни
на цю тему (див. лiтературу з [2]).

Другим кроком у дослiдженнi поставленого питання була праця [3], в якiй було
доведено, що кожне лiнiйне перехiдне вiдображення f : X → Y , де X i Y — довiльнi то-
пологiчнi векторнi простори, є обов’язково неперервним. Звiдси виводилось, що лiнiйне
вiдображення з скiнченновимiрним образом i замкненим графiком буде неперервним,
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що узагальнює вiдомий критерiй неперервностi лiнiйного функцiонала в термiнах його
ядра.

У працi [4] Й. Добош з’ясував, що кожна двосторонньо квазiнеперервна функцiя
f : R → R iз замкненим графiком є неперервною. Тому виникло питання: чи буде i
двосторонньо квазiнеперервна та перехiдна функцiя f : R → R теж неперервною? В
цiй статтi ми даємо негативну вiдповiдь на це питання, будуючи приклад двосторонньо
квазiнеперервної i перехiдної функцiї f : R→ R, яка розривна в багатьох точках.

Таким чином, виникає загальнiша задача про дослiдження множини D(f) точок
розриву двосторонньо квазiнеперервних перехiдних функцiй f : R → R. Тут ми вста-
новлюємо, що множина D(f) для двосторонньо квазiнеперервної перехiдної функцiї
f : R → R не може мати iзольованих точок. Разом з тим показуємо, що для довiль-
ної досконалої нiде не щiльної пiдмножини F вiдрiзка [a, b] iснує така двосторонньо
квазiнеперервна i перехiдна функцiя f : [a, b]→ R, у якої D(f) = F .

2. (2,3)-схеми. Ми будемо розглядати вектори r = (b0, a1, b1, a2, b2, a3) з простору R6,
для яких b0 < a1 < b1 < a2 < b2 < a3. Їх ми будемо називати 6-векторами, а їх множину
позначатимемо лiтерою R. Казатимемо, що 6-вектор r = (b0, a1, b1, a2, b2, a3) здiйснює
подiл вiдрiзка [a, b], якщо a = b0 < a1 < b1 < a2 < b2 < a3 = b. При цьому подiл
утворюється вiдрiзками M1 = [a1, b1] i M2 = [a2, b2], якi ми називаємо вiльними (лiвим
чи правим вiдповiдно). Вiдрiзки N1 = [b0, a1], N2 = [b1, a2] i N3 = [b2, a3] ми називаємо
ведучими.

Для кожного натурального числа n розглянемо множину

Sn = {1, 2, 3}n = {s = (j1, . . . , jn) : jk ∈ {1, 2, 3} при k ∈ {1, . . . , n}}.

Елемент s = (j1, . . . , jn) ми будемо коротко позначати j1 . . . jn або j1, . . . , jn. Якщо
s = j1, . . . , jn ∈ Sn i jn+1 ∈ {1, 2, 3}, то символом s, jn+1 позначається набiр j1, . . . , jn, jn+1

з Sn+1. Для n = 0 покладемо S0 = {∅}. Природно вважати, що ∅, j = j для кожного
j ∈ {1, 2, 3}. Як звичайно, символом N ми позначаємо множину натуральних чисел,
тобто N = {1, 2, 3, . . .}, i N0 = N ∪ {0}.

Нехай n ∈ N0. Пачкою n-го рангу ми називатимемо сiм’ю Wn = (rs : s ∈ Sn), де
rs ∈ R для кожного s ∈ Sn. Кожний 6-вектор rs = (b0s, a

1
s, b

1
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2
s, b

2
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3
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вiдрiзки Ns,1 = [b0s, a
1
s], Ns,2 = [b1s, a

2
s], Ns,3 = [b2s, a

3
s]. Таким чином, з кожною пачкою n-го

рангу пов’язанi три сiм’ї вiдрiзкiв (M1
s )s∈Sn , (M

2
s )s∈Sn , (Ns)s∈Sn+1 .

Сусiднi пачки Wn = (rs)s∈Sn i Wn+1 = (rs)s∈Sn+1 називаються узгодженими, якщо
кожний 6-вектор rs сiм’ї Wn+1 здiйснює подiл вiдповiдного ведучого вiдрiзка Ns, пов’я-
заного з пачкою Wn.

Для невиродженого вiдрiзка [a, b] числової прямої послiдовнiстьW = (Wn)n∈N0 пачок
Wn = (rs : s ∈ Sn) називається (2, 3)-схемою, пов’язаною з вiдрiзком [a, b], якщо єдиний
вектор

r∅ = (b0∅, a
1
∅, b

1
∅, a

2
∅, b

2
∅, a

3
∅) = (b0, a1, b1, a2, b2, a3)

пачки W0 = (rs)s∈S0 нульового рангу здiйснює подiл вихiдного вiдрiзка [a, b] = [a∅, b∅] =
= [a∅, b∅] (його ми вважаємо ведучим) i для кожного n ∈ N0 пачкиWn iWn+1 узгодженi.
Замiсть термiну (2, 3)-схема, ми будемо вживати коротший термiн — схема, оскiльки
iншi подiбнi схеми ми розглядати не будемо.

Нехай S∞ =
⋃∞
n=0 Sn i S = {1, 2, 3}N. Для послiдовностi s = (jn)∞n=1 символом sn

позначимо скiнченну послiдовнiсть sn = j1j2 . . . jn, при цьому s0 = ∅.
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Для (2, 3)-схеми W = (Wn)n∈N0 , пов’язаної з вiдрiзком I = [a, b], сiмей її вiльних
iнтервалiв (Gi

s)s∈S∞ , i ∈ {1, 2}, та ведучих вiдрiзкiв (Ns)s∈S∞ введемо в розгляд вiдкритi
множини Gi =

⋃
s∈S∞

Gi
s, i ∈ {1, 2}, та G = G1 ∪ G2 i замкнену множину F = I \ G.

Легко перевiрити, що

F =
∞⋂
n=0

( ⊔
s∈Sn

Ns

)
=
⋃
s∈S

( ∞⋂
n=0

Nsn

)
.

Множину F ми будемо називати ядром (2, 3)-схеми W .
Нагадаємо, що точка x0 з множини E в топологiчному просторi X називається iзо-

льованою, якщо iснує такий її окiл U в X, що U∩E = {x0}. Множину E у топологiчному
просторi X називають досконалою в X, якщо вона замкнена в X i не має iзольованих
точок.

Зауважимо, що для кожного s ∈ S послiдовнiсть вiдрiзкiв (Nsn)n∈N0 спадає з ростом
номера n. Крiм того, ядро F не має iзольованих точок, адже його доповнення I \F = G
є диз’юнктним об’єднанням iнтервалiв, якi не мають спiльних кiнцiв. Таким чином,
ядро F (2, 3)-схеми W є досконалою множиною.

Кажучи неформально, при побудовi (2, 3)-схеми, пов’язаної з вiдрiзком [a, b], цей
вiдрiзок дiлиться на п’ять частин точками a1 < b1 < a2 < b2, далi кожний з ведучих
вiдрiзкiв N1 = [a, a1], N2 = [b1, a2] i N3 = [b2, b] знову дiлиться на п’ять частин i цей
процес продовжується до нескiнченностi. При цьому подiлу пiдлягають ведучi, перший,
третiй i п’ятий вiдрiзки, а вiльнi, другий i четвертий, не дiляться.

Нехай W = (Wn)n∈N0 — (2, 3)-схема, що пов’язана з вiдрiзком [a, b], i (Ns)s∈Sn+1 —
сiм’я ведучих вiдрiзкiв для пачки Wn. Домовимось довжину вiдрiзка J = [α, β] позна-
чити символом |J | = β − α. Для кожного номера n ∈ N0 розглянемо числа

λ′n = max
s∈Sn

|Ns,1|, λ′′n = max
s∈Sn

|Ns,3|, λn = max{λ′n, λ′′n} i µn = max
s∈Sn

|Ns|.

Ми називатимемо (2, 3)-схему W рiвномiрно дрiбнистою /частково рiвномiрно дрiбни-
стою/, якщо limn→∞ µn = 0 /limn→∞ λn = 0/. Ясно, що рiвномiрно дрiбниста (2, 3)-схема
буде i частково рiвномiрно дрiбнистою.

Рiвномiрною ми будемо називати (2, 3)-схемуW = (Wn)n∈N0 , яка складається з таких
пачокWn = (rs : s ∈ Sn), що для кожного n ∈ N0 i довiльного s ∈ Sn 6-вектор rs здiйснює
подiл вiдповiдного вiдрiзка Ns на п’ять рiвних частин, при цьому N∅ = [a, b]. Ясно, що
рiвномiрна (2, 3)-схема буде i рiвномiрно дрiбнистою.

Ми називаємо (2, 3)-схемуW дрiбнистою, якщо limn→∞ |Nsn| = 0 для кожного s ∈ S.
Зрозумiло, що рiвномiрно дрiбниста (2, 3)-схема є разом з тим i дрiбнистою.

Означення дрiбнистої схеми можна переформулювати в еквiвалентному виглядi.
Для кожної точки x з ядра F схеми W , пов’язаної з вiдрiзком [a, b], i натурального
числа n позначимо символом ∆n(x) той єдиний ведучий вiдрiзок Nsn , де sn ∈ Sn, що
вiдповiдає пачцi (n− 1)-рангу схеми W , який мiстить точку x. Для одноманiтностi за-
пису покладемо ∆0(x) = [a, b]. Зрозумiло, що схема W буде дрiбнистою тодi i тiльки
тодi, коли |∆n(x)| → 0 для кожного x ∈ F , що рiвносильно тому, що

⋂∞
n=1 ∆n(x) = {x}.

Теорема 1. Для (2, 3)-схемиW = (Wn)n∈N0 , пов’язаної з вiдрiзком [a, b], наступнi умови
еквiвалентнi:

(i) схема W рiвномiрно дрiбниста;

(ii) схема W дрiбниста;
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(iii) ядро F схеми W нiде не щiльне.

Доведення. Iмплiкацiя (i) ⇒ (ii) негайно випливає з того, що 0 ≤ |Nsn| ≤ µn для
кожного n i довiльного s ∈ S.

(ii)⇒ (iii). Нехай схема W дрiбниста. Доведемо, що intF = ∅. Нехай x0 ∈ F i U =
(x0− δ, x0 + δ) — довiльний δ-окiл точки x0. Оскiльки limn→∞ |∆n(x0)| = 0 i x0 ∈ ∆n(x0)
для кожного n, то iснує такий номер p, що ∆p(x0) ⊆ U . Вiдрiзок ∆p(x0) — це один iз
ведучих вiдрiзкiв Ns, який при наступному подiлi породжує два вiльних iнтервали G1

s

i G2
s. Вiдкрита непорожня множина Gs = G1

s ∪G2
s не перетинається з множиною F i

мiститься в U . Отже, U 6⊆ F . Ми встановили, що замкнена множина F не має внутрiшнiх
точок, отже, вона нiде не щiльна.

(iii) ⇒ (i). Припустимо, що умова (i) не виконується i доведемо, що тодi i умо-
ва (iii) не виконується. Зауважимо, що µn ≥ µn+1 для кожного n. Справдi, для кожного
s ∈ Sn+1 iснує таке t ∈ Sn, що Ns ⊆ Nt, а тодi i |Ns| ≤ |Nt| ≤ µn, отже, i µn+1 =
maxs∈Sn+1 ≤ µn. Спадна послiдовнiсть додатних чисел µn обов’язково має границю
ε ≥ 0. За нашим припущенням ε = limn→∞ µn > 0. Нехай Sn(ε) = {s ∈ Sn : |Ns| ≥ ε}.
Розглянемо замкненi множини En =

⋃
s∈Sn(ε)

Ns. Зрозумiло, що En+1 ⊆ En для кожно-
го n. Справдi, нехай s ∈ Sn+1(ε). Тодi iснує таке t ∈ Sn, що Ns ⊆ Nt. В такому разi
ε ≤ |Ns| ≤ |Nt|, отже, |Nt| ≥ ε i t ∈ Sn(ε), а значить, Ns ⊆ Nt ⊆ En. Тодi i En+1 =⋃
t∈Sn+1(ε)

Nt ⊆ En. Оскiльки µn ≥ ε для кожного n, адже ε = limn→∞ µn = infn∈N µn,
бо послiдовнiсть чисел µn спадає, i µn = maxs∈Sn |Ns|, то для кожного n iснує такий
iндекс s ∈ Sn, що |Ns| = µn ≥ ε. Тому Sn(ε) 6= ∅ для кожного n, а значить i En 6= ∅
для кожного n. Таким чином, множини En утворюють спадну послiдовнiсть замкнених
непорожнiх пiдмножин вiдрiзка [a, b]. З компактностi вiдрiзка [a, b] випливає, що i їх
перетин E =

⋂∞
n=1En буде непорожнiм. Тому iснує точка x0 ∈ E. Зрозумiло, що E ⊆ F ,

бо Sn(ε) ⊆ Sn для кожного n, отже, x0 ∈ F . Для кожного номера n iснує такий iндекс
sn ∈ Sn(ε), що x0 ∈ Nsn . При цьому Nsn+1 ⊆ Nsn i |Nsn| ≥ ε для кожного n. Тому
перетин J =

⋂∞
n=0Nsn — це вiдрiзок числової прямої, для якого |J | = limn→∞ |Nsn| ≥ ε.

За означенням ядра J ⊆ F , при цьому |J | ≥ ε, отже, вiдрiзок J невироджений. Тому
∅ = int J ⊆ intF , а значить, i intF 6= ∅, тобто умова (iii) не виконується.

З (2, 3)-схемою W для вiдрiзка [a, b] i її вiльними вiдрiзками M i
s = [ais, b

i
s], i ∈ {1, 2},

s ∈ S∞, пов’язанi двi множини

A =
⋃
s∈S∞

{a1s, a2s, a3s} =
( ∞⋃
n=0

⋃
s∈Sn

{a1s, a2s}
)
∪{b},

що складається з лiвих кiнцiв вiльних вiдрiзкiв i правого кiнця вихiдного вiдрiзка [a, b], i

B =
⋃
s∈S∞

{b0s, b1s, b2s} =
( ∞⋃
n=0

⋃
s∈Sn

{b1s, b2s}
)
∪{a},

що складається з правих кiнцiв вiльних вiдрiзкiв i лiвого кiнця вихiдного вiдрiзка.
Схему W ми називатимемо частково дрiбнистою, якщо |∆n(x)| → 0 для кожного
x ∈ A ∪B. Оскiльки A ∪B ⊆ F , то кожна дрiбниста схема буде i частково дрiбнистою.
Частково рiвномiрно дрiбниста схема буде i частково дрiбнистою.

3. Приклад двосторонньо квазiнеперервної перехiдної розривної функцiї
f : R→ R. Нехай I = 〈a, b〉 — деякий промiжок числової прямої R, f : I → R — функцiя
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i x0 ∈ I, причому x0 < b/x0 > a/. Кажуть, що функцiя f квазiнеперервна справа /злiва/
в точцi x0, якщо для довiльних додатних чисел ε i δ iснує такий iнтервал J = (α, β), що
J ⊆ I ∩ [x0, x0 + δ) /J ⊆ I ∩ (x0− δ, x0]/ i |f(x)− f(x0)| < ε на J . В точцi x0 = b функцiя
f : I → R вважається квазiнеперервною справа, а в точцi x0 = a — квазiнеперервною
злiва. Функцiя f : I → R називається двосторонньо квазiнеперервною в точцi x0, якщо
вона в нiй одночасно квазiнеперервна i справа, i злiва. Функцiя f : I → R називається
квазiнеперервною справа, злiва чи двосторонньо квазiнеперервною, якщо вона є такою
в кожнiй точцi x ∈ I.

Нехай X — топологiчний простiр. Функцiя f : X → R називається перехiдною зверху
/знизу/ в точцi x0 ∈ X, якщо для кожного ε > 0 iснують окiл U точки x0 i точка
b ∈ (f(x0), f(x0) + ε) /b ∈ (f(x0) − ε), f(x0)/ такi, що U ∩ f−1(b) = ∅, i перехiдною в
точцi x0 ∈ X, якщо вона перехiдна в цiй точцi i зверху, i знизу. Якщо такi властивостi
функцiя має в кожнiй точцi, то ми її називаємо перехiдною зверху, знизу чи просто
перехiдною. Легко перевiрити ([2, теорема 1]), що коли доповнення до множини значень
функцiї f : X → R всюди щiльне в R, то функцiя f перехiдна.

Теорема 2. Нехай I = [a, b] — невироджений вiдрiзок числової прямої, W = (Wn)n∈N0

— (2, 3)-схема, що пов’язана з вiдрiзком I, (M1
s )s∈S∞ , (M2

s )s∈S∞ i (Ns)s∈S∞ — вiдповiдно
сiм’ї лiвих i правих вiльних вiдрiзкiв M1

s = [a1s, b
1
s], M2

s = [a2s, b
2
s] та ведучих вiдрiз-

кiв Ns схеми W , F — ядро схеми W , M i =
⋃
s∈S∞

M i
s, i ∈ {1, 2}, A =

⋃
s∈S∞
{a1s, a2s, a3s},

B =
⋃
s∈S∞
{b0s, b1s, b2s} i f = χM1 — характеристична функцiя множини M1 на вiдрiзку I.

Тодi:

а) функцiя f перехiдна i f(a) = f(b) = 0;
б) функцiя f неперервна справа у кожнiй точцi з A i злiва у кожнiй точцi з B;
в) якщо схема W частково дрiбниста, то функцiя f : I → R буде двосторонньо квазi-

неперервною i D(f) = frF = F \ intF ⊇ A ∪B;
г) якщо схема W дрiбниста, то функцiя f : I → R буде двосторонньо квазiнеперерв-

ною, D(f) = F i множина F має потужнiсть континууму.

Доведення. а). Перехiднiсть функцiї f випливає з того, що множина Rf ї ї значень скла-
дається з двох чисел 0 i 1, отже, її доповнення R \ Rf всюди щiльне в R. Рiвнiсть
f(a) = f(b) = 0 випливає з того, що M1 ∩ {a, b} = ∅ за побудовою.

б). Нехай x0 = ais, де i ∈ {1, 2}, s ∈ Sn, — якась точка з множини A, що не дорiвнює b.
На вiдрiзку M i

s = [ais, b
i
s] функцiя f стала i набуває значення 1, якщо i = 1, i 0, якщо

i = 2. Звiдси негайно випливає її неперервнiсть справа в точцi x0. Коли x0 = b, функцiя f
вважається автоматично неперервною справа. Так само доводиться неперервнiсть злiва
у точках x0 = bis з множини B.

в). Розглянемо вiльнi вiдкритi iнтервали G1
s = (a1s, b

1
s) i G2

s = (a2s, b
2
s) та вiдкритi

множини G1 =
⋃
s∈S∞

G1
s, G

2 =
⋃
s∈S∞

G2
s i G = G1 ∪G2.

За побудовою f(x) = 1 на G1 i f(x) = 0 на G2. Таким чином, функцiя f стала на
вiдкритих множинах G1 i G2, а значить, неперервна у кожнiй точцi вiдкритої множи-
ни G. Тому D(f) ⊆ F = I \ G. На внутрiшностi intF у вiдрiзку I функцiя f набуває
значення 0, адже intF ∩M1 = ∅. Справдi, нехай x ∈ intF . Тодi iснує такий iнтервал
U = (x − δ, x + δ), якщо a < x < b, i пiвiнтервали U = [x, x + δ), якщо x = a, та
U = (x − δ, x], якщо x = b, такi, що U ⊆ F . Оскiльки F ∩ G1 = ∅ за побудовою, то i
U ∩G1 = ∅, а значить, U ∩G1

s = ∅ для кожного s ∈ S∞. Якщо U — це iнтервал, то обо-
в’язково i U ∩M1

s = ∅ для кожного s ∈ S∞ i тому U ∩M1 = ∅. Якщо ж U = [a, a+δ), то
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кожний iнтервал G1
s лежить справа вiд U , отже, i тут U ∩M1

s = ∅ для кожного s ∈ S∞,
а значить, U ∩M1 = ∅. Так само, коли U = (b − δ, b], то кожний iнтервал G1

s лежить
злiва вiд U i тут U ∩M1 = ∅. Отже, x 6∈ M1. Оскiльки f(x) = 0 на intF i множина
intF вiдкрита, то f неперервна в кожнiй точцi з intF . Звiдси негайно випливає, що
D(f) ⊆ F \ intF = frF .

Нехай x0 ∈ frF . Покажемо, що x0 ∈ D(f). Вiзьмемо ε = 1
2
i розглянемо довiльний

δ-окiл U = (x0 − δ, x0 + δ) точки x0.
Припустимо, що f(x0) = 1. Тодi x0 ∈ M1 i x0 6∈ G1, адже G1 ∩ F = ∅. Тому iснує

таке s ∈ S∞, що x0 ∈ [a1s, b
1
s] \ (a1s, b

1
s), отже, x0 = a1s або x0 = b1s. Нехай x0 = a1s, де

s ∈ Sm для деякого m. Розглянемо ведучi вiдрiзки Vn = Ns,1, 3,...,3︸︷︷︸
n разiв

= Nj1,...,jm,1, 3,...,3︸︷︷︸
n разiв

, якi

прилягають до вiльного вiдрiзка M1
s = [a1s, b

1
s] злiва. Зрозумiло, що ∆m+n+1(x0) = Vn. За

умовою limn→∞ |Vn| = 0, адже схема W частково дрiбниста. Тому iснує такий номер p,
що |Vp| < δ, а значить, Vp ⊆ U , бо правий край вiдрiзка Vp — це центр околу U . У веду-
чому вiдрiзку Vp мiстяться два вiльних вiдрiзки M1

t i M2
t , де t = (j1, . . . , jm, 1, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸

p разiв

).

За побудовою f(x) = 0 на M2
t i тодi |f(x) − f(x0)| = 1 > ε = 1

2
у кожнiй точцi

x ∈M2
t ⊆ Vp ⊆ U . Отже, x0 ∈ D(f).

Нехай x0 = b1s, де s ∈ Sm для деякого m. Тепер розглянемо ведучi вiдрiзки
Vn = Ns,2, 1,...,1︸︷︷︸

n разiв

= Nj1,...,jm,2, 1,...,1︸︷︷︸
n разiв

, якi на цей раз прилягають до вiльного вiдрiзка M1
s

справа. I тут Vn = ∆m+n+1(x0), отже, limn→∞ |Vn| = 0 згiдно з умовою. Тому iснує та-
кий номер p, що |Vp| < δ, а значить, Vp ⊆ U , бо тепер уже лiвий кiнець вiдрiзка Vp є
центром δ-околу U . Розглядаючи вiдповiднi вiльнi вiдрiзки M1

t i M2
t , ми отримаємо, що

M2
t ⊆ Vp ⊆ U i на M2

t виконується нерiвнiсть |f(x) − f(x0)| = 1 > ε = 1
2
. Отже, i тут

x0 ∈ D(f).
Припустимо тепер, що f(x0) = 0. Оскiльки x0 6∈ intF , то U = (x0 − δ, x0 + δ) 6⊆ F .

Тому iснує точка x1 ∈ U \F = U ∩G. Оскiльки x1 ∈ G = G1∪G2, то x1 ∈ G1 або x1 ∈ G2.
Якщо x1 ∈ G1, то f(x1) = 1 i |f(x)− f(x0)| = 1 > ε = 1

2
.

Розглянемо випадок, коли x1 ∈ G2. Тодi iснує таке s ∈ Sm для деякогоm, що x1 ∈ G2
s.

Але x0 6∈ G2
s, бо x0 ∈ F i F ∩ G2

s = ∅. Тому для iнтервалу G2
s = (a2s, b

2
s) можливi такi

випадки x0 < a2s < x1 < b2s або a2s < x1 < b2s < x0. У першому випадку a2s ∈ U , а у
другому b2s ∈ U .

Нехай спочатку a2s ∈ U . Iснує таке δ0 > 0, що U0 = (a2s − δ0, a2s + δ0) ⊆ U . Розгля-
немо ведучi вiдрiзки Vn = Ns,2, 3,...,3︸︷︷︸

n разiв

= Nj1,...,jm,2, 3,...,3︸︷︷︸
n разiв

, де s = (j1, . . . , jm). Як i ранiше,

Vn = ∆m+n+1(a
2
s), отже, |Vn| → 0 при n→∞. Тому iснує такий номер p, що |Vp| < δ0. В

такому разi вiдповiднi вiльнi вiдрiзки M1
t i M2

t , що отримались в результатi подiлу вiд-
рiзка Vp, мiстяться в U0, а значить, i в U . На вiдрiзку M1

t виконуватиметься нерiвнiсть
|f(x) − f(x0)| = 1 > ε = 1

2
. Таким чином, в iнтервалi U знаходиться точка x, для якої

|f(x)− f(x0)| = 1 > ε. Тому x0 ∈ D(f).
Так само розбирається випадок, коли b2s ∈ U . Тут треба розглядати ведучi вiдрiзки

Vn = Ns,3, 1,...,1︸︷︷︸
n разiв

= ∆m+n+1(b
2
s).

Отже, ми встановили, що x0 ∈ D(f). Таким чином, frF ⊆ D(f), а значить,
frF = D(f), бо обернене включення було доведено ранiше.
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Залишилось довести, що функцiя f двосторонньо квазiнеперервна. Нехай x0 ∈ I,
причому x0 < b. Доведемо, що функцiя f квазiнеперервна справа у точцi x0. Розглянемо
довiльнi додатнi числа ε i δ, причому δ < b − x0. Ми можемо вважати, що x0 ∈ frF ,
адже на доповненi I \ frF функцiя f неперервна, а значить, i квазiнеперервна справа.
Покладемо U = [x0, x0 + δ).

Припустимо спочатку, що f(x0) = 1. Тодi x0 ∈ M1, а значить x0 ∈ M1
s для деякого

s ∈ S∞. Оскiльки x0 ∈ F , то x0 6∈ G1
s = (a1s, b

1
s). В такому разi x0 = a1s або x0 = b1s. У

випадку x0 = a1s функцiя f буде неперервною справа в точцi x0, а значить, i квазiнепе-
рервною справа в цiй точцi.

Нехай x0 = b1s. Мiркуючи так само як i при доведенi розривностi, знаходимо два вiль-
нi вiдрiзки M1

t i M2
t , такi, що M1

t ∪M2
t ⊆ U . Тодi на вiдкритiй непорожнiй множинi G1

t ,
яка мiститься в U , виконується нерiвнiсть |f(x)− f(x0)| = 0 < ε.

Припустимо тепер, що f(x0) = 0. Якщо f(x) = 0 на U , то f неперервна справа в
точцi x0, а значить, i квазiнеперервна спарва в цiй точцi. Нехай iснує точка x1 ∈ U така,
що f(x1) = 1. Тодi x1 ∈ M1, отже, iснує такий iндекс s ∈ S∞, що x1 ∈ M1

s = [a1s, b
1
s].

Оскiльки x0 6∈M1
s , бо f(x0) = 0, то одержується нерiвнiсть x0 < a1s ≤ x1 ≤ b1s. Ясно, що

тодi a1s ∈ U . Так само як при доведеннi розривностi знаходимо два вiльнi вiдрiзки M1
t

i M2
t , що M1

t ∪ M2
t ⊆ U . На вiдкритiй непорожнiй множинi G2

s, яка мiститься в U ,
виконується нерiвнiсть |f(x) − f(x0)| = 0 < ε, що i дає нам квазiнеперервнiсть справа
функцiї f у точцi x0.

Подiбним чином доводиться, що функцiя f квазiнеперервна злiва, а значить, i дво-
сторонньо квазiнеперервна.

г). Оскiльки з дрiбнистостi схемиW випливає її часткова дрiбнистнiсть, то за доведе-
ним у пунктi в) функцiя f буде двосторонньо квазiнеперервною iD(f) = frF = F \intF .
Крiм того, з теореми 1 випливає, що ядро F нiде не щiльне. Тому frF = F \ intF = F ,
i таким чином, D(f) = F .

Оскiльки множина F досконала, то, як добре вiдомо ([5, с.32], або [6, с. 146]), вона
має потужнiсть континууму.

4. Вiдсутнiсть iзольованих точок розриву. Тут ми покажемо, що множина розривiв
двосторонньо квазiнеперервної перехiдної функцiї f : I → R, яка визначена на деякому
промiжку I числової прямої, має одну специфiчну особливiсть, подiбну до тiєї, яку
мають майже неперервнi функцiї ([7]).

Теорема 3. Нехай I — деякий промiжок числової прямої i f : I → R — двосторон-
ньо квазiнеперервна перехiдна функцiя. Тодi її множина точок розриву D(f) не має
iзольованих точок.

Доведення. Нехай це не так i в множинi D(f) iснує iзольована точка x0. Тодi iснує такий
окiл U точки x0 в I, що U∩D(f) = {x0}. Оскiльки x0 ∈ D(f), то iснує таке ε > 0, що для
кожного δ > 0 iснує така точка xδ ∈ I, що |xδ−x0| < δ i |f(xδ)−f(x0)| ≥ ε. З перехiдностi
f у точцi x0 випливає, що iснують такi точки y1, y2 i окiл U0 = (x0− δ, x0 + δ), для яких
y1 ∈ (f(x0) − ε, f(x0)), y2 ∈ (f(x0), f(x0) + ε) i U0 ∩ f−1(yi) = ∅ при i ∈ {1, 2}. Точка
xδ ∈ U0, для якої |f(xδ)− f(x0)| ≥ ε, задовольняє одну з нерiвностей

x0 − δ < xδ < x0 або x0 < xδ < x0 + δ, адже xδ 6= x0.

Припустимо, що x0 < xδ < x0 + δ. Нехай y0 = f(x0) i ε0 = min{y0 − y1, y2 − y0}.
Оскiльки y1 < y0 < y2, то ε0 > 0. Скориставшись квазiнеперервнiстю справа функцiї f
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у точцi x0, знайдемо такий вiдкритий iнтервал U∗ = (x∗−δ∗, x∗+δ∗), що U∗ ⊆ (x0, x0+δ)
i |f(x) − f(x0)| < ε0 на U∗, зокрема, |f(x∗) − f(x0)| < ε0 i x0 < x∗ < x0 + δ. Для числа
yδ = f(xδ) виконується одна з нерiвностей: yδ ≥ y0+ε > y2 або yδ ≤ y0−ε < y1. З другого
боку, для числа y∗ = f(x∗) маємо, що

y1 = y0 − y0 + y1 ≤ y0 − ε0 < y∗ < y0 + ε0 ≤ y0 + y2 − y0 = y2.

Припустимо, що yδ ≥ y0 + ε. Зауважимо, що функцiя f неперервна на iнтервалi
(x0, x0 + δ), {xδ, x∗} ⊆ (x0, x0 + δ) i f(xδ) = yδ ≥ y0 + ε > y2 > y∗ = f(x∗). За теоремою
про промiжне значення iснує така точка x2 ∈ (x0, x0 +δ), що f(x2) = y2, а це суперечить
тому, що U0 ∩ f−1(y2) = ∅. У випадку yδ ≤ y0 − ε буде виконуватись нерiвнiсть f(xδ) =
yδ ≤ y0− ε < y1 < y∗ = f(x∗), отже, iснує точка x1 ∈ (x0, x0 + δ), для якої f(x1) = y1, що
суперечить тому, що U0 ∩ f−1(y1) = ∅.

Так само мiркуємо у випадку x0 − δ < xδ < x0, використавши квазiнеперервнiсть
функцiї f злiва.

Нехай I = 〈a, b〉 — промiжок числової прямої, f : I → R — деяка функцiя i x0 ∈ I\{b}
/x0 ∈ I \ {a}/. Ми кажемо, що f має правосторонню /лiвосторонню/ властивiсть
Юнґа в точцi x0, якщо iснує така послiдовнiсть точок xn ∈ I, що xn ≥ xn+1 > x0
/xn ≤ xn+1 < x0/ для кожного n ∈ N, limn→∞ xn = x0 i limn→∞ f(xn) = f(x0). Якщо
b ∈ I /a ∈ I/, то вважається, що в точцi b /a/ функцiя автоматично має правосторонню
/лiвосторонню/ властивiсть Юнґа. Кажуть, що функцiя f має властивiсть Юнґа в
точцi x0 ∈ I, якщо вона в цiй точцi має як правосторонню, так i лiвосторонню власти-
вiсть Юнґа. Функцiя f : I → R має властивiсть Юнґа ([8, с. 495]), якщо вона її має у
кожнiй точцi x ∈ I.

Зрозумiло, що функцiя f : I → R буде мати правосторонню /лiвосторонню/ власти-
вiсть Юнґа в точцi x0 ∈ I \ b /x0 ∈ I \ a/ тодi i тiльки тодi, коли для кожного ε > 0
i для кожного δ > 0 iснує така точка x∗ ∈ (x0, x0 + δ) ∩ I /x∗ ∈ (x0 − δ, x0) ∩ I/, що
|f(x∗)−f(x0)| < ε. З доведення теореми 3 видно, що там використовувалось лише те, що
f має властивiсть Юнґа, яку обов’язково має двосторонньо квазiнеперервна функцiя.
Тому i множина точок розриву перехiдної функцiї f : I → R, яка має властивiсть Юнґа,
не може мати iзольованих точок.

5. Обернена задача. У зв’язку з теоремами 2 i 3 постає iнтригуюча задача: якими
можуть бути множини D(f) точок розриву двосторонньо квазiнеперервних перехiдних
функцiй f : R → R? Тут ми робимо перший крок у цьому напрямку. Вiн базується на
такому результатi.

Теорема 4. Нехай F — досконала нiде не щiльна пiдмножина невиродженого вiдрiзка
I = [a, b], причому {a, b} ⊆ F . Тодi iснує така дрiбниста (2, 3)-схема W , повязана з
вiдрiзком I, що F є її ядром.

Доведення. Розглянемо доповнення G = I \ F множини F на вiдрiзку I. Оскiльки
{a, b} ⊆ F , то G = (a, b) \ F , отже, G — це вiдкрита множина в R. Зрозумiло, що
G 6= ∅, бо множина F нiде не щiльна. Як добре вiдомо, така множина є диз’юнктним
об’єднанням деякої послiдовностi iнтервалiв Um = (an, bn), де m ∈ M , а M = 1,m0 =
{1, . . . ,m0} для деякого m0 ∈ N або M = N.

Припустимо, що множина M скiнченна. Тодi

G =
⋃
m∈M

Um =
⋃
m∈M

Um =
⋃
m∈M

[an, bn].
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Оскiльки G = I \ intF = I, бо множина F нiде не щiльна, то

F = I \G = G \G =
⋃
m∈M

[an, bn] \G =
⋃
m∈M

{an, bn}.

Ця рiвнiсть показує, що множина F скiнченна. Але множина F досконала i непорожня,
отже, континуальна, а тому нескiнченна. З отриманої суперечностi випливає, щоM = N.

Оскiльки G =
⊔∞
m=1 Um ⊆ [a, b], то ряд

∑∞
m=1 |Um| збiгається, адже

∑∞
m=1 |Um| ≤ b−a.

Тому limm→∞ |Um| = 0. Зрозумiло, що iснує така бiєкцiя k 7→ mk : N → N, що |Umk
| ≥

|Umk+1
| для кожного k. Покладемо Ik = Umk

для кожного k ∈ N. Тодi G =
⊔∞
k=1 Ik i

|Ik| ≥ |Ik+1| для кожного k ∈ N. Зауважимо, що рiзнi iнтервали Ik та Ij не можуть бути
сумiжними, бо iнакше множина F мала би iзольованi точки.

Приступимо до побудови шуканої (2, 3)-схеми W = (Wn)n∈N0 . Покладемо G1
∅ =

(a1∅, b
1
∅) = I1. Ясно, що a < a1∅ < b1∅ < b. Розглянемо множину K1

∅ = {k ∈ N : Ik ⊆ [b1∅, b]}.
З того, що множина F нiде не щiльна, випливає, що K1

∅ 6= ∅. Тому iснує k1∅ = minK1
∅.

Покладемо G2
∅ = (a2∅, b

2
∅) = Ik1∅ . Нехай r∅ = (a, a1∅, b

1
∅, a

2
∅, b

2
∅, b) i W0 = (rs)s∈S0 . Нехай

N1 = [a, a1∅], N2 = [b1∅, a
2
∅] i N3 = [b2∅, b]. Розглянемо множини K1

j1
= {k ∈ N : Ik ⊆ Nj1}

при j1 ∈ {1, 2, 3}. Всi вони непорожнi, бо множина F нiде не щiльна. Тому iснують но-
мери k1j1 = minK1

j1
для j1 ∈ {1, 2, 3}. Покладемо G1

j1
= (a1j1 , b

1
j1

) = Ik1j1
для j1 ∈ {1, 2, 3}.

Далi розглянемо множини K2
j1

= {k ∈ N : Ik ⊆ [b1j1 , a
2
j1

]}, числа k2j1 = minK2
j1
i покладемо

G2
j1

= (a2j1 , b
2
j1

) = Ik2j1
. Для j1 ∈ {1, 2, 3} розглянемо 6-вектор rj1 = (b0j1 , a

1
j1
, b1j1 , a

2
j1
, b2j1 , a

3
j1

),
де b01 = a, b02 = b1∅ i b03 = b2∅, а a31 = a1∅, a32 = a2∅ i a33 = b. Пачка першого рангу
W1 = (r1, r2, r3) буде узгодженою з пачкою W0.

Зрозумiло, що цей процес можна продовжити до нескiнченностi, будуючи вiдповiднi
iнтервали Gi

s = (ais, b
i
s) = Ikis з найменшими номерами kis, де s ∈ Sn, n ∈ {0, 1, . . .} i

породженi ними пачки Wn = (rs : s ∈ Sn) n-го рангу, такi, що Wn буде узгодженою
з Wn+1. Так ми побудуємо певну (2, 3)-схему W = (Wn)n∈N0 , пов’язану з вiдрiзком I,
вiльними iнтервалами якої будуть iнтервали Gi

s.
Покажемо, що ядро цiєї схеми збiгається з множиною F . Для цього досить зрозумiти,

що система G = {G1
s : s ∈ S∞} ∪ {G2

s : s ∈ S∞} збiгається з системою I = {Ik : k ∈ N}.
Включення G ⊆ I негайно випливає з побудови, адже Gi

s = Ikis . Так само за побу-
довою I1 ∈ G. Покажемо, що I2 ∈ G. Якщо I2 ⊆ [b1∅, b], то k1∅ = 2 i I2 = G2

∅ ∈ G. Якщо
ж це не так, то I2 ⊆ [a, a1∅] = N1. Тодi k11 = 2 i I2 = G1

1 ∈ G. Так само I3 обов’язково
зустрiнеться серед вiльних iнтервалiв до другого рангу включно, I4 — до третього рангу
i т.д.. Таким чином, G ⊇ I, отже, G = I. Тому

G =
∞⋃
n=1

In =
⋃
s∈S∞

(G1
s ∪G2

s),

отже, F — це ядро схеми W .
Дрiбнистiсть схеми W випливає з теореми 1.

Теорема 5. Для довiльного скiнченного або нескiнченного промiжку J ⊆ R i довiльної
нiде не щiльної досконалої в J множини F iснує така двосторонньо квазiнеперервна
перехiдна функцiя f : J → R, що D(f) = F .

Доведення. Оскiльки всi однотипнi промiжки гомеоморфнi мiж собою, то доведення
достатньо провести для скiнченного промiжку J . Нехай a = inf F та b = supF . До
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вiдрiзка I = [a, b] i його досконалої пiдмножини F ∪ {a, b} застосовуємо теореми 4 i 2
i одержуємо двосторонньо квазiнеперервну перехiдну функцiя g : [a, b] → R, для якої
D(g) = F . Залишилось покласти g(x) = g(a) при x < a, g(x) = g(b) при x > b i
f = g|J .

Автори вдячнi рецензентовi за кориснi зауваження, якi дозволили покращити почат-
ковий варiант статтi.
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