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ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI ДЗЕТА–ФУНКЦIЇ РIМАНА I ЦИКЛIЧНIСТЬ

У ВАГОВИХ ПРОСТОРАХ ГАРДI

V. Dilnyi. Some properties of the Riemann zeta-function and cyclicity in weighted Hardy spaces,
Mat. Stud. 41 (2014), 115–122.

We consider some reformulation of the Riemann Hypothesis in terms of cyclic functions in
a weighted Hardy space with an exponential weight. We indicate a distinctive feature of the
weighted case from the classical one. Also we consider connection of the Riemann Hypothesis
with a convolution type equation in the semistrip.

В. Дильный. Некоторые свойства дзета-функции Римана и цикличность в весовых про-
странствах Харди // Мат. Студiї. – 2014. – Т.41, №2. – C.115–122.

Рассматриваются некоторые переформулировки гипотезы Римана в терминах цикли-
ческих функций в класическом, а также в весовом пространствах Харди с экспоненциаль-
ным весом. При этом указывается, что весовой случай имеет некоторые качественные
отличия от классического. Также рассматривается связь гипотезы Римана с уравнением
типа свёртки в полуполосе.

Вступ. Дзета-функцiя Рiмана ζ для s, Re s > 1 визначається рядом Дiрiхле

ζ(s) =
∑
n∈N

n−s,

який збiгається рiвномiрно для всiх Re s > 1 + δ, δ > 0, i аналiтично продовжується на
всю комплексну площину крiм точки s = 1, в якiй має простий полюс з лишком, що
дорiвнює 1. Функцiя ζ задовольняє функцiональне рiвняння

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) = π−(1−s)/2Γ((1− s)/2)ζ(1− s).

Останнє рiвняння переписується у виглядi ξ(s) = ξ(1− s) для функцiї

ξ(s) =
s(s− 1)

2
π−s/2Γ(s/2)ζ(s)

або Θ(t) = Θ(−t) для функцiї Θ(t) = ξ(1/2 + it). Функцiя Θ(t) є парною цiлою, дiйсною
на дiйснiй осi, а всi її дiйснi нулi вiдповiдають нулям дзета-функцiї на вертикальнiй
прямiй {s : Re s = 1/2}. Оскiльки 1/Γ(s) — цiла функцiя з простими нулями в точках
z = −n (n ∈ N ∪ {0}), то негайно отримуємо, що s = −2n (n ∈ N) — простi нулi (так
званi — тривiальнi) функцiї ζ, а зважаючи на те, що ζ(s) 6= 0 при s > 1, то ζ(s) 6= 0 при
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0 < s < 1 i, тому, всi нетривiальнi нулi лежать у смузi {s : 0 ≤ Re s ≤ 1} симетрично
вiдносно прямої {s : Re s = 1/2}. Гiпотеза Рiмана полягає в тому, що всi нетривiальнi
нулi дзета-функцiї ζ лежать на прямiй {s : Re s = 1

2
} ([1]).

В роботах Б. Нiмана ([2]), A. Бьорлiнга ([3]), П. Лакса ([4]), Н. К. Нiкольського
([5]), В. I. Васюнiна ([6]) та iнших авторiв одержано ряд теорем, якi встановлюють еквi-
валентнiсть гiпотези Рiмана i деяких тверджень про повноту систем функцiй. Близь-
ке твердження отримав Ж.-Ф. Бурноль, який довiв ([7]) твердження еквiвалентне до
формулювання гiпотези Рiмана в термiнах зовнiшнiх функцiй для простору Гардi H2

у пiвплощинi. Його результат базується на твердженнях про повноту деяких систем
функцiй i властивостях трансляцiйно iнварiантних просторiв, зокрема на теоремi Бьор-
лiнга-Лакса, яку можна розглядати також як опис циклiчних функцiй у просторах
Гардi.

Функцiю G назвемо циклiчною в просторi Гардi Hp(C+), p ≥ 1, у пiвплощинi C+ =
{z : Re z > 0}, якщо G ∈ Hp(C+) i система

{G(z)eτz : τ ≤ 0} (1)

є повною в Hp(C+).
Термiн циклiчна вперше використав Г. Шапiро ([8]). Це поняття на сьогоднi має

цiкавi i глибокi застосування в функцiональному аналiзi. Вiдзначимо також, що теорема
Бурноля (як i iншi результати теорiї Бьорлiнга-Лакса) цiкавi для теорiї розсiяння Лакса-
Фiллiпса (див., наприклад, [9], [10]). Множення на eτz можна розглядати як оператор
зсуву (див. [5]) G → eτzG. Дослiдження рiзних видiв циклiчностi (гiперциклiчностi,
мультициклiчностi) в рiзноманiтних лiнiйних просторах для оператора зсуву та iнших
типiв операторiв активно проводяться протягом останнiх десятилiть.

Б. Винницький розглянув ([11]) простiр Гардi з експоненцiальною вагою Hp
σ(C+)

та дослiдив деякi властивостi цього простору. Простiр Пелi-Вiнера W p
σ , тобто простiр

цiлих функцiй експоненцiального типу ≤ σ, що належать до L2(R), є пiдпростором
(див. [12]) простору Hp

σ(C+). У [13]–[15] були вiдшуканi всi циклiчнi функцiї в H2
σ(C+).

Нам невiдомо про повнi описи циклiчних функцiй в iнших вагових просторах Гардi
з нетривiальною вагою (див. [14]). У випадку σ > 0 маємо деякi iстотнi вiдмiнностi
вiд класичного випадку H2(C+) = H2

0 (C+). Зокрема, множник ecz (або, що те ж саме
у даному випадку, число limx→+∞ (ln |G(x)|/x)) не впливає на циклiчнiсть функцiї, а
модуль кутової граничної функцiї на iR може впливати на циклiчнiсть.

Використовуючи цi результати, ми одержуємо деякi новi формулювання гiпотези
Рiмана в термiнах вагових просторiв Гардi, а також в термiнах властивостей одного
рiвняння типу згортки. Основний результат цiєї статтi — теорема 5. Також обговорюємо
перспективи одержаних результатiв для подальшого просування в дослiдженнi гiпотези
Рiмана.

1. ζ-функцiя i простiр Гардi. Перейдемо до точних формулювань. Через Hp(C+),
1 ≤ p < +∞, позначимо простiр Гардi, тобто простiр аналiтичних у пiвплощинi C+ =
{z : Re z > 0} функцiй, для яких

‖f‖ := ‖f‖p = sup
x>0

{∫ +∞

−∞
|f(x+ iy)|pdy

}1/p

< +∞.

Властивостi цих просторiв добре вивченi i детально описанi в [18]. Там, зокрема, доведе-
но, що кожен простiр Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, з нормою ‖·‖p є банаховим. Функцiї G з цих
просторiв мають кутовi граничнi значення G(iy) майже скрiзь на ∂C+ i G(iy) ∈ Lp(R).
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Функцiя G називається зовнiшньою в Hp(C+), якщо вона зображається у виглядi

G (z) = eiα exp
{ 1

π

∫ +∞

−∞

tz + i

(t+ iz) (1 + t2)
ln |G (it)| dt

}
, α ∈ R, G ∈ Lp (∂C+) .

Наступне твердження дає повний опис (див. [4]) зовнiшнiх функцiй в H2(C+).

Теорема 1 (Бьорлiнг A., Лакс П.). Якщо G ∈ H2(C+), то наступнi твердження еквi-
валентнi: 1) G є циклiчною в H2(C+); 2) рiвняння∫ 0

−∞
f(u+ τ)g(u)dw = 0, τ ≤ 0, g ∈ L2(−∞; 0),

де

G(z) =
1

i
√

2π

∫ 0

−∞
g(u)euzdu,

має тiльки нульовий розв’язок в L2(−∞; 0); 3) G не має жодного нуля в C+,

lim
x→+∞

1

x
ln |G(x)| = 0

i сингулярна гранична функцiя функцiї G є сталою; 4) G є зовнiшньою в H2(C+).

Ми дамо означення сингулярної граничної функцiї в дещо загальнiшому випадку
нижче. Використовуючи iдеї Нiмана i Бьорлiнга-Лакса, Ж.-Ф. Бурноль одержав ([7])
наступний результат.

Теорема 2 (Ж.-Ф. Бурноль). Гiпотеза Рiмана справджується тодi i тiльки тодi, коли
функцiя z−1/2

(z+1/2)2
ζ (z + 1/2) є зовнiшньою в H2(C+).

2. ζ-функцiя i ваговий простiр Гардi. Б. Винницький розглянув ([11]) простiр
Hp
σ (C+), p ≥ 1, σ ≥ 0, аналiтичних функцiй в C+, для яких

‖G‖ := sup
−π

2
<ϕ<π

2

{∫ +∞

0

|G(reiϕ)|pe−prσ| sinϕ|dr
}1/p

< +∞.

Функцiї G ∈ Hp
σ (C+) мають кутовi граничнi значення G(iy) майже скрiзь на iR i

G(iy)e−σ|y| ∈ Lp(R). Якщо σ = 0 (див. [19]), то Hp
σ (C+) збiгається з простором Гар-

дi Hp (C+). Функцiя G ∈ Hp
σ (C+) має (див. [17], [21]) сингулярну граничну функцiю

h, яка може бути визначена в точках неперервностi з точнiстю до адитивної сталої за
допомогою рiвностi

h(t2)− h(t1) = lim
x→0+

∫ t2

t1

ln |G(x+ iy)|dy −
∫ t2

t1

ln |G(iy)|dy.

Можливо, для функцiї h можна запропонувати бiльш вдалий термiн, нiж “сингулярна
гранична функцiя”, але ми його використовуємо в цiй усталенiй формi.

Функцiя G називатимемо циклiчною в Hp
σ (C+), якщо G ∈ Hp

σ (C+) i система (1)
повна в Hp

σ (C+).
Для подальшого нам потрiбен наступний результат (див. [14]).
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Лема 1. Нехай G ∈ H2
σ (C+), σ > 0. Наступнi умови еквiвалентнi: а) G — циклiчна вH2

σ;
б) G не має жодного нуля в C+, сингулярна гранична функцiя функцiї G є сталою i

lim
r→+∞

( 1

2π

∫
1<|t|≤r

( 1

t2
− 1

r2

)
ln |G (it)| dt− σ

π
ln r
)

= −∞; (2)

в) G не має жодного нуля в C+, сингулярна гранична функцiя функцiї G є сталою i

lim
x→+∞

( ln |G(x)|
x

+
2σ

π
lnx
)

= +∞.

Розглянемо зв’язок термiнiв “циклiчна функцiя” в просторахH2(C+) iH2
σ(C+),σ > 0.

Теорема 3. Якщо функцiя G ∈ H2 (C+) є циклiчною в H2(C+), то вона циклiчна в
H2
σ (C+) для кожного σ > 0.

Доведення. Оскiльки G — циклiчна в H2(C+), то за теоремою Бьорлiнга-Лакса вона є
зовнiшньою в цьому просторi. Тому G не має жодного нуля в C+, сингулярна гранична
функцiя функцiї G є сталою i

lim
x→+∞

ln |G(x)|
x

= 0.

Очевидно, що G ∈ H2
σ (C+) для всiх σ > 0. За лемою 1 нам залишилось встановити, що

lim
r→+∞

(
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G (it)| dt− σ

π
ln r

)
= −∞.

для всiх σ > 0. Це випливає з нерiвностi

lim
r→∞

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G (it)| dt < +∞.

Нескладно побачити, що∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G (it)| dt ≤

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |G (it)|dt ≤

≤
∫
1<|t|≤r

1

t2
ln+ |G (it)|dt < c < +∞,

де ln+ t = max{0; ln t} i стала c не залежить вiд r. Очевидно, що 1
t2
≤ 2

t2+1
, t ≥ 1, i

залишилось перевiрити, що∫
1<|t|≤r

ln+ |G(it)|
1 + t2

dt < c1 < +∞,

де стала c1 не залежить вiд r. Але це випливає ([18]) з того, що G ∈ H2(C+).

Приклад функцiї G(z) = e−z

z+1
вказує на те, що обернене твердження не правильне.



ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI ФУНКЦIЇ РIМАНА I ЦИКЛIЧНIСТЬ 119

Теорема 4. Якщо G ∈ H2(C+) — циклiчна в H2
σ (C+) для деякого σ > 0 i

lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x

)
= 0,

то G є циклiчною в H2(C+).

Доведення. Оскiльки G є циклiчною в H2
σ (C+), то за лемою 1 маємо, що G не має

жодного нуля в C+ i сингулярна гранична функцiя функцiї G є сталою. Тому, з умов
цiєї леми за теоремою Бьорлiнга-Лакса одержимо, що G — циклiчна в H2(C+).

Наслiдок 1. ЯкщоG ∈ H2(C+) i limx→+∞ (ln |G(x)|/x) = 0, тоG є циклiчною в просторi
H2(C+) тодi i тiльки тодi, коли вона є циклiчною у просторi H2

σ (C+) для кожного σ > 0.

Позначимо через E2
∗ [Dσ] , σ ≥ 0, простiр аналiтичних в D∗σ = {z : |Im z| > σ ∨

Re z > 0} функцiй, що задовольняють умову

‖f‖ = sup

{∫
γ

|f(z)|p|dz|
}1/p

< +∞, (3)

де супремум береться за всiма вiдрiзками γ, що лежать в областi D∗σ. Також позначимо
через E2 [Dσ] , σ > 0, простiр аналiтичних в Dσ = {z : |Im z| < σ ∧ Re z < 0} функцiй,
що задовольняють умову (3), де γ — довiльний вiдрiзок в областi Dσ. E2 [Dσ] i E2

∗ [Dσ] є
банаховими просторами для вказаних вище норм. Властивостi цих просторiв дослiджу-
вались в [11].

Теорема 5. Нехай для аналiтичної в C+ функцiї G1 виконуються умови: a) сингулярна
гранична функцiя функцiї G1 є сталою; б) G1 має єдиний простий нуль в z = 1/2;
в) G1(z)ζ(z + 1/2) ∈ H2

σ̂(C+) (σ̂ > 0);
г)

lim
r→+∞

(
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G1 (it)| dt− σ̂

π
ln r

)
= −∞. (4)

Тодi наступнi два твердження еквiвалентнi: 1) справджується гiпотеза Рiмана; 2) для
кожного σ ≥ σ̂ функцiя G1(z)ζ(z + 1/2) циклiчна в H2

σ (C+).

Доведення. 1) ⇒ 2) В [22, с.116], доведено таку оцiнку |ζ(it+ 1/2)| = O(log2/3 |t|) (t →
+∞). Звiдси випливає, що

lim
r→+∞

1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |ζ(it+ 1/2)| dt < +∞.

Комбiнуючи останню нерiвнiсть з (4), одержимо

lim
r→+∞

(
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G1 (it) ζ(it+ 1/2)| dt− σ̂

π
ln r

)
= −∞. (5)

Якщо гiпотеза Рiмана правильна, то G1(z)ζ(z+1/2) не має жодного нуля в C+. Функцiя
ζ аналiтична в смузi {z : 0 < Re z < 1} , тому сингулярна гранична функцiя функцiї
ζ(z + 1/2) на iR є сталою. Отже, за умовами теореми сингулярна гранична функцiя
функцiї G1(z)ζ(z + 1/2) ∈ H2

σ̂(C+) також дорiвнює тотожно сталiй. Звiдси, за умовою
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(5) за допомогою леми 1 одержимо, що G1(z)ζ(z + 1/2) є циклiчною в H2
σ̂(C+). Тодi

умови б) леми 1 виконуються для функцiї G(z) = G1(z)ζ(z + 1/2) i числа σ = σ̂. Легко
бачити, що умова (2) справджується для всiх σ ≥ σ̂. Оскiльки G належить до H2

σ̂(C+),
то належить й до H2

σ(C+). Тому, за лемою 1 робимо висновок, що G — циклiчна в
H2
σ(C+).

2) ⇒ 1) Якщо G1(z)ζ(z + 1/2) — циклiчна в H2
σ̂, (C+), то, за лемою 1, G1(z)ζ(z + 1/2)

не має жодного нуля в C+. G1 є аналiтичною функцiєю в C+, зокрема, не має там
особливих точок. Тому, ζ не має жодного нуля в {z : Re z > 1/2}.

Сформулюємо твердження, яке може виявитись корисним у подальших дослiджен-
нях дзета-функцiї Рiмана.

Наслiдок 2. Нехай для аналiтичної в C+ функцiї G1 виконуються умови: а) сингуляр-
на гранична функцiя функцiї G1 є сталою; б) G1 має єдиний простий нуль в z = 1/2;
в) G1(z)ζ(z+1/2) ∈ H2

σ̂(C+) (σ̂ > 0); г) виконується умова (4). Тодi твердження 1) попе-
редньої теореми еквiвалентне до кожного з наступних двох тверджень: 3) для кожного
σ ≥ σ̂ рiвняння ∫

∂Dσ

f (w + τ)g̃ (w) dw = 0, τ ≤ 0, (6)

де g̃(w) = 1
2π

∫ +∞
0

G1(x)ζ(x+1/2)e−xwdx, не має жодного вiдмiнного вiд тотожнього нуля
розв’язку f ∈ E2[Dσ]; 4) для кожного σ ≥ σ̂ рiвняння (6) не має розв’язкiв вигляду
f(w) = eλw, 0 < Reλ < 1/2.

Доведення. Еквiвалентнiсть умов 2) i 3) доведено в [20].
4)⇒ 2) Якщо припустити, що f(w) = eλw — розв’язок рiвняння (6), то ([20]) λ є нулем
функцiї G1(z)ζ(z+1/2). Але, за лемою 1 G1(z)ζ(z+1/2) не має нулiв в C+. Суперечнiсть.
Iмплiкацiя 3)⇒ 4) тривiальна.

Зауваження 1. Теорема 5 i наслiдок 2 залишаються правильними, якщо в умовах
2)–4) слова ”для всiх σ ≥ σ̂” замiнити на ”для деякого σ ≥ σ̂”.

3. Обговорення гiпотези Рiмана. З допомогою теореми 5 легко отримуються такi
твердження.

Наслiдок 3. Гiпотеза Рiмана справджується тодi i тiльки тодi, коли функцiя
z−1/2

(z+1/2)2
ζ(z + 1/2) є циклiчною в H2

σ (C+) для деякого σ ≥ 0.

Для випадку σ = 0 це твердження збiгається з теоремою 2.

Наслiдок 4. Гiпотеза Рiмана справджується тодi i тiльки тодi, коли функцiя ζ(z +
1/2)(z − 1/2)e−z є циклiчною в H2

σ (C+) для деякого σ > 0.

Наслiдок 5. Гiпотеза Рiмана справджується тодi i тiльки тодi, коли функцiя ζ(z +
1/2)(z − 1/2) exp

(
−2σ1

π
z log z

)
, σ1 > 0, є циклiчною в H2

σ (C+) для деякого σ > σ1.

Поняття циклiчностi в (звичайному) просторi Гардi має деякi якiснi вiдмiнностi вiд
поняття циклiчностi у ваговому випадку. Зокрема, циклiчнi функцiї в просторiH2

σ (C+) ,
σ > 0, (але не в H2(C+)) мають властивiсть “сильної немiнiмальностi” (див. [15]). Пiд
цим ми розумiємо той факт, що система (1) повна в H2

σ (C+) тодi i тiльки тодi, коли
система {G(z)eτz : τ ≤ τ0} повна для довiльного τ0 < 0. Це означає, що твердження
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гiпотези Рiмана випливає з повноти системи, яка мiстить ”набагато менше функцiй”,
нiж система (1), яка фактично є в щойно наведених наслiдках.

Iснування нетривiального розв’язку рiвняння∫
∂Dσ

f (w + τ)g (w) dw = 0, τ ≤ 0, (7)

(див. наслiдок 2) для деяких випадкiв (див. [23]) є наслiдком iмплiкацiї f (w + τ) g (w) ∈
E1[Dσ] або f (w + τ) g (w) ∈ E1

∗ [Dσ] (ми розглядаємо аналiтичнi продовження вiдповiдно
функцiй f i g через ∂Dσ). Але якщо розв’язок породжений нулем функцiї G, то ситуацiя
може виявитись складнiшою.
Приклад 1. Iснують функцiї f ∈ E2[Dσ] i g ∈ E2

∗ [Dσ], для яких справджується рiв-
нiсть (7), але f (w + τ) g (w) /∈ E1[Dσ] i f (w + τ) g (w) /∈ E1

∗ [Dσ].
Справдi, розглянемо функцiю G(z) = 1−cosσz

z
∈ H2

σ (C+) . Тодi одержимо, що

g(w) =
1√
2π

∫ +∞

0

1− cosσx

x
e−wxdx =

1

2
√

2π
ln

(
1 +

σ2

w2

)
,Re w > 0,

(див. [16], 861.03). Легко бачити, що z1 = 2π
σ

є нулем функцiї G. Особливими точками
функцiї g є точки w1,2 = ±iσ i w3 = 0. Функцiя f(w) = e

2π
σ w ∈ E2[Dσ] — розв’язок

рiвняння (7) (див. [11]). Якщо w = u, u > 0, то

f (u) g (u) = e
2π
σ
u 1

2
√

2π
ln

(
1 +

σ2

u2

)
∼ e

2π
σ
u 1

2
√

2π

σ2

u2
= c

e
2π
σ
u

u2
→∞,

для u → ∞. Тому f (u) g (u) /∈ L1 (0; +∞), з чого випливає, що f(w)g(w) /∈ E1
∗ [Dσ] для

всiх σ > 0. Оскiльки g не є цiлою, то умова f (w) g (w) ∈ E1 [Dσ] також не виконується.
Цей приклад iлюструє труднощi, з якими стикаємося при спробi довести гiпотезу

Рiмана за допомогою умови 3) наслiдку 2.
Зазначимо, що як випливає з доведення, теорема 5 може бути сформульованою у

загальнiшому виглядi, а саме замiсть дзета-функцiї Рiмана можна розглянути деякий
клас функцiй, що мiстить дзета-функцiю.
Теорема 6. Нехай для аналiтичної в C+ функцiї G1 виконуються умови: а) сингулярна
гранична функцiя функцiї G1 є сталою; б) G1 має єдиний простий нуль в z = 1/2;
в) G1(z)ζ(z+ 1/2) ∈ H2

σ̂(C+) (σ̂ > 0); г) виконується умова (4). Нехай також функцiя ζ∗
є аналiтичною в {z : Re z > 1/2}\{1}, в точцi z = 1 має простий полюс i

lim
r→+∞

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |ζ∗(it+ 1/2)| dt < +∞.

Тодi наступнi два твердження є еквiвалентними: 1) функцiя ζ∗ не має жодного нуля у
{z : Re z > 1/2}; 2) G1(z)ζ∗(z+ 1/2) — циклiчна функцiя в H2

σ (C+) для кожного σ ≥ σ̂.
У випадку циклiчностi функцiї G ∈ H2

σ (C+) система (1), як вже зазначалося вище,
є “дуже переповненою”. У цьому зв’язку виникає наступна задача.
Проблема 1. Нехай G1 — така аналiтична в C+ функцiя, що для неї функцiя G1(z)×
×ζ(z+1/2) є циклiчною в H2

σ (C+). Описати всi повнi i мiнiмальнi в H2
σ (C+) системи,

що складаються з функцiй вигляду G1(z)ζ(z + 1/2)eτz, τ ≤ 0.

Проблема 2. Нехай G1 — така аналiтична в C+ функцiя, що G1(z)ζ(z + 1/2) ∈
H2
σ (C+). Що є замиканням лiнiйної оболонки системи {G1(z)ζ(z + 1/2)eτz : τ ≤ 0} у

просторi H2
σ (C+)?
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