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We obtained the exact values of analogues of the best n-term approximations and the
basis widths in the Orlicz spaces LM (A; dµ) of classes of non-negative functions, which can be
represented as the product of a fixed function and functions from the unit balls of the spaces
Lp(A; dµ) and LM (A; dµ), respectively.

А. Л. Шидлич, С. О. Чайченко. Некоторые экстремальные задачи в пространствах
Орлича // Мат. Студiї. – 2014. – Т.42, №1. – C.21–32.

Получены точные значения аналогов наилучших n-членных приближений и базис-
ных поперечников в пространствах Орлича LM (A; dµ) классов неотрицательных функ-
ций, представимых в виде произведения некоторой фиксированной функции и функций
из единичных шаров пространств Lp(A; dµ) и LM (A; dµ) соответственно.

Вступ. Нехай (Rm,B, dµ), m ≥ 1, — m-вимiрний евклiдовий простiр точок x = (x1, . . . ,
xm), визначений на борелевiй σ-алгебрi B пiдмножин з Rm, зi скiнченною σ-аддитивною
неперервною мiрою dµ, A — µ-вимiрна пiдмножина з (Rm,B, dµ), µ-мiра якої дорiвнює
a, де a — скiнченне число, або ж a = +∞: µ(A) = |A|µ = a, a ∈ (0,+∞]; Y = Y (A, dµ)
— множина всiх заданих на A функцiй f = f(x), вимiрних вiдносно мiри dµ.

Нехай M(t), t ≥ 0, — довiльна функцiя Орлича, тобто, неспадна опукла вниз фун-
кцiя така, щоM(0) = 0 iM(t)→ +∞ при t→ +∞. Позначимо через LM(A; dµ) множину
всiх функцiй f ∈ Y (A, dµ), якi задовольняють умову (∀C > 0) :

∫
AM(C|f(x)|) dµ < +∞.

Лiнiйний простiр LM(A; dµ) є банаховим з нормою Люксембурга

‖f‖LM (A; dµ) := inf
{
α > 0 :

∫
A
M
(
|f(x)|/α

)
dµ ≤ 1

}
i називається простором Орлича.

Зауважимо, що у випадку, коли M(t) = tp, p ≥ 1, простори LM(A; dµ) збiгаються з
вiдомими просторами Лебега Lp(A, dµ), якi складаються з функцiй f ∈ Y (A, dµ), для
яких є скiнченною величина

‖f‖Lp(A; dµ) =
(∫

A
|f(x)|pdµ

) 1
p
.
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Нехай, далi, f ∈ LM(A; dµ), σ — деяке фiксоване додатне число, i Γσ = Γσ(A) —
множина всiх µ-вимiрних множин γσ ⊂ A, µ-мiра яких дорiвнює σ.

Основним предметом вивчення у данiй статтi є величини

eσ(f)LM (A;dµ) := inf
γσ∈Γσ

‖f − χγσf‖LM (A;dµ) =

= inf
γσ∈Γσ

inf
{
α > 0 :

∫
A
M
(
|f(x)|/α

)
dµ−

∫
γσ

M
(
|f(x)|/α

)
dµ ≤ 1

}
, (1)

де χγσ = χγσ(x) — характеристична функцiя множини γσ, яка набуває значення 1 при
x ∈ γσ i значення 0 при x 6∈ γσ. Iдея введення цих величин бере свiй початок вiд
статтi С. Б. Стєчкiна ([1]), в якiй з’явилося вiдоме поняття найкращого квадратичного
наближення даного елемента за допомогою n-членних полiномiв по заданiй системi.
Наведемо означення цього поняття.

Нехай ϕ = {ϕk}+∞
k=1 — ортонормований базис гiльбертового простору H, f ∈ H, i

f =
+∞∑
k=1

fkϕk =
+∞∑
k=1

(f, ϕk)ϕk

— розклад елемента f в ортогональний ряд за системою ϕ.
Розглядаються всi n-членнi (n ∈ N) полiноми за системою ϕ вигляду

Pγn =
∑
k∈γn

dkϕk,

де γn — довiльний набiр з n рiзних натуральних чисел, а dk — довiльнi комплекснi числа.
Величину

en(f, ϕ)H = inf
Pγn
‖f − Pγn‖H = inf

γn, dk

∥∥∥∥∥f −∑
k∈γn

dkϕk

∥∥∥∥∥
H

(2)

називають найкращим квадратичним наближенням елемента f за допомогою n-член-
них полiномiв за системою ϕ.

За рiвнiстю Парсеваля для довiльного елемента f ∈ H маємо

‖f − Pγn‖2
H =

∑
k∈̄γn

|fk|2 +
∑
k∈γn

|fk − dk|2 ≥
∑
k∈̄γn

|fk|2.

Звiдси випливає, що

e2
n(f, ϕ)H = inf

γn

( +∞∑
k=1

|fk|2 −
∑
k∈γn

|fk|2
)
.

Порiвняння останньої рiвностi з рiвнiстю (1) дає змогу зробити висновок, що величини
eσ(f)LM (A;dµ) можна розглядати як аналоги величин en(f, ϕ)H в просторах LM(A; dµ).

У випадку, коли M(t) = t, тобто, коли LM(A; dµ) = L1(A, dµ), величини (1) для
невiд’ємних функцiй f збiгаються з вiдомими величинами

eσ(f)L1(A;dµ) = inf
γσ∈Γσ

∣∣∣ ∫
A

f(x)dµ−
∫
γσ

f(x)dµ
∣∣∣ (3)

найкращих наближень iнтегралiв функцiй iнтегралами скiнченного рангу σ (див., на-
приклад, [2], [3]).
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У статтi [1] дослiджувалась абсолютна збiжнiсть ортогональних рядiв i в термiнах
величин (2) сформульовано критерiй того, щоб для даного елемента f ∈ H збiгався ряд∑+∞

k=1 |fk|, де fk = (f, ϕk). У статтi [3] в термiнах величин вигляду (3) встановлено подiбнi
умови належностi функцiй f ∈ Lp(A, dµ) до просторiв Ls(A, dµ), s 6= p. Проте, данi
величини є цiкавими також з точки зору наближення функцiй. Дослiдження поведiнки
точних верхнiх меж величин вигляду (2) для рiзноманiтних класiв перiодичних функцiй
вiд однiєї та багатьох змiнних проводились багатьма авторами. З бiблiографiєю робiт,
в яких отримуються подiбнi результати, можна ознайомитись, наприклад, в [4] та [5].
Апроксимацiйнi властивостi величин вигляду (3) вивчались, зокрема, у статтях [2], [3].

У данiй статтi дослiджуємо апроксимацiйнi властивостi величин вигляду (1). Зокре-
ма, встановлено значення точних верхнiх меж таких величин на класах функцiй, якi
зображуються у виглядi добутку деякої фiксованої функцiї та функцiй з одиничної
кулi простору Lp(A, dµ). Крiм цього, у данiй статтi знайдено точнi значення анало-
гiв базисних поперечникiв класiв функцiй, якi зображаються у виглядi добутку деякої
фiксованої функцiї та функцiї з одиничної кулi простору LM(A, dµ).
1. Основнi результати.
1.1. Величини eσ(ϕ, p)LM (A;dµ). Нехай

Up(A) =
{
y ∈ Y (A, dµ) : ‖y‖Lp(A,dµ) ≤ 1

}
— одинична куля у просторi Lp(A, dµ), 0 < p < +∞, U+

p (A) — пiдмножина всiх не-
вiд’ємних функцiй з Up(A) i ϕ(x) — невiд’ємна iстотно обмежена на A функцiя, для
якої у випадку необмеженої множини A припускаємо, що lim|x|→+∞ ϕ(x) = 0 (у такому
випадку пишемо ϕ ∈ Φ(A)).

Розглядатимемо величини вигляду (1) за умови, що f = ϕ · y, де ϕ ∈ Φ(A), а y —
деяка невiд’ємна функцiя. У цьому випадку вони матимуть вигляд

eσ(f)LM (A;dµ) = eσ(ϕy)LM (A;dµ) = inf{‖ϕy − χγσϕy‖LM (A;dµ) : γσ ∈ Γσ}.

Наступна теорема дає точнi значення величин

eσ(ϕ, p)LM (A;dµ) := sup{eσ(ϕy)LM (A;dµ) : y ∈ Up(A)} (4)

де Up(A) = U+
p (A) ∩ LM(A; dµ) у випадку, коли ϕ ∈ Φ(A), p ∈ (0,+∞), а M — довiльна

функцiя Орлича така, що функцiя M(t1/p) теж є функцiєю Орлича.

Теорема 1. Нехай p ∈ (0,+∞), ϕ ∈ Φ(A), а M — деяка функцiя Орлича така, що
функцiя M(t1/p) теж є функцiєю Орлича. Тодi для будь-якого σ ∈ (0, a)

eσ(ϕ, p)LM (A;dµ) = sup
{(∫ s

0

ϕ̄−p(t)dt
)− 1

p/
M−1

( 1

s− σ

)
: s ∈ (σ, a]

}
, (5)

де M−1 — функцiя, обернена до функцiї M , ϕ̄(t) — незростаюча перестановка фун-
кцiї ϕ(x). При цьому точна верхня межа в правiй частинi (5) досягається при деякому
скiнченному значеннi s = s∗. Точна верхня межа у спiввiдношеннi (4) реалiзується фун-
кцiєю

y∗(x) =
χE(x)

ϕ(x)

(∫
E
ϕ−p(t)dµ

)− 1
p (6)

де E — довiльна вимiрна пiдмножина множини {x ∈ A : ϕ(x) ≥ ϕ̄(s∗−)} µ-мiри s∗,
яка мiстить множину {x ∈ A : ϕ(x) > ϕ̄(s∗−)}, а χE(·) — характеристична функцiя
множини E.



24 A. Л. ШИДЛIЧ, С. О. ЧАЙЧЕНКО

Зазначимо, що з умови ϕ ∈ Φ(A) випливає, що для функцiї ϕ(x) ї ї функцiя розподiлу

mϕ(y) := µ(Ey), Ey =
{
x ∈ A : ϕ(x) ≥ y

}
, y ≥ 0,

набуває лише скiнченних значень з промiжку [0, a]. Тому, за означенням спадної (а по-
сутi незростаючої) перестановки (див., наприклад [3, §1]) величина ϕ̄(t) визначена для
довiльного t > 0.

1.2. Величини Eγσ(ϕ,M)LM (A;dµ) та Dσ(ϕ,M)LM (A;dµ). Поряд з величинами (1) для
довiльної функцiї f ∈ LM(A; dµ) i будь-якої фiксованої множини γσ ∈ Γσ природно
розглянути також величини Eγσ(f)LM (A;dµ) := ‖f − χγσf‖LM (A;dµ). Нехай

UM(A) =
{
y ∈ Y (A, dµ) : ‖y‖LM (A,dµ) ≤ 1

}
— одинична куля у просторi LM(A, dµ), а U+

M(A) — пiдмножина всiх невiд’ємних функцiй
з UM(A). Нехай також γσ — деяка фiксована множина з Γσ.

Розглянемо величини Eγσ(f)LM (A;dµ) для функцiй f = ϕ · y, де ϕ ∈ Φ(A), а y —
довiльна функцiя з множини U+

M(A). У цьому випадку вони матимуть вигляд

Eγσ(f)LM (A;dµ) = Eγσ(ϕy)LM (A;dµ) = ‖ϕy − χγσϕy‖LM (A;dµ).

Наступне твердження дає точнi значення величин

Eγσ(ϕ,M)LM (A;dµ) := sup{Eγσ(ϕy)LM (A;dµ) : y ∈ U+
M(A)}

i величин
Dσ(ϕ,M)LM (A;dµ) := inf{Eγσ(ϕ,M)LM (A;dµ) : γσ ∈ Γσ}.

Теорема 2. Нехай ϕ ∈ Φ(A) i M — довiльна функцiя Орлича. Тодi для довiльних
σ ∈ (0, a) та γσ ∈ Γσ

Eγσ(ϕ,M)LM (A;dµ) = ϕ̄γσ(0+), (7)

де ϕ̄γσ(t) — незростаюча перестановка функцiї

ϕγσ(x) =

{
ϕ(x), x ∈ A \ γσ;

0, x ∈ γσ,
(8)

Dσ(ϕ,M)LM (A;dµ) = ϕ̄(σ+), (9)

де ϕ̄ — незростаюча перестановка функцiї ϕ(x). При цьому в Γσ мiститься множина γ∗σ,
для якої виконується рiвнiсть

Eγ∗σ(ϕ,M)LM (A;dµ) = Dσ(ϕ,M)LM (A;dµ) = ϕ̄(σ+).

Зокрема, в ролi γ∗σ можна взяти довiльну вимiрну пiдмножину множини {x ∈ A : ϕ(x) ≥
ϕ̄(σ+)} µ-мiри σ, яка мiстить множину {x ∈ A : ϕ(x) > ϕ̄(σ+)}.

Зазначимо, що у випадку наближення перiодичних функцiй тригонометричними по-
лiномами величинам Eγσ(f)LM (A;dµ) можна поставити у вiдповiднiсть найкраще набли-
ження функцiї f полiномами степеня σ, величинi Eγσ(ϕ,M)LM (A;dµ) — точну верхню
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межу таких наближень по заданiй множинi, а величина Dσ(ϕ,M)LM (A;dµ) нагадує три-
гонометричний (базисний) поперечник порядку σ заданої множини функцiй.

Зазначимо також, що у просторах Lp(A; dµ) твердження, подiбнi до теорем 1 та 2,
отримано вiдповiдно у статтях [2] та [6], а у дискретних просторах Орлича lM — в [7].
При доведеннi теорем 1 та 2 здебiльшого застосовуватимемо прийоми та позначення зi
статей [2], [3], [6] та [7].

2. Доведення теореми 1.
2.1. Перед доведенням теореми 1 доведемо лему 1. Для її формулювання введемо такi
позначення. Нехай M — довiльна функцiя Орлича, LM(0, a), a ∈ (0,+∞], — простiр
Орлича всiх вимiрних на (0, a) за Лебегом функцiй f(t) зi скiнченною нормою

‖f‖LM (0,a) := inf
{
α > 0 :

∫ a

0

M
(
|f(t)|/α

)
dt ≤ 1

}
,

i Lp(0, a), 0 < p < +∞, — простiр всiх вимiрних на (0, a) за Лебегом функцiй f(t) таких,
що

‖f‖Lp(0,a) :=
(∫ a

0

|f(t)|pdt
) 1
p
< +∞.

Нехай також Up(0, a) — одинична куля у просторi Lp(0, a), а Ω — множина всiх не-
зростаючих додатних функцiй ω(t), iстотно обмежених на промiжку (0, a), для яких у
випадку, коли a = +∞, limt→+∞ ω(t) = 0.

Нехай, далi, ω — довiльна функцiя з Ω, i для даного p ∈ (0,+∞) Mω
p — множина

всiх невiд’ємних функцiй m = m(t) з Up(0, a), для яких добуток ω(t)m(t) на промiжку
(0, a) не зростає i набуває скiнченну кiлькiсть значень. Для кожного σ ∈ (0, a) i для
довiльних функцiй ω ∈ Ω i m ∈Mω

p розглянемо аналоги величин eσ(f)LM (A;dµ)

Eσ(m;ω)LM := eσ(ωm)LM (0;a) = inf{‖ω(t)m(t)− χδσ(t)ω(t)m(t)‖LM (0;a) : δσ ⊂ (0, a)} =

= inf
{

inf
{
α > 0:

∫
(0;a)\δσ

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
: δσ ⊂ (0, a)

}
, (10)

де δσ — пiдмножини з (0; a), мiри яких дорiвнюють σ, та аналоги величин (4)

Eσ(Mω
p , ω)LM := sup{Eσ(m;ω)LM : m ∈Mω

p} = sup{eσ(ωm)LM (0;a) : m ∈Mω
p}. (11)

Лема 1. Нехай ω ∈ Ω, p ∈ (0,+∞) i M(t) — функцiя Орлича така, що M(t1/p) теж є
функцiєю Орлича. Тодi, для кожного σ ∈ (0, a)

Eσ(Mω
p , ω)LM = sup

{(∫ s

0

ω−p(t)dt
)− 1

p
/
M−1

( 1

s− σ

)
: s ∈ (σ, a]

}
. (12)

При цьому точна верхня межа в правiй частинi рiвностi (12) завжди досягається в
деякiй скiнченнiй точцi s∗ ∈ (σ, a]. Точна верхня межа в правiй частинi спiввiдношення
(11) реалiзується функцiєю m∗ = m∗(t) зMω

p , де

m∗(t) =
χ(0, s∗)(t)

ω(t)

(∫ s∗

0

ω−p(x)dx
)− 1

p
, (13)

а χ(0, s∗)(t) — характеристична функцiя множини (0, s∗).
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Доведення леми 1. Нехай m — довiльна функцiя з множиниMω
p . Тодi добуток ω(t)m(t)

при деякому n ∈ N зображається у виглядi

ω(t)m(t) = yk, t ∈ (sk−1, sk), k ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}, (14)

де y1 > y2 > . . . > yn > yn+1 = 0 — деякi числа, i 0 = s0 < s1 < . . . < sn ≤ sn+1 = a.
Звiдси, при ∆k = sk − sk−1, k ∈ {1, 2, . . . , n}, маємо

Eσ(m,ω)LM = inf
{
α > 0 :

∫ a

σ

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
=

= inf
{
α > 0 :

n∑
k=1

M(yk/α)∆k −
∫ σ

0

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
.

Переконаємось, що можна вважати, що довжина ∆1 промiжку (0, s1), на якому до-
буток ω(t)m(t) набуває свого найбiльшого значення, не менша за σ. Якщо це не так,
то через kσ, kσ ∈ [1, n+ 1], позначимо найменше натуральне число таке, що skσ > σ, i
покладемо s̃0 = 0, s̃1 = skσ , ỹ1 = ykσ ; s̃k = skσ+k−1 i ỹk = ykσ+k−1, де k ∈ {2, . . . , n−kσ+1}.
Розглянемо функцiю m̃(t) таку, що m̃(t) = 0, коли t > s̃n−kσ+1, i

ω(t) m̃(t) = ỹk, t ∈ (s̃k−1, s̃k), k ∈ {1, 2, . . . , n− kσ + 1}.

Для цiєї функцiї ∆̃1 = s̃1 − s̃0 = skσ > σ, ‖m̃‖Lp(0,a) ≤ ‖m‖Lp(0,a) ≤ 1, тобто, m̃ ∈Mω
p i

Eσ(m̃, ω)LM = inf
{
α > 0: M(ỹ1/α)(∆̃1 − σ) +

n−kσ+1∑
k=2

M(ỹk/α)∆k ≤ 1
}

=

= inf
{
α > 0 : M(ykσ/α)(skσ − σ) +

n−1∑
k=kσ+1

M(yk/α)∆k ≤ 1
}

= Eσ(m,ω)LM .

Тому, надалi будемо вважати, що довжина промiжку (0, s1) не менша за σ. В такому
випадку

Eσ(m,ω)LM = inf
{
α > 0 : M(y1/α)(∆1 − σ) +

n∑
k=2

M(yk/α)∆k ≤ 1
}
. (15)

Внаслiдок (14) для кожного k ∈ {1, 2, . . . , n}

mk :=

∫ sk

sk−1

mp(t) dt = ypk

∫ sk

sk−1

ω−p(t) dt,

i, тому, yk = ω(t)m(t) = ωkm
1
p

k , t ∈ [sk−1, sk), де

ωk :=
(∫ sk

sk−1

ω−p(t) dt
)− 1

p
.

Звiдси, рiвнiсть (15) можна записати у виглядi Eσ(m,ω)LM = inf
{
α > 0 : Fσ(m,α) ≤ 1

}
,

де

Fσ(m,α) := Fσ(m,ω, α,M) = M
(
ω1m

1
p

1 /α
)

(∆1 − σ) +
n∑
k=2

M
(
ωkm

1
p

k /α
)

∆k.
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ПокладемоN(t) = M(t1/p), pk = ω−pk , ak = ωpkmk/α
p, k ∈ {1, 2, . . . , n}, i виберемо числа bk

так, що b1 = (∆1 − σ)ωp1 та bk = ∆kω
p
k при k ∈ {2, . . . , n}. Тодi, для оцiнки величини

Fσ(m,α) можна застосувати таку, доведену у статтi [8] (див. також [9]), наступну лему.

Лема А ([8]). Нехай g: [a, b] 7→ R+
0 та p: [a, b] → R+ — деякi iнтегровнi функцiї,

f : [a, b] 7→ R+
0 — незростаюча функцiя. Тодi для довiльної опуклої вниз функцiї N :

[0,∞)→ R, такої що N(0) = 0, виконується спiввiдношення
n∑
k=1

pkbkN(ak) ≤ max
{
N
(∑n

k=1 pkak∑l
k=1 pk

) l∑
k=1

pkbk : l ∈ [1, n]
}
.

Скориставшись лемою А, отримаємо

Fσ(m,α) =
n∑
k=1

pkbkN(ak) ≤ max
{
N
( ∑n

k=1mk

αp
∑l

k=1 ω
−p
k

)( l∑
k=1

∆k − σ
)

: l ∈ [1, n]
}

=

= max
{
M
( ‖m‖Lp(0,a)

α(
∫ sl

0
ω−p(t) dt)1/p

)
(sl − σ) : l ∈ [1, n]

}
i оскiльки ‖m‖Lp(0,a) ≤ 1, а функцiя M неспадна, то для довiльного α > 0

Fσ(m,α) ≤ sup
{

(s− σ)M(ω̃s/α) : s ∈ (σ, a]
}
, де ω̃s :=

(∫ s

0

ω−p(t) dt
)− 1

p
. (16)

Зрозумiло, що у випадку, коли a < +∞, iснує число sα ∈ (σ, a], яке реалiзує точну
верхню межу в правiй частинi спiввiдношення (16). Якщо ж a = +∞, то беручи до
уваги монотонне прямування до нуля при t → +∞ функцiї ω(t), неспадання частки
M(t1/p)/t, t > 0, та нерiвнiстьM(t/µ) ≤M(t)/µ, яка виконується для довiльної функцiї
Орлича M(t) та будь-яких чисел µ ≥ 1 i t ≥ 0 (див., наприклад, [7]), для довiльного
фiксованого α > 0 отримуємо

lim
s→+∞

(s− n)M(ω̃s/α) = lim
s→+∞

(s− σ)M
( 1

α

(∫ s

0

ω−p(t) dt
) 1
p
)
≤

≤ K lim
s→+∞

ω(s/2)
M(1/s1/p)

1/s
= 0. (17)

Тому, i в цьому випадку знайдеться принаймнi одне число sα > σ, яке реалiзує точну
верхню межу в правiй частинi спiввiдношення (16). Отже, з врахуванням (16) маємо

Fσ(m,α) ≤ sup{(s− σ)M(ω̃s/α) : s ∈ (0, a]} = (sα − σ)M(ω̃sα/α). (18)

Далi, для довiльної функцiї m ∈Mω
p покладемо

αm := Eσ(m;ω)LM = inf
{
α > 0 :

∫ a

σ

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
, (19)

i розглянемо функцiю m̄ = m̄(t) таку, що

m̄(t) =

{( ∫ s
0
ω−p(τ) dτ

)−1
ω−1(t), t ∈ (0; s];

0, t ∈ (s; a),
(20)
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де s = sαm , число sαm визначається спiввiдношенням (18) при α = αm. Тодi, очевидно,
що m̄ ∈Mω

p , i виконується спiввiдношення

Fσ(m,αm) =

∫ a

σ

M
(
ω(t)m(t)/αm

)
dt ≤

∫ a

σ

M
(
ω(t)m̄(t)/αm

)
dt = Fσ(m̄, αm),

звiдки, з врахуванням (19), випливає, що Eσ(m;ω)LM ≤ Eσ(m̄;ω)LM .

Позначимо через M̄ω
p множину всiх функцiй m̄ ∈Mω

p , для кожної з яких iснує таке
число s ∈ (σ; a), s = s(m̄), що має мiсце зображення (19). Тодi,

Eσ(Mω
p , ω)LM = sup{Eσ(m̄;ω)LM : m̄ ∈ M̄ω

p}.

Звiдси, на пiдставi (20) отримуємо

Eσ(Mω
p , ω)LM = sup

s∈(σ;a)

inf
{
α > 0 : (s− σ)M

((∫ s

0

ω−p(t)dt
)− 1

p
/α
)
≤ 1
}

= sup
s∈(σ;a)

ξs,

де числа ξs визначаються рiвнiстю

ξs :=
(∫ s

0

ω−p(t) dt
)− 1

p
/
M−1

( 1

s− σ

)
,

M−1 — функцiя, обернена до M . При цьому внаслiдок (17) для довiльного ε > 0 iснує
таке число sε, що для всiх s > sε величина (s− σ)M(ω̃s/ε) < 1 i, тому, для всiх s > sε,
ξs < ε. Звiдси випливає, що завжди iснує таке число s∗, що sup{ξs = ξs∗ : s > σ}.

Для завершення доведення леми 1 достатньо помiтити, що функцiя m∗, визначена
рiвнiстю (13), належить до множиниMω

p , i для неї

Eσ(m∗, ω)LM =
(∫ s∗

0

ω−p(t) dt
)− 1

p
/
M−1

( 1

s∗ − σ

)
.

2.3. Доведення теореми 1. Нехай ϕ ∈ Φ(A), p ∈ (0,+∞) iM — деяка функцiя Орлича
така, що функцiя M(t1/p) теж є функцiєю Орлича. Через Gσ = Gσ(ϕ, p) позначимо
праву частину спiввiдношення (5). Доведемо спочатку, що для довiльної функцiї y ∈
Up(A) виконується нерiвнiсть

eσ(ϕy) ≤ Gσ. (21)

Для цього розглянемо функцiї yn, якi визначаються рiвнiстю

ϕ(x)yn(x) =

{
k
n
, x : k

n
≤ ϕ(x)y(x) < k+1

n
, k ∈ {0, 1, . . . , n2 − 1};

n, x : ϕ(x)y(x) ≥ n.
(22)

Бачимо, що yn ∈ Up(A), ϕ(x)y(x) ≥ ϕ(x)yn(x) для довiльних x ∈ A та n ∈ N. Тому,
eσ(ϕyn)LM (A;dµ) ≤ eσ(ϕy)LM (A;dµ). Внаслiдок того, що ϕ ∈ Φ(A) i y ∈ LM(A; dµ), маємо

‖ϕy − ϕyn‖LM (A;dµ) → 0 (n→ +∞).

Оскiльки для фiксованої множини γσ ∈ Γσ

‖ϕy − χγσϕy‖LM (A;dµ) ≤ ‖ϕy − ϕyn‖LM (A;dµ) + ‖ϕyn − χγσϕyn‖LM (A;dµ)+

+‖χγσϕy − χγσϕyn‖LM (A;dµ) ≤ 2‖ϕy − ϕyn‖LM (A;dµ) + ‖ϕyn − χγσϕyn‖LM (A;dµ),
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то, звiдси отримуємо

|eσ(ϕy)LM (A;dµ) − eσ(ϕy)LM (A;dµ)| ≤ 2‖ϕy − ϕyn‖LM (A;dµ) → 0 (n→ +∞).

Тому, якщо довести нерiвнiсть (21) для всiх функцiй yn вигляду (22), то звiдси випли-
ватиме, що ця нерiвнiсть виконується i для довiльної функцiї y ∈ Up(A).

Насправдi ми доведемо загальнiший факт. Для даної функцiї ϕ через U ϕ
p (A) позна-

чимо множину всiх функцiй y ∈ Up(A), для яких добуток ϕ(x)y(x) набуває на множи-
нi A тiльки скiнченну кiлькiсть значень (зрозумiло, що у випадку, коли mesµA = +∞,
цi значення не дорiвнюють нулю лише на множинах скiнченної мiри), i переконаємось,
що нерiвнiсть (21) виконується для довiльної функцiї y ∈ U ϕ

p (A).
Отже, нехай функцiя y ∈ U ϕ

p (A) така, що при деякому n ∈ N добуток ϕ(x)y(x)=:f(x)
набуває на множинi A лише n рiзних вiдмiнних вiд нуля значень fk, k ∈ {1, . . . , n},
якi для зручностi впорядкуємо за спаданням f1 > f2 > . . . > fn > 0, i покладемо
Ak := {x ∈ A : f(x) = fk}, µ(Ak) =: µk.

Тодi,

eσ(ϕy)LM (A;dµ) = inf
{

inf
{
α > 0:

∫
A\γσ

M
(
f(x)/α

)
dµ
}

: γσ

}
=

= inf
{
α > 0 :

n∑
k=1

M(fk/α)µk − sup
γσ

∫
γσ

M
(
f(x)/α

)
dµ
}
. (23)

Переконаємось, що можна вважати µ1 = µ(A1) ≥ σ. З цiєю метою для даного σ ∈
(0, a) через kσ позначимо найменше натуральне число таке, що

∑kσ
k=1 µk ≥ σ, i покладемо

Ã1 = ∪kσi=1 Ai, f̃1 = fkσ ; Ãk = Akσ+k−1 и f̃k = fkσ+k−1, де k ∈ {2, . . . , n−kσ+1}. Розглянемо
функцiю ỹ(x) таку, що ỹ(x) = 0 при t ∈ A \ ∪n−kσ+1

i=1 Ãi, i

ϕ(x) ỹ(x) = f̃k, x ∈ Ãk, k ∈ {1, 2, . . . , n− kσ + 1}.

Для цiєї функцiї µ(Ã1) ≥ σ, ‖ỹ‖Lp(A,dµ) ≤ ‖y‖Lp(A,dµ) ≤ 1, тобто, ỹ ∈ U ϕ
p (A) i

eσ(ϕ ỹ)LM (A;dµ) = inf
{
α > 0 : M

( f̃1

α

)
(mesµÃ1 − σ) +

n−kσ+1∑
k=2

M
( f̃k
α

)
µ(Ãk)

}
=

= inf
{
α > 0 : M

(fkσ
α

)( kσ∑
k=1

µk − σ
)

+
n−1∑

k=kσ+1

M
(fk
α

)
µk

}
= eσ(ϕy)LM (A;dµ).

Тому, надалi вважатимемо, що µ-мiра множини A1 не менша за σ.
На промiжку t ∈ (0, a) розглянемо функцiю

m′(t) = m′(y, t) =

{
ϕ̄−1(t)fk, t ∈ (ak−1, ak], k ∈ {1, . . . , n};
0, t ∈ (an, a),

(24)

де ϕ̄(t) — незростаюча перестановка функцiї ϕ(x), i ak :=
∑k

i=1 µi, a0 := 0. Переконає-
мось, що функцiя m′ ∈ Up(0, a) у просторi Lp(0, a) i для неї виконується спiввiдношення

eσ(ϕy)LM (A;dµ) = inf
δσ∈(0,a)

inf
{
α > 0 :

∫
(0;a)\γσ

M
(
ϕ̄(t)m′(t)/α

)
dt
}

= Eσ(m′, ϕ̄)LM . (25)
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Цим задачу про оцiнку величини eσ(ϕy)LM (A;dµ) для y ∈ U ϕ
p (A) буде зведено до дослi-

дження величин Eσ(m′, ϕ̄)LM на множинi всiх функцiй m′ ∈ Up(0, a) вигляду (24).
Враховуючи, що a1 = µ1 ≥ σ, маємо

Eσ(m′, ϕ̄)LM = inf
{
α > 0 : M

(f1

α

)
(a1 − σ) +

n∑
k=2

M
(fk
α

)
(ak − ak−1)

}
=

= inf
{
α > 0 : M

(f1

α

)
(µ1 − σ) +

n∑
k=2

M
(fk
α

)
µk

}
. (26)

З iншого боку, внаслiдок (23)

eσ(ϕy)LM (A;dµ) = inf
{
α > 0 :

n∑
k=1

M
(fk
α

)
µk − sup

γσ

∫
γσ

M
(
f(x)/α

)
dµ
}

=

= inf
{
α > 0 : M

(f1

α

)
(a1 − σ) +

n∑
k=2

M
(fk
α

)
µk

}
. (27)

Порiвнюючи вирази в правих частинах спiввiдношень (26) та (27), бачимо, що, справдi,
eσ(ϕy)LM (A;dµ) = Eσ(m′, ϕ̄)LM . Нерiвнiсть ‖m′‖Lp(0,a) ≤ ‖y‖Lp(A,dµ) ≤ 1 доводиться цiлком
подiбно до доведення рiвностi (3.23) у статтi [3].

Нехай, далi,Mϕ̄
p — множина всiх невiд’ємних функцiй m ∈ Up(0, a), для яких добу-

ток ϕ̄(t)m(t) на промiжку (0, a) не зростає i набуває лише скiнченну кiлькiсть значень.
З (24) та нерiвностi ‖m′‖Lp(0,a) ≤ ‖y‖Lp(A,dµ) ≤ 1 випливає, що m′ ∈ Mϕ̄

p , i, тому, врахо-
вуючи (25), для довiльної функцiї y ∈ U ϕ

p (A) отримуємо

eσ(ϕy)LM (A;dµ) ≤ sup
m∈Mϕ̄

p

inf
γσ∈(0,a)

inf
{
α > 0 :

∫
(0;a)\γσ

M
( ϕ̄(t)m(t)

α

)
dt
}

= Eσ(Mϕ̄
p , ϕ̄)LM . (28)

Для знаходження величини Eσ(Mϕ̄
p ; ϕ̄)LM скористаємося доведеною вище лемою 1.

Покладаючи ω(t) = ϕ̄(t), t ∈ (0, a), бачимо, що ω ∈ Ω, i з (12) отримуємо

Eσ(Mϕ̄
p , ϕ̄)LM = sup

{(∫ s

0

ϕ̄−p(t)dt
)− 1

p
/
M−1

( 1

s− σ

)
: s ∈ (σ, a]

}
. (29)

При цьому точна верхня межа в правiй частинi останнього спiввiдношення досягається
при деякому скiнченному значеннi s = s∗. Об’єднуючи (28) та (29), приходимо до ви-
сновку, що нерiвнiсть (21) виконується для довiльної функцiї y ∈ U ϕ

p (A), а отже, i для
довiльної функцiї y з множини Up(A).

Для завершення доведення теореми 1 досить переконатись, що iснує така функцiя
y∗ = y∗(x, ϕ̄, σ, p) ∈ Up(A), що

eσ(ϕy∗)LM (A;dµ) =
(∫ s∗

0

ϕ̄−p(t)dt
)− 1

p
/
M−1

( 1

s∗ − σ

)
.

З цiєю метою видiлимо з множини {x ∈ A : ϕ(x) ≥ ϕ̄(s∗−)} довiльну вимiрну пiд-
множину E µ-мiри s∗, яка мiстить множину {x ∈ A : ϕ(x) > ϕ̄(s∗−)}, i розглянемо
функцiю y∗, визначену спiввiдношенням (6). Для неї маємо: y∗ ∈ LM(A, dµ) i

‖y∗‖pLp(A,dµ) =

∫
A
y∗(x)p dµ =

∫
E
ϕ−p(x) dµ

(∫
E
ϕ−p(t) dµ

)−1

= 1,
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тобто, y∗ ∈ Up(A). Оскiльки для довiльного числа h ≥ 0 µ-мiра множини {x ∈ E :
ϕ(x) ≥ h} дорiвнює мiрi Лебега множини {t ∈ (0, s∗) : ϕ̄(t) ≥ h}, то∫

E
ϕ−p(x) dµ =

∫ s∗

0

ϕ̄−p(t) dt,

i, тому,

eσ(ϕy∗)LM = inf
γσ

inf
{
α > 0 :

∫
A\γσ

M
(
ϕ(x)y∗(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
=

= inf
{
α > 0 : (s∗ − σ)M

( 1

α

(∫
E
ϕ−p(x)dµ

)− 1
p
)
≤ 1
}

=

= inf
{
α > 0 : M

( 1

α

(∫ s∗

0

ϕ̄−p(t)dt
)− 1

p
)
≤ 1

s∗ − σ

}
=

( ∫ s∗
0
ϕ̄−p(t)dt

)− 1
p

M−1( 1
s∗−σ )

.

Отже, спiввiдношення (5) справдi є рiвнiстю i теорему 1 доведено.

3. Доведення теореми 2. Функцiя ϕγσ(x) iстотно обмежена на Aσ := A \ γσ. Тому, її
неспадна перестановка обмежена i виконується рiвнiсть

ϕ̄γσ(0+) = lim
v→0+

ϕ̄γσ(v) =: yσ.

Якщо при цьому ϕ̄γσ(0+) = yσ = 0, то майже скрiзь на Aσ ϕγσ(x) = 0, i в такому випадку
Eγσ(ϕ,M)LM (A;dµ) = 0 = ϕ̄γσ(0+). Якщо ж yσ > 0, то при кожному y > 0 покладемо
ey = {x ∈ Aσ : ϕγσ(x) ≥ y}. Тодi при y > yσ µ-мiра множини ey дорiвнює нулю, i
µ(ey) > 0 при 0 < y < yσ. Звiдси, зокрема, випливає, що yσ = ess sup{ϕγσ(t) : t ∈ Aσ}.

Для довiльної функцiї h ∈ U+
M(A) маємо∫

A\γσ
M
(
ϕ(x)h(x)/yσ

)
dµ ≤

∫
A\γσ

M(h(x)) dµ ≤ 1.

Звiдси випливає, що

Eγσ(ϕy)LM (A;dµ) = inf
{
α > 0 :

∫
A\γσ

M
(
ϕ(x)h(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
≤ yσ

i, тому,
Eγσ(ϕ,M)LM (A;dµ) = sup{Eγσ(ϕy)LM (A;dµ) : y ∈ U+

M(A)} ≤ yσ. (30)

Для доведення (7) лишається встановити, що строгої нерiвностi в останньому спiввiд-
ношеннi бути не може.

Нехай y — довiльне число з промiжку (0, yσ) i ēy — довiльна пiдмножина множини ey,
мiра якої не перевищує одиницi: mesµēy ≤ 1. Покладемо

hy(x) =

{
M−1

(
(mesµ ēy)

−1
)
, x ∈ ēy;

0, x ∈ A \ ēy.

Тодi, hy ∈ U+
M(A), i водночас

y ≤ Eγσ(ϕhy)LM (A;dµ) = inf
{
α > 0 :

∫
A\γσ

M
(
ϕγσ(x)hy(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
≤ yσ.
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Спрямовуючи y до yσ, бачимо, що справдi, в (30) строгої нерiвностi бути не може, i,
тому, це завершує доведення (7).

Розглядаючи точнi нижнi межi по множинi Γσ обох частин (7), отримуємо

Dσ(ϕ,M)LM (A;dµ) = inf{ϕ̄γσ(0+): γσ ∈ Γσ}.

Враховуючи спiввiдношення (8), робимо висновок, що найменше значення вели-
чини ϕ̄γσ(0+) отримаємо у випадку, коли γσ = γ∗σ, i це значення дорiвнює ϕ̄(σ+)

inf{ϕ̄γσ(0+): γσ ∈ Γσ} = ϕ̄(σ+),

тобто, спiввiдношення (9) доведено.

ЛIТЕРАТУРА

1. Stechkin S.B. On absolute convergence of orthogonal series// Dokl. Akad. Nauk SSSR. – 1955. – V.102,
№1. – P. 37–40. (in Russian)

2. Stepanets A.I., Shidlich A.L. Best approximations of integrals by integrals of finite rank// J. Approx.
Theory. – 2010. – V.162. – P. 323–348.

3. Stepanets A.I., Shidlich A.L. Extremal problems for integrals of nonnegative functions// Izv. Ross. Akad.
Nauk Ser. Mat. – 2010. – V.74, №3. – P. 169–224. (in Russian)

4. De Vore R. Nonlinear approximation// Acta Numer. – 1998. – V.7. – P. 51–150.
5. Romanyuk A.S. Best M -term trigonometric approximations of Besov classes of periodic functions of

several variables// Izv. Ross. Akad. Nauk Ser. Mat. – 2003. – V.67, №2. – P. 61–100. (in Russian)
6. Stepanets A.I. Extremal problems of approximation theory in linear spaces// Ukrain. Mat. Zh. – 2003. –

V.55, №10. – P. 1378–1410. (in Russian)
7. Shidlich A.L., Chaichenko S.O. Approximative properties of diagonal operators in Orlicz spaces// arXiv

preprint. – 2014. – arXiv:1405.1542. – 11 p.
8. Shidlich A.L., Chaichenko S.O. On some inequalities of Chebyshev type, in press.
9. Shidlich A.L., Chaichenko S.O. On some inequalities of Chebyshev type// arXiv preprint. – 2014. –

arXiv:1405.1256. – 6 p.

Institute of Mathematics of Ukrainian National Academy of Sciences
andy709@list.ru, shidlich@imath.kiev.ua
Donbas State Pedagogical University
stolch@mail.ru

Надiйшло 1.10.2014


