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ДИСКРЕТНИХ АПРОКСИМАЦIЙ ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
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A. A. Kindybaliuk. Application of generalized method of Lie algebraic discrete approximations
for solving Cauchy problem with heat transfer equation, Mat. Stud. 42 (2014), 181–194.

Approximation properties and conditions of convergence of numerical scheme for solving
Cauchy problem with heat transfer equation by means of generalized method of Lie-algebraic
discrete approximations have been proved. Reduction of the Cauchy problem into system of
linear algebraic equations provides power rates of convergence by all variables in equation.

A. A. Киндыбалюк. Применение обобщенного метода Ли-алгебраических дискретных ап-
проксимаций к решению задачи Коши для уравнения теплопроводымости // Мат. Студiї.
– 2014. – Т.42, №2. – C.181–194.

Доказаны аппроксимационные свойства и условия сходимости вычислительной схемы
обобщенного метода Ли-алгебраических дискретных аппроксимаций для решения задачи
Коши с уравнением теплопроводности. Редукция задачи Коши для уравнения адвекции к
системе линейных алгебраических уравнений обеспечивает степенную сходимость по всех
переменных, входящих в уравнение.

1. Вступ. Багато важливих явищ природи, задач технiки та фiзики описуються дифе-
ренцiальними рiвняннями з частинними похiдними (ДРЧП). Незважаючи на наявнiсть
багатьох аналiтичних методiв, розв’язки таких рiвнянь, як правило, не можна знайти
в явному виглядi (точно), тому для дослiдження таких задач широко використовую-
ться рiзнi наближенi числовi та аналiтично-числовi методи. Одним з таких є метод
Лi-алгебраїчних дискретних апроксимацiй ([2, 5, 6, 9, 11–17, 19–23]), який вперше за-
стосував Ф. Калоджеро у 1983 роцi для обчислення власних значень диференцiальних
операторiв для спектральної задачi ([15, 16]). Цей метод базується на використаннi де-
якої алгебри Лi та її квазiзображення.

У 1988 роцi запропоновано застосування ([6, 9]) Лi-алгебраїчного методу для розв’я-
зування диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, яке отримало назву “Лi-
алгебраїчна дискретна апроксимацiя”. Iдея даного методу полягає у редукцiї ДРЧП
до системи звичайних диференцiальних рiвнянь (ЗДР) з використанням квазiпредстав-
лень алгебри Лi ([6, 9]). У [6] представлено метод без аналiзу збiжностi алгоритму.
Збiжнiсть обчислювальної схеми для лiнiйного еволюцiйного ДРЧП встановлено в [9]
шляхом дослiдження еволюцiї похибки. У 1996 роцi Ф. Казас ([17]) також запропону-
вав розв’язування задач Кошi для ДРЧП на основi представлень алгебр Лi, проте за
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допомогою такого методу можна розв’язати лише обмежений клас диференцiальних
рiвнянь. У [21] знайдено оцiнку порядку збiжностi для диференцiального оператора
другого порядку за допомогою полiномiв Лагранжа.

У [6], [13] розглянуто задачу Кошi для системи еволюцiйних рiвнянь iз частинними
похiдними {

ut = K(t, x, ∂)u+ f(t, x), x ∈ Ω ⊂ Rq, t > 0,

u|t=0 = ϕ ∈ B,
(1)

де B — деякий простiр Банаха, оператор K : B → B — деякий (заданий) лiнiйний
диференцiальний оператор у просторi Банаха.

У якостi базової алгебри вибрано алгебру Гайзенберга-Вейля

G =

q⊕
j=1

{xj, ∂/∂xj, 1} ,

яка є скiнченновимiрною алгеброю Лi.
Як i в методi Калоджеро, запропоновано розглядати лiнiйнi оператори

X
(n)
j , Z

(n)
j , I(n) ∈

q⊗
j=1

Rnj

як “квазiзображення” операторiв алгебри Гайзенберга-Вейля xj, ∂/∂xj, 1, j = 1, q вiдпо-
вiдно.

Шляхом побудови квазiзображення диференцiального оператора K у просторi лi-
нiйних операторiв над RN , N ∈ Z+, задача (1) зводиться до задачi Кошi для системи
ЗДР вигляду 

du(n)
dt

= K(n)(t)u(n) + f(n)(t),

u(n)|t=0 = ϕ(n) ∈ B(n),
(2)

де B(n) — скiнченновимiрний простiр, що iзоморфний RN , N = n1 · n2 · . . . · nq. Як i в
методi Калоджеро, редукцiя (2) задачi (1) на простiр B(n) отримана шляхом q-вимiрної
алгебраїчної iнтерполяцiї на q-вимiрному кубi D ⊃ Ω.

При використаннi цього методу зроблено важливе припущення про те, що диферен-
цiальний оператор K належить до унiверсальної огортуючої алгебри U(G) алгебри G
Гайзенберга-Вейля. На практицi це означає, що оператор K можна подати як суму
деяких суперпозицiй операторiв xj, ∂/∂xj, 1. Це, зокрема, означає, що для безпосере-
днього застосування схеми Лi-алгебраїчних дискретних апроксимацiй необхiдно, щоб
диференцiальний оператор K був лiнiйним оператором.

Для розв’язування задачi Кошi (1) та зредукованої задачi (2) у [3] запропоновано
узагальнений метод розв’язування шляхом зведення задач до системи лiнiйних алге-
браїчних рiвнянь, для чого введено додатково тривимiрну алгебру Лi Gt := {t, ∂/∂t, 1},
для якої побудовано скiнченновимiрнi квазiзображення X(n)

t , Z
(n)
t , I

(n)
t .

Оскiльки, згiдно припущення, оператор K є лiнiйним оператором, то розв’язок за-
дач (1) i (2) можна отримати як розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Якщо
коефiцiєнти диференцiального оператора не змiнюються при змiнi обчислювального
експерименту, а змiнюються лише початковi умови чи функцiя у правiй частинi, то
розв’язування задачi Кошi зводиться до множення оберненої матрицi на вектор ([3]).
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Зазначимо, що у [6] схему Лi-алгебраїчних апроксимацiй запропоновано розглядати
у контекстi загальної апроксимацiйної схеми, викладеної у В. А. Треногiна, хоча вiдпо-
вiднi умови теореми про збiжнiсть загальної апроксимацiйної схеми не були перевiренi.
У [19] для збiжностi припускали, що оператор Ah має таку властивiсть

∃α > 0: ‖Ahuh‖Ch
≥ α‖uh‖Bh

,

де Bh, Ch — деякi скiнченновимiрнi простори, а в [5] умовою збiжностi було iснування
обмеженого оберненого оператора задачi, i оцiнка норми похибки залежала вiд норми
оберненого оператора задачi.

Окреслимо мету даної роботи:

1. Узагальнення методу Лi-алгебраїчних дискретних апроксимацiй для розв’язування
задач Кошi для еволюцiйних рiвнянь шляхом дискретизацiї як за просторовими
змiнними так i за часовою змiнною.

2. Дослiдження апроксимацiйних властивостей узагальненого методу Лi-алгебраїч-
них дискретних апроксимацiй та доведення його збiжностi.

3. Проведення числових тестiв розв’язування задачi Кошi узагальненим методом Лi-
алгебраїчних дискретних апроксимацiй та порiвняння з методом скiнченних рi-
зниць та класичним методом Лi-алгебраїчних дискретних апроксимацiй.

Структура роботи вiдповiдає сформульованiй метi, а саме у другому пунктi сфор-
мульовано модельну задачу Кошi для рiвняння теплопровiдностi, у третьому пунктi
за допомогою введеної алгебри Лi та побудованих квазiзображень елементiв алгебри
Лi побудовано схему наближеного вiдшукання розв’язку задачi. Дослiджено ранг скiн-
ченновимiрного квазiзображення задачi. У четвертому пунктi отримано оцiнки такого
квазiзображення. У п’ятому пунктi доведено збiжнiсть побудованої схеми. Порiвняння
чисельних схем подано у шостому пунктi.

2. Формулювання задачi. Розглянемо область Ω = (0, 1), цилiндрQT = Ω×(0, T ], T <
+∞, простори Банаха у виглядi V = C∞x,t (QT )∩C

(
QT

)
та C = C∞x,t (QT ). Сформулюємо

задачу Кошi для одновимiрного рiвняння теплопровiдностi

задано коефiцiєнт теплопровiдностi a ∈ R, a > 0,

початкову температуру ϕ = ϕ(x) ∈ C∞x (Ω) ,

знайти таку функцiю u = u(x, t) ∈ V , що:
∂u

∂t
= a

∂2u

∂x2
, (x, t) ∈ QT ,

u|t=0 = ϕ.

(3)

Здiйснивши пiдстановку u(x, t) = v(x, t) + ϕ(x) у (3), отримаємо задачу Кошi для
функцiї v(x, t) з однорiдною початковою умовою

Задано коефiцiєнт теплопровiдностi a ∈ R, a > 0.

Знайти таку функцiю v = v(x, t) ∈ V , що:
∂v

∂t
= a

∂2v

∂x2
+ a

d2ϕ

dx2
, ∀(x, t) ∈ QT ,

v|t=0 = 0.

(4)
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Розв’язок задачi (4) шукаємо у просторi функцiй, якi в початковий момент часу
набувають нульового значення, тобто у просторi B = {v ∈ V : v|t=0 = 0} . Ввiвши для
задачi (4) позначення

A :=
∂

∂t
− a ∂

2

∂x2
, f := a

d2ϕ

dx2
∈ C(QT ), (5)

отримаємо задачу для операторного рiвняння{
Задано оператор A : B → C та елемент f ∈ C.
Знайти елемент v ∈ B такий, що Av = f.

(6)

Задачу Кошi зведено до задачi для операторного рiвняння, яку розв’яжемо узагаль-
неним методом Лi-алгебраїчних дискретних апроксимацiй.

3. Побудова обчислювальної схеми. Введемо алгебру Гайзенберга-Вейля

G := {x, ∂/∂x, 1}
⊕
{t, ∂/∂t, 1} ,

яка є алгеброю Лi. Оскiльки оператор A належить унiверсальнiй огортуючiй алге-
брi U(G) алгебри G, то вiн є лiнiйною комбiнацiєю базових полiномiв над алгеброю
Гайзенберга-Вейля. Квазiзображення Ah оператора A побудуємо як лiнiйну комбiнацiю
скiнченновимiрних квазiпредставлень алгебри G. З цiєю метою зафiксуємо два нату-
ральнi числа Nx та Nt, де Nx — кiлькiсть вузлiв за змiнною x, Nt — кiлькiсть вузлiв
за змiнною t. Згiдно з теоремою Вейєрштрасса ([4], [10]), множина довiльних полiномiв
з дiйсними коефiцiєнтами є щiльною множиною в просторi C(QT ), тому розв’язок (6)
шукатимемо у виглядi iнтерполяцiйного полiнома.

Для кожного вузла xj за змiнною x асоцiйовано базисний полiном Лагранжа lj(x),
який задовольняє умову lj(xi) = δij, де

δij =

{
1, i = j,

0, i 6= j.

Для кожного вузла tj за змiнною t асоцiйовано полiном Лагранжа lj(t) такий, що
lj(ti) = δij,

Нехай Mj = (xjx, tjt) — вузли областi QT , де jx — номер вузла на осi x, jt — номер
вузла на осi t. Набiр таких вузлiв позначимо QT,h. Очевидно, що QT,h = {xi}Nx

i=1×{tj}
Nt

j=1 .
Вузли занумеруємо у спосiб j = (jt−1)Nx+jx. Тодi полiном Лагранжа, що асоцiйований
з вузлом Mj, має вигляд lj(x, t) = ljx(x)ljt(t). Отже, апроксимацiя розв’язку (6) набуде
вигляду

vh(x, t) =
Nt∑
jt=1

Nx∑
jx=1

vjljx(x)ljt(t) = v (l(t)⊗ l(x)) , (7)

де v = {vj}NxNt

j=1 — вiдповiдний вектор значень апроксимацiї, символ ⊗ позначає тензор-
ний добуток, l(x) = {l1(x), l2(x), . . . , lNx(x)}> , l(t) = {l1(t), l2(t), . . . , lNt(t)}

> — вiдповiднi
набори полiномiв Лагранжа за змiнними x, t, > — знак траспонування.
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Для побудови обчислювальної схеми розв’язування задачi (4), пiдставимо (7) у опе-
раторне рiвняння (6) i отримаємо v (l′(t)⊗ l(x)− al(t)⊗ l′′(x)) = f(x, t). Якщо послi-
довно для кожної змiнної вибрати ix, jx = 1, Nx, it, jt = 1, Nt, то отримаємо систему
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР) вигляду A1,hvh = Fh, де

A1,h := Zt ⊗ Ix − aIt ⊗ Z2
x, Fh = {f(xix , tjt)}

Nx,Nt

ix=1,jt=1,

— скiнченновимiрнi квазiзображення Zx, Z2
x, Zt, Ix, It, якi побудовано за такими прави-

лами

Zx,ij = l′j(xi), i, j = 1, Nx, Z
2
x = ZxZx, Zt,ij = l′j(ti), i, j = 1, Nt,

Ix,ij = lj(xi) = δij, i, j = 1, Nx, It,ij = lj(ti) = δij, i, j = 1, Nt.

На пiдставi теореми про ранг скiнченновимiрного зображення ([14]) ранги вiдповiдних
квазiпредставлень мають значення

rank(Zt) = Nt − 1, rank(Ix) = Nx, rank(It) = Nt, rankZ2
x = Nx − 2.

Ранги матриць Zt ⊗ Ix, It ⊗ Z2
x набудуть значень

rank (Zt ⊗ Ix) = (Nt − 1)Nx, rank
(
It ⊗ Z2

x

)
= (Nx − 2)Nt.

Так як при побудовi матрицi ми врахували усi вузли, то кiлькiсть рядкiв матрицi ста-
новить NxNt. Ранг матрицi квазiзображення є менший нiж розмiрнiсть матрицi, отже,
ми не можемо отримати розв’язок.

Оскiльки початковi умови однорiднi, то вважатимемо, що базисом простору апрокси-
мацiї є множина полiномiв Лагранжа, без полiномiв асоцiйованих з початковим момен-
том часу. Тобто множина полiномiв Лагранжа для часової змiнної є l̃(t) = {l2(t), l3(t),
. . . , lNt(t)}, причому

∀li ∈ l̃(t) : li|t=0 = 0⇒ ∀li ∈ l̃(t) : li ∈ B, i = 2, Nt.

Розмiрнiсть dim l̃(t) = Nt − 1. Оскiльки система функцiй lx ⊗ l̃t ∈ B лiнiйно незалежна,
то вважатимемо, що вона формує базис простору апроксимацiй Bh.

Вилучивши вузли, що асоцiйованi з початковим моментом часу, отримаємо нову
систему вузлiв Q̃T,h = {xi}Nx

i=1 × {tj}
Nt

j=2 .
Отже, скiнченновимiрнi квазiзображення в просторi Bh мають вигляд

Zx,ij = l′j(xi), i, j = 1, Nx, Z̃t,ij = l′j(ti), i, j = 2, Nt,

Ix,ij = lj(xi) = δij, i, j = 1, Nx, Ĩt,ij = lj(ti) = δij, i, j = 2, Nt.

Ранги скiнченновимiрних квазiпредставлень Z̃t ⊗ Ix, It ⊗ Z2
x набули значень

rank
(
Z̃t ⊗ Ix

)
= (Nt − 1)Nx, rank

(
Ĩt ⊗ Z2

x

)
= (Nx − 2)(Nt − 1).

Скiнченновимiрне квазiзображення оператора задачi (6) набуде вигляду

Ah = Z̃t ⊗ Ix − aĨt ⊗ Z2
x. (8)

Кiлькiсть рядкiв у матрицi (8) становить (Nt − 1)Nx.
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Лема 1. Матриця Z̃−1t ⊗ Z2
x нiльпотетна.

Доведення. На пiдставi властивостi тензорного добутку ([18]) матриць A i B

(A⊗B) (A⊗B) = A2 ⊗B2

переконуємося, що справедливе спiввiдношення (Z̃−1t ⊗Z2
x)k = (Z̃−1t )k ⊗ (Zx)

k+1. Зважа-
ючи на те, що при k = Nx маємо (Zx)

k = 0, (Z2
x)
k−1

= (Zx)
k = 0, отже

∀k ≥ Nx − 1:
(
Z̃−1t ⊗ Z2

x

)k
=
(
Z̃−1t

)k
⊗ (Zx)

k+1 =
(
Z̃−1t

)k
⊗ 0 = 0,

що доводить лему.

Позначимо IN одиничну матрицю Ĩt ⊗ Ix.

Лема 2. Матриця IN − aZ̃−1t ⊗ Z2
x має обернену матрицю i її ранг є (Nt − 1)Nx.

Доведення. Запишемо обернену матрицю (IN − aZ̃−1t ⊗ Z2
x)−1 у виглядi формального

ряду (
IN − aZ̃−1t ⊗ Z2

x

)−1
=

+∞∑
k=0

(
aZ̃−1t ⊗ Z2

x

)k
.

Оскiльки матриця Z̃−1t ⊗ Z2
x на пiдставi леми 1 є нiльпотентна, то

(
IN − aZ̃−1t ⊗ Z2

x

)−1
=

Nx−1∑
k=0

(
aZ̃−1t ⊗ Z2

x

)k
. (9)

Ряд (9) є скiнченний, отже, матриця IN − aZ̃−1t ⊗ Z2
x має обернену i її ранг дорiвнює

кiлькостi рядкiв у матрицi, тобто rank(IN − aZ̃−1t ⊗ Z2
x) = (Nt − 1)Nx.

Теорема 1. Ранг скiнченновимiрного квазiзображення Ah є Nx(Nt − 1).

Доведення. Запишемо матрицю (8) у виглядi

Ah = Z̃t ⊗ Ix
(
Ĩt ⊗ Ix − a

(
Z̃−1t ⊗ I−1x

)(
Ĩt ⊗ Z2

x

))
= Z̃t ⊗ Ix

(
IN − aZ̃−1t ⊗ Z2

x

)
.

У лемi 2 з’ясовано, що

rank
(
IN − aZ̃−1t ⊗ Z2

x

)
= Nx(Nt − 1), rank

(
Z̃t ⊗ Ix

)
= Nx(Nt − 1).

Оскiльки для рангу двох матриць A,B виконується властивiсть

rank(AB) = min {rank(A), rank(B)} ,

то ранг скiнченновимiрного зображення набув значення

rank(Ah) = rank(Z̃t ⊗ Ix(IN − aZ̃−1t ⊗ Z2
x)) = min {Nx(Nt − 1), Nx(Nt − 1)} = Nx(Nt − 1),

що доводить теорему.
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Апроксимацiю розв’язку (7) подамо у виглядi vh(x, t) =
∑NxNt

j=Nx
vjlj(x, t), ∀ (x, t) ∈

QT , або

vh(M) =
NxNt∑
j=Nx

vjlj(M), ∀M ∈ QT , (10)

де lj — вiдповiдний полiном Лагранжа, що асоцiйований з вузлом Mj ∈ Q̃T,h.
Зазначимо, що оскiльки vh|t=0 = 0, то vh ∈ Bh ⊂ B.
Пiдставивши (10) у операторне рiвняння (6), отримаємо рiвняння

NxNt∑
j=1

vjA (lj(M)) = f(M), ∀M ∈ QT .

Вибравши послiдновно M := Mi ∈ Q̃T,h ⊂ QT , отримаємо СЛАР

NxNt∑
j=Nx

vjA (lj(M)) |M=Mi
= f(Mi), i = 1, NxNt, (11)

для визначення невiдомих компонент вектора v. Введемо позначення

Ah,ij = A (lj(M)) |M=Mi
, fh,i = f(Mi), i, j = Nx, NxNt.

Зазначимо, що матриця Ah спiвпадає з скiнченновимiрним квазiзображенням (8).
Отже, ми отримали дискретне формулювання операторного рiвняння{

Задано оператор Ah : Bh → Ch та елемент fh ∈ Ch.
Знайти такий елемент vh ∈ Bh, що Ahvh = fh.

(12)

4. Апроксимацiйнi властивостi схеми. Нехай N — розмiрнiсть просторiв Bh, Ch.
Введемо цилiндричну норму [10] в просторах Bh, Ch

‖v‖Bh
= ‖v‖Ch

=

√√√√ 1

N

N∑
j=1

v2j , (13)

причому lim
N→∞

‖v‖2Bh
=
∫
Qt
v2dxdt.

Нехай v ∈ W nxnt,∞ = {v : Qt → R : Dαv ∈ L∞(Qt), ∀|α| ≤ nxnt}, тобто функцiя v
разом зi своїми всiма можливими похiдними до nxnt порядку належить до простору
L∞(Qt).

Позначимо iнтерполяцiйний полiном Лагранжа vI = vI(x, t) розв’язку v = v(x, t)
задачi (4). Запишемо залишковий член ([1]) iнтерполяцiйного полiнома Лагранжа vI

v(x, t)−vI(x, t) =
ωnx(x)

(nx)!

∂nxv(ξ, t)

∂xnx
+
ωnt(t)

(nt)!

∂ntv(x, η)

∂tnt
− ωnx(x)

(nx)!

ωnt(t)

(nt)!

∂nx+ntv(ξ1, η1)

∂xnx∂tnt
, (14)

де ωnx(x) =
nx∏
i=1

(x− xi), ωnt(t) =
nt∏
i=1

(t− ti), ξ ∈ Ω, η ∈ (0, T ], (ξ1, η1) ∈ QT .
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Теорема 2. Скiнченновимiрне квазiзображення Ah апроксимує оператор A на елементi
v ∈ B ∩W nxnt,∞(Qt), причому похибка апроксимацiї в нормi простору Ch характеризу-
ється оцiнкою

‖Av−Ahv‖Ch
≤ ln(nt)

(
1

nt − 1

)nt−1
∥∥∥∥∂ntv

∂tnt

∥∥∥∥
∞

+|a| ln(nx) ln(nx−1)

(
1

nx − 1

)nx−2
∥∥∥∥∂nxv

∂xnx

∥∥∥∥
∞
.

(15)

Доведення. Так як норма простору Ch визначена як норма вектора, то подамо рiзницю
Av − Ahv, ∀v ∈ B у виглядi вектора.

Для виразу Av ∈ C отримаємо вектор {Av(Mi)}Ni=1, де Mi ∈ Q̃T,h.
Для елемента v ∈ B знаходимо вектор-стовпець {v(Mj)}Nj=1, де Mj ∈ Q̃T,h. Розгля-

немо i-ту компоненту вектора Ahv

(Ahv)i = (A(l1)(Mi), . . . , A(lN)(Mi)) . (v(M1), . . . , v(MN)))> =

=
N∑
j=1

v(Mj)A (lj) (Mi) = (AvI)(Mi).

Отже, врахувавши отримане спiввiдношення (Ahv)i = (AvI)(Mi), у пiдсумку отримаємо
(Av − Ahv)i = (Av(M)− AvI(M)) |M=Mi

.
Покажемо, що

‖Av − Ahv‖Ch
≤ ‖A (v − vI) ‖∞. (16)

Справдi,

‖Av − Ahv‖Ch
=

√√√√ 1

N

N∑
i=1

((Av(M)− AvI(M)) |M=Mi
)2 ≤

≤

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(
sup
M∈QT

|A (v(M)− vI(M))|
)2

≤ ‖A (v − vI) ‖∞.

Дiючи оператором A = ∂/∂t − a∂2/∂x2 на залишковий член iнтерполяцiйного полi-
нома Лагранжа (14), отримаємо таке наближення

A (v − vI) ≈ a
ω′′nx

(x)

(nx)!

∂nxv(ξ1, y, t)

∂xnx
+
ω′nt

(t)

(nt)!

∂ntv(x, η)

∂tnt
.

Врахувавши, що v ∈ W nxnt,∞, отримаємо оцiнку

‖A (v − vI) ‖∞ ≤
|ω′nt

(t)|
(nt)!

∥∥∥∥∂ntv

∂tnt

∥∥∥∥
∞

+ |a|
|ω′′nx

(x)|
(nx)!

∥∥∥∥∂nxv

∂xnx

∥∥∥∥
∞
.

Оскiльки значення полiнома ω′′nx
(x) залежить вiд положення вузлiв, тодi у випадку

рiвновiддалених вузлiв отримаємо, що |ω′′nx
(x)| ≤ (nx)! ln(nx) ln(nx − 1)( 1

(nx−1))
nx−2.

Аналогiчну оцiнку отримуємо для ω′nt
(t), тобто

|ω′nt
(t)| ≤ (nt)! ln(nt)

(
1

(nt − 1)

)nt−1

.
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Отже

‖A (v − vI) ‖∞≤ ln(nt)

(
1

nt − 1

)nt−1
∥∥∥∥∂ntv

∂tnt

∥∥∥∥
∞

+|a| ln(nx) ln(nx−1)

(
1

nx − 1

)nx−2
∥∥∥∥∂nxv

∂xnx

∥∥∥∥
∞
.

(17)
Врахувавши (16) та (17), приходимо до оцiнки (15), що доводить теорему.

5. Збiжнiсть обчислювальної схеми. Нехай B,C — простори Банаха. Розглянемо
задачу для абстрактного операторного рiвняння{

задано оператор A : B → C та елемент f ∈ C,
знайти такий елемент u ∈ B, що Au = f.

(18)

Нехай побудовано скiнченновимiрне зображення задачi (18){
задано оператор Ah : Bh → Ch та елемент fh ∈ Ch,
знайти такий елемент uh ∈ Bh, що Ahuh = fh,

(19)

де скiнченновимiрне зображення оператора A задається матрицею Ah : Bh → Ch, Bh ⊂
B, Ch ⊂ C — такi скiнченновимiрнi простори, що limh→0Bh = B, limh→0Ch = C, fh ∈ Ch
— апроксимацiя елемента f ∈ C, uh ∈ Bh — апроксимацiя розв’язку задачi (18).

Припустимо, що оператор Ah апроксимує оператор A на елементi u ∈ B у сенсi

lim
h→0
‖Au− Ahu‖C = 0, ∀u ∈ B. (20)

Для доведення збiжностi апроксимацiйної схеми, нам потрiбно показати, що схема
Лi-алгебраїчних дискретних апроксимацiй задовольняє умови теореми Канторовича
(про збiжнiсть абстрактної апроксимацiйної схеми) та теореми про ознаку обмеже-
ного оберненого оператора ([4]).

Згiдно з теоремою Канторовича ([7]) про збiжнiсть абстрактної апроксимацiйної схе-
ми, спiввiдношення limh→0 ‖u− uh‖B = 0 справедливе, якщо виконується:

1. ∀f ∈ C, ∃!u ∈ B : Au = f.

2. ∀Ah, ∃A−1h : ‖A−1h ‖ ≤M < +∞.
3. ∀u ∈ D(A) ⊂ B : lim

h→0
‖Au− Ahu‖C = 0.

Згiдно з теоремою про ознаку обмеженого оберненого оператора ([4]), якщо лiнiйний
оператор A : B → C такий, що

∃α = const > 0: ‖Au‖C ≥ α‖u‖B ∀u ∈ D(A), (21)

то тодi iснує лiнiйний обмежений обернений оператор.
У [5] для доведення збiжностi припустили, що обернений оператор задачi обмеже-

ний, а в [19] припущено, що апроксимацiя оператора задачi та й сам оператор задачi
обмеженi знизу.

Зрозумiло, що знаходження константи α > 0 є нетривiальною задачею. Крiм того
послiдовнiсть операторiв Ah є нескiнченною. Проте для практичного застосування ме-
тоду Лi-алгебричних дискретних апроксимацiй потрiбно визначити додатковi або еквi-
валентнi ознаки iснування обмеженого оберненого оператора. Достатнi умови iснування
обмеженого оберненого оператора для квазiзображення дає наступна теорема.
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Теорема 3. Якщо ранг скiнченновимiрного матричного квазiзображення Ah операто-
ра A дорiвнює розмiрностi простору апроксимацiї, тобто rankAh = dimBh, то тодi iснує
лiнiйний обмежений обернений оператор A−1h , причому

∀Ah, ∃M > 0, ∃A−1h : ‖A−1h ‖ ≤M < +∞. (22)

Доведення. Оскiльки норма задовольняє властивостям невiд’ємностi та невироджено-
стi, тобто ‖Ahu‖Ch

≥ 0,∀u ∈ D(Ah), причому ‖Ahu‖Ch
= 0⇔ u = 0Bh

, то

∀u ∈ D(Ah)\{0Bh
} : ‖Ahu‖Ch

> 0.

Справдi, нехай ‖Ahu‖Ch
= 0. Оскiльки норма задовольняє аксiому невиродженостi,

то такий випадок можливий лише тодi, коли Ahu = 0Ch
. Для ненульового елементу

u ∈ Bh це можливо лише тодi, коли detAh = 0, тобто rankAh < dimBh. Оскiльки
оператор Ah такий, що rankAh = dimBh, detAh 6= 0, то рiвнiсть ‖Ahu‖Ch

= 0 можлива
тодi i тiльки тодi, коли u = 0Bh

.
Величини ‖Ahu‖Ch

i ‖u‖Bh
строго додатнi для ∀u ∈ D(Ah)\{0Bh

}. Це означає, що
можна знайти сталу α > 0, для якої виконується ‖Ahu‖Ch

≥ α‖u‖Bh
.

Оскiльки оператор Ah має обернений, то

‖Ahuh‖Ch
≥ ‖uh‖Bh

‖A−1h ‖
,

де α = 1
‖A−1

h ‖
. З другого боку ‖A−1h ‖ ≤ 1

α
.

Поклавши M > 0 як M = 1
α
, α > 0, отримаємо нерiвнiсть ‖A−1h ‖ ≤M < +∞.

Наступна теорема дає достатнi умови збiжностi абстрактної схеми Лi-алгебраїчних
дискретних апроксимацiй.

Теорема 4. Якщо виконуються умови:

1) послiдовнiсть операторiв {Ah} апроксимує оператор A задачi (18);

2) усi оператори з послiдовностi {Ah} є невиродженi;

3) апроксимацiя елемента f ∈ C задовольняє умову

lim
h→0
‖f − fh‖Ch

= 0, (23)

то послiдовнiсть uh, що визначена схемою (19) вiдшукання розв’язку задачi (18), є збi-
жною до точного розв’язку, тобто lim

h→0
‖u− uh‖Bh

= 0.

Доведення. Розглянемо ‖u− uh‖Bh
. Маємо

‖u− uh‖Bh
= ‖A−1h Ah (u− uh) ‖Bh

≤ ‖A−1h ‖‖Ah (u− uh) ‖Ch
=

= ‖A−1h ‖‖Ah (u− uh) + Au− Au‖Ch
=

= ‖A−1h ‖‖ (Ahu− Au) + (Au− Ahuh) ‖Bh
≤ ‖A−1h ‖ (‖Au− Ahu‖Ch

+ ‖f − fh‖Ch
) .

Так як згiдно з умовою теореми оператор A−1h є обмежений, то тодi

‖u− uh‖Bh
≤M (‖Au− Ahu‖Ch

+ ‖f − fh‖Ch
) ,
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Врахувавши умови апроксимацiйностi оператора (20) та елемента f ∈ C (23), в границi
отримаємо

lim
h→0
‖u− uh‖Bh

≤M
(

lim
h→0
‖Au− Ahu‖Ch

+ lim
h→0
‖f − fh‖Ch

)
= 0.

Тобто lim
h→0
‖u− uh‖Bh

= 0, що доводить теорему.

За використання рiвномiрної сiтки вузлiв iнтерполювання справедлива наступна тео-
рема про збiжнiсть схеми методу Лi-алгебраїчних дискретних апроксимацiй для задачi
Кошi з одновимiрним рiвнянням теплопровiдностi.

Теорема 5. Послiдовнiсть uh, що визначена схемою (12) вiдшукання наближеного
розв’язку задачi (6), збiгається до точного розв’язку задачi (3), причому норма похибки
характеризується величиною

‖u−uh‖Bh
≤M

(
ln(nt)

(
1

nt − 1

)nt−1
∥∥∥∥∂ntv

∂tnt

∥∥∥∥
∞

+ |a| ln(nx) ln(nx − 1)

(
1

nx − 1

)nx−2
∥∥∥∥∂nxv

∂xnx

∥∥∥∥
∞

)
,

де число M > 0 таке, що Ah : ‖A−1h ‖ ≤M .

Доведення. Справедливiсть теореми випливає з теорем 2 та 4.

6. Оцiнки швидкостi збiжностi. Для проведення числових експериментiв вважа-
тимемо, що область QT := (0, 1) × (0, 1), тобто x ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1). Норму похибки
апроксимацiї точного розв’язку u−uh = u(x, t)−uh(x, t) в просторi L2(QT ) обчислюємо
за формулою ‖u−uh‖2L2(QT ) =

∫
QT

(u− uh)2 dxdt, в просторi L∞(QT,h): ‖u−uh‖L∞(QT,h) =

sup
(x,t)∈QT,h

|u(x, t)− uh(x, t)|, а в просторi Соболєва W 1,2(QT ) ([4])

‖u− uh‖2W 1,2(QT ) =

∫
QT

[
(u− uh)2 +

(
∂u

∂x
− ∂uh

∂x

)2

+

(
∂u

∂t
− ∂uh

∂t

)2
]
dxdt.

Порядок збiжностi у нормi простору L2(QT ) визначається формулою

ph,L2(QT ) = log2

(
‖u− uh‖L2(QT )

‖u− uh/2‖L2(QT )

)
,

порядок збiжностi у нормi простору L∞(QT,h)

ph,L∞(QT,h) = log2

( ‖u− uh‖L∞(QT,h)

‖u− uh/2‖L∞(QT,h)

)
,

а порядок збiжностi у нормi простору W 1,2(QT )

ph,W 1,2(QT ) = log2

(
‖u− uh‖W 1,2(QT )

‖u− uh/2‖W 1,2(QT )

)
.

Якщо ‖u− uh‖ = 0 i ‖u− uh/2‖ = 0, то невизначенiсть 0/0 подаємо у таблицях як NaN
(not a number).

Модельнi задачi для рiвняння теплопровiдностi дослiджено нами з використанням
методу скiнченних рiзниць (МСР), методу Лi-алгебраїчних дискретних апроксмацiй
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(МЛАДА) та узагальненого методу Лi-алгебричних дискретних апроксмацiй (УМЛА-
ДА). Зазначимо, що у випадку застосування методу МЛАДА, розв’язування задачi
Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь здiйснено з використанням вбу-
дованих функцiй пакету символьного обчислення Mathematica.

Позначимо ∆x = 1
(nx−1) — крок дискретизацiї за просторовою змiнною, та ∆t = 1

(nt−1)
— крок дискретизацiї за часовою змiнною. Якщо крок дискретизацiї за просторовою та
часовою змiнними вибранi однаковими, то h = ∆x = ∆t.

У випадку методу МЛАДА h позначає крок дискретизацiї тiльки за просторовою
змiнною, оскiльки розв’язування задачi Кошi для системи ЗДР здiйснюється з вико-
ристанням пакету Mathematica, де кiлькiсть вузлiв за часовою змiнною вибирається
автоматично.

Для модельної задачi ([13]) вигляду
знайти функцiю u = u(x, t) таку, що
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, (x, t) ∈ QT ,

u|t=0 = sinx.

(24)

отримано числовi результати, якi наведенi у таблицях 1–4.
Точний розв’язкок задачi (24) має вигляд u(x, t) = e−t sinx. Зазначимо, що при

розв’язуваннi задачi (24) узагальненим методом ми розв’язували допомiжну задачу
знайти функцiю v = v(x, t) таку, що
∂v

∂t
=
∂2v

∂x2
− sinx, (x, t) ∈ QT ,

v|t=0 = 0.

(25)

Отримавши наближений розв’язок vh = vh(x, t) задачi (25), побудовано наближений
розв’язок uh = uh(x, t) задачi (24) за допомогою формули uh(x, t) = sin x+ vh(x, t).

Табл. 1. Значення норми похибок в просторi L2(QT ).
Крок h МСР МЛАДА УМЛАДА
h = 1/2 0.0419804 0.129574 0.0479767
h = 1/4 0.0199765 0.051718 0.0146769
h = 1/8 0.00965197 0.00343672 0.000637523
h = 1/16 2.05974 · 1010 3019.86 1.83044 · 10−7

Табл. 2. Значення норми похибок в просторi L∞(QT,h).
Крок h МСР МЛАДА УМЛАДА
h = 1/2 0.0904097 0.46952 0.23476
h = 1/4 0.0414633 0.249107 0.085016
h = 1/8 0.0200078 0.0226241 0.0046676
h = 1/16 4.19664 · 1011 18151.3 1.7980 · 10−6

Табл. 3. Значення норми похибок в просторi W 1,2(QT ).
Крок h МСР МЛАДА УМЛАДА
h = 1/2 0.119842 0.452594 0.202487
h = 1/4 0.0594391 0.2167 0.0727922
h = 1/8 0.0294888 0.0197359 0.00419756
h = 1/16 1.24976 · 1012 24988.7 1.85966 · 10−6
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Табл. 4. Значення порядкiв збiжностi в просторi L2(QT ).
Крок h МСР МЛАДА УМЛАДА
h = 1/2 1.07141 1.32504 1.70879
h = 1/4 1.04941 3.91156 4.52493
h = 1/8 −40.9567 −19.745 11.7661

Табл. 5. Значення порядкiв збiжностi в просторi L∞(QT ).
Крок h МСР МЛАДА УМЛАДА
h = 1/2 1.12464 0.91442 1.46539
h = 1/4 1.05128 3.46084 4.18698
h = 1/8 −44.2537 −19.6138 11.3421

Табл. 6. Значення порядкiв збiжностi в просторi W 1,2(QT ).
Крок h МСР МЛАДА УМЛАДА
h = 1/2 1.01165 1.06252 1.47598
h = 1/4 1.01124 3.45681 4.11616
h = 1/8 −45.2685 −20.272 11.1403

У [13] норму похибки апроксимацiї точного розв’язку обчислювали за формулою

‖u− uh‖BL = max
i=1,nt

√√√√ nx∑
j=1

(u(xj, ti)− uh(xj, ti))2. (26)

Для випадку nx = 10, nt = 10 у [13] класичним методом Лi-алгебраїчних дискретних
апроксимацiй отримано ‖u− uh‖BL = 7, 75 · 10−3. Iз застосуванням пропонованого нами
узагальненого методу Лi-алгебраїчних дискретних апроксимацiй за такої ж кiлькостi
вузлiв та у тiй же ж нормi (26) отримано ‖u − uh‖BL = 2, 69 · 10−3, що у 2, 88104 разiв
точнiше нiж результат отриманий з використанням класичного методу.

Зростання ж похибок у класичному МЛАДА зумовлено тим, що ДРЧП зведено до
системи ЗДР, яка є жорсткою i вимагає великої кiлькостi вузлiв за часовою змiнною
для коректного розв’язання задачi.

7. Висновки. Запропоновано застосування узагальненого методу Лi-алгебричних дис-
кретних апроксимацiй для розв’язування задач Кошi з рiвнянням теплопровiдностi.

Знайдено значення рангу скiнченновимiрного квазiзображення диференцiального
оператора рiвняння теплопровiдностi, дослiджено апроксимацiйнi властивостi та до-
ведено факторiальну збiжнiсть схеми узагальненого методу за двома змiнними. Вста-
новлено ознаки iснування обмеженого оберненого оператора для абстрактної апрокси-
мацiйної схеми. Визначено умови, якi гарантують збiжнiсть схеми УМЛАДА.

Для тестової задачi узагальнений метод виявився майже у три рази точнiший нiж
класичний метод Лi-алгебричних дискретних апроксимацiй за однакових значень ву-
злiв, для яких можна отримати адекватний результат з використанням класичного ме-
тоду.

Виявлений запас точностi узагальненого методу пов’язаний з тим, що дискретизацiя
рiвняння здiйснюється за усiма змiнними, що входять до рiвняння та використання
двовимiрного iнтерполювання Лагранжа.
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