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A model for determination the change of demand for goods at the change of price on
commodities and capital of consumer is constructed. This model is described by a system of
quasi-linear hyperbolic, which is written in Riemann invariants. Using the results of theory of
ordinary differential equations with parameters we prove the existence of a classical solution to
mixed hyperbolic problem. Also applying the method of linearization and non-classical internal
variation the necessary optimality conditions for finding a given level of demand at the change
of price on commodities and capital of consumer are shown.

Т. О. Деревянко, В. М. Кырылыч. Оптимальное управление квазилинейной гиперболиче-
ской системой, описывающей спрос Слуцкого // Мат. Студiї. – 2015. – Т.43, №1. – C.66–77.

Построена модель для определения изменения спроса на товары при изменении цены
товара и капитала потребителя. Эта модель описывается системой квазилинейных ги-
перболических уравнений первого порядка в инвариантах Римана. Используя результаты
теории обыкновенных дифференциальных уравнений с параметрами, доказано существо-
вание классического решения смешанной гиперболической задачи. А также, применяя ме-
тод линеаризации и некласическую внутреннюю вариацию, получены необходимые усло-
вия оптимальности для нахождения заданного уровня спроса при изменении цены товара
и капитала потребителя.

1. Вступ. Завданням теорiї споживання є, зокрема, дослiдження змiни попиту на то-
вари споживчого ринку в залежностi вiд змiни цiнової ринкової ситуацiї та доходу спо-
живача. Якщо обмежитися випадком змiни цiни лише на один з товарiв та доходу
споживача ([1]), то приходимо до математичної моделi, в основi якої є системи квазiлi-
нiйних гiперболiчних рiвнянь першого порядку з двома незалежними змiнними. Саме
таку ситуацiю ми дослiджуємо в данiй статтi. Тут ми будуємо вiдповiдну математи-
чну модель теорiї споживання, дослiджуємо її коректнiсть i на основi цього вивчаємо
керованiсть попиту Слуцького.

Метою даної статтi є дослiдження керованостi рiвня попиту Слуцького при викори-
станнi нестандартної слабкої варiацiї допустимих керуючих впливiв ([2]–[4]).

2. Неокласична теорiя споживання. Розглянемо з точки зору споживача ринок,
на якому є n товарiв. Попит на кожен з товарiв позначатимемо xi > 0, i ∈ I, де
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I := {1, 2, . . . , n}. Також вважатимемо, що у споживача є деяка кiлькiсть капiталу
K > 0. Для кожного i-го (i ∈ I) товару на ринку встановлено цiну pi > 0 за одиницю
товару. Позначимо Rn

+ := {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | xi > 0, i ∈ I} та Rn
++ := {x ∈

Rn | xi > 0, i ∈ I}.
Для кiлькiсного порiвняння споживчих наборiв вважаємо, що у споживача є функцiя

сукупної корисностi U : Rn
+ → R. Тодi, для знаходження попиту на споживчий набiр

товарiв потрiбно розв’язати задачу

U(x)→ max, якщо x ∈ R+,
∑
i∈I

pixi 6 K. (1)

Додатково вважатимемо, що функцiя U = U(x) задовольняє умови:

a) U — строго увiгнута ([5, c. 234]);
b) U ∈ C2(Rn

++);

c) ∂U(x)
∂xi

> 0 ∀x ∈ R++, ∀i ∈ I;

d) lim
xi→0

∂U(x)
∂xi

= +∞, lim
xi→+∞

∂U(x)
∂xi

= 0 ∀i ∈ I.

Знаходження розв’язку задачi (1) ґрунтується на теоремi Куна-Таккера ([6, c. 60]).
В нашому випадку функцiя Лагранжа задачi (1) має вигляд

L(x, λ) = U(x) + λ
(
K −

n∑
i=1

pixi

)
,

де λ — дiйсний параметр, i умови теореми Куна-Таккера можна записати так:

∂U(x)

∂xi
− λpi 6 0, i ∈ I; xi

(
∂U(x)

∂xi
− λpi

)
= 0, i ∈ I; λ

(
K −

n∑
i=1

pixi

)
= 0; λ > 0.

Цi умови за умов a)–d) набувають вигляду

xi > 0 (i ∈ I), λ > 0, (2)
∂U(x)

∂xi
− λpi = 0 (i ∈ I), (3)
n∑
i=1

pixi = K. (4)

Отже, рiвняння (3)–(4) дають рiвноважний рiвень попиту при фiксованому наборi цiн
та рiвнi капiталу. Однак, виходячи з динамiчностi ринку, тобто, враховуючи змiну цi-
ни на товари та рiвень капiталу, можна стверджувати, що найпростiшим випадком
такої динамiки є змiна одного з вихiдних параметрiв моделi: цiни на один з товарiв
чи капiталу. В такому випадку для знаходження реакцiй рiвнiв попиту на змiну пара-
метра моделi приходимо до задачi Кошi для лiнiйної неоднорiдної системи звичайних
диференцiальних рiвнянь (див., наприклад, [4]). Тут ми розглянемо ситуацiю, коли змi-
нюється цiна pn та капiтал K i отримаємо задачу для знаходження попиту Слуцького
при варiацiї цiни pn та капiталу K на пiдставi спiввiдношень (2)–(4).

Нехай H(x) := {Hij(x)} =
{
∂2U(x)
∂xi∂xj

}
, x ∈ Rn

++ (i, j ∈ I), — матриця Гессе ([5, c. 234]).
З умов a)–d) маємо, що матриця H є невиродженою i вiд’ємно визначеною для всiх
x ∈ Rn

++.
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Перепишемо рiвняння (3), (4) у виглядi

n−1∑
i=1

pixi(K, pn) + pnxn(K, pn) = K, (5)

∂U(x(K, pn))

∂xi
− piλ(K, pn) = 0, i ∈ I, i 6= n;

∂U(x(K, pn))

∂xn
− pnλ(K, pn) = 0.

Продиференцiюємо рiвностi (5) за pn
n∑
i=1

pi
∂xi(K, pn)

∂pn
= −xn(K, pn),

n∑
j=1

∂2U(x(K, pn))

∂xi∂xj

∂xj(K, pn)

∂pn
− pi

∂λ(K, pn)

∂pn
= 0, i ∈ I, i 6= n, (6)

n∑
j=1

∂2U(x(K, pn))

∂xn∂xj

∂xj(K, pn)

∂pn
− pn

∂λ(K, pn)

∂pn
= λ(K, pn).

В елементах матрицi Гессе, пiсля введення позначень

x(K, pn) :=


x1(K, pn)
x2(K, pn)

...
xn(K, pn)

 , ω(K, pn) :=


λ(K, pn)
x1(K, pn)
x2(K, pn)

...
xn(K, pn)

 , f(x, λ) :=


xn
0
...
0
λ

 ,

pT := (p1, p2, . . . , pn), P (pn, x) :=

(
0 −pT
−p H(x)

)
,

система (6) перепишеться у такому матричному виглядi

P (pn, x)
∂ω(K, pn)

∂pn
= f(x, λ). (7)

Матриця P (pn, x) — симетрична, вiд’ємно напiввизначена, а обернена до неї матиме
вигляд

P−1(pn, x) =

(
µ(pn, x) µ(pn, x)pTH−1(x)

µ(pn, x)H−1(x)p W (pn, x)

)
,

де µ(pn, x) = −(pTH−1(x)p)−1 — скалярна величина, H−1(x) — обернена матриця до
матрицi Гессе, W (pn, x) = µ(pn, x)H−1(x)ppTH−1(x) +H−1(x) ([5, c. 238]).

Домноживши (7) на P−1(pn, x), отримаємо

∂x(K, pn)

∂pn
= xn(K, pn)µ(pn, x)H−1(x)p+ λ(K, pn)Wn(pn, x), (8)

де Wn(pn, x) — n-ий стовпчик матрицi W (pn, x).
Подiбно, як i вище, отримаємо P (pn, x)∂ω(K,pn)

∂K
= g, де g = (−1, 0, . . . , 0)T, а для

вектора попиту матимемо

∂x(K, pn)

∂K
= −µ(pn, x)H−1(x)p. (9)
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Оскiльки при змiнi цiни та капiталу попит у задачi (1) повинен залишатися рiвно-
важним, то з (3) отримаємо

dU(x) =
n∑
i=1

∂U(x)

∂xi
dxi = λ

n∑
i=1

pidxi.

Для незмiнностi рiвня корисностi необхiдно i досить, щоб виконувалася умова∑n
i=1 pidxi = 0, звiдки, на пiдставi (4), отримаємо

dK =
n∑
i=1

xidpi. (10)

Диференцiюючи рiвнiсть (4), з огляду на (10), отримаємо
∑n

i=1 pi
∂xi
∂pn

= 0, що разом
з (8) дає вигляд компенсованого попиту(

∂x(K, pn)

∂pn

)
comp

= λ(K, pn)Wn(pn, x). (11)

З (8), (9), (11) отримуємо рiвняння Слуцького

∂xi(K, pn)

∂pn
+
(
xn(K, pn) +

1

pn

∂U(x(K, pn))

∂xn

n∑
j=1

pjH
−1
jn (x(K, pn))

)∂xi(K, pn)

∂K
=

=
1

pn

∂U(x(K, pn))

∂xn
H−1
in (x(K, pn)), i ∈ I. (12)

З n-го рiвняння системи (3) маємо явне зображення множника Лагранжа λ(K, pn) =
1
pn

∂U(x(K,pn))
∂xn

. Звiдси та з n−1 перших рiвнянь системи (3) i рiвняння (4) отримаємо умову
для розв’язку системи (12) при деякiй початковiй цiнi pn = p0

n:

p0
n

∂U(x(K, p0
n))

∂xi
− pi

∂U(x(K, p0
n))

∂xn
= 0, i ∈ I, i 6= n, (13)

∑
j∈I, i6=n

pjxj(K, p
0
n) + p0

nxn(K, p0
n) = K, K ∈ R++. (14)

Подiбно визначається величина попиту при рiвнi капiталу K = K0

pn
∂U(x(K0, pn))

∂xi
− pi

∂U(x(K0, pn))

∂xn
= 0, i ∈ I, i 6= n, (15)

n−1∑
j=1

pjxj(K
0, pn) + pnxn(K0, pn) = K0, pn ∈ R++. (16)

Припустимо, що (13)–(14) можна записати у виглядi

xi(K, p
0
n) = αi(K), K ∈ K(K0), i ∈ I, (17)

а (15)–(16) у виглядi

xi(K
0, pn) = γi(pn), pn ∈ P(p0

n), i ∈ I, (18)
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де K(K0),P(p0
n) — деякi околи, вiдповiдно, точок K0, p0

n.
Отже, знаходження реакцiї попиту Слуцького x на ринку на змiну цiни pn та ка-

пiталу K зводиться до розв’язання задачi (12), (17), (18) для гiперболiчної системи
квазiлiнiйних рiвнянь першого порядку в околi точки (K0, p0

n).
Вiдшукання попиту Слуцького, як розв’язку задачi (12), (17), (18), дозволяє фор-

мулювати задачу про досягнення наперед заданого рiвня попиту шляхом вибору вiдпо-
вiдних керуючих впливiв (задачу оптимального керування).

3. Класична розв’язнiсть мiшаної задачi для гiперболiчної системи, що опи-
сує попит Слуцького. Для знаходження рiвня попиту Слуцького при зростаннi цiн та
капiталу в термiнах усталених позначень теорiї гiперболiчних систем рiвнянь першого
порядку з двома незалежними змiнними перепишемо (12), (17), (18) у виглядi

∂yi
∂t

+ λ(x, t, y)
∂yi
∂x

= fi(x, t, y), (x, t) ∈ Π = [0, l]× [0, T ], (19)

yi(x, 0) = αi(x), x ∈ [0, l], (20)
yi(0, t) = γi(t), t ∈ [0, T ], (21)

де n ∈ N, l, T > 0 — деякi сталi, αi : [0, l] → R (i ∈ I), γi : [0, T ] → R, fi, λ : Π × Rn →
R (i ∈ I), причому λ = λ(x, t, y) набуває тiльки невiд’ємних значень, y = (y1, y2, . . . , yn)
— невiдома функцiя. Зазначимо, що у випадку, коли функцiя λ є вiд’ємною на Π×Rn,
то задача (19)–(21) зводиться до задачi Кошi (19), (20), розв’язнiсть якої дослiджена
в [7]. Задачi типу (19)–(21) з λ > 0 дослiджувалися у роботах [8]–[10], де глобаль-
нiсть розв’язку встановлювалася кроками по часу. Ми пропонуємо iншу методику, яка
дозволяє послабити умови на вихiднi данi, а точнiше, вiдмовитися вiд виконання умови
Лiпшiца для похiдних вiд правої частини рiвняння (19) та функцiї λ за змiнними x та
yj (j ∈ I), подiбний пiдхiд застосований у статтях [11], [12].

Класичним розв’язком задачi (19)–(21) називаємо вектор-функцiю y ∈ (C1(Π))n,
яка поточково задовольняє рiвняння (19) та умови (20), (21).

Теорема 1. Нехай виконуються умови:

1) αi ∈ C1([0, l]), α′i(x) > 0 ∀x ∈ [0, l], γi ∈ C1([0, T ]), γ′i(t) 6 0 ∀t ∈ [0, T ] (i ∈ I);

2) функцiї λ, fi (i ∈ I) є неперервними та невiд’ємними на [0, l]× [0, T ]× Rn;

3) функцiї (λ)x, (λ)yj , (fi)x, (fi)yj (i, j ∈ I) є неперервними, невiд’ємними та обмеже-
ними на [0, l]× [0, T ]× Rn;

4) αi(0) = γi(0), γ′i(0)− α′i(0) = fi(0, 0, α(0)) (i ∈ I).

Тодi iснує єдиний класичний розв’язок задачi (19)–(21).

Доведення. Розглянемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь{
dyi
dt

= fi(x, t, y) (i ∈ I),
dx
dt

= λ(x, t, y)
(22)

з початковими умовами {
yi|t=0 = αi(ξ) (i ∈ I),

ϕ|t=0 = ξ, ξ ∈ [0, l],
(23)
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yi|t=τ = γi(τ) (i ∈ I),

ϕ|t=τ = 0, τ ∈ [0, T ].
(24)

Отже, маємо двi задачi Кошi з параметрами для системи (22): (22), (23) та (22), (24).
При виконаннi умов 1), 2), 3) iснують єдинi непродовжуванi розв’язки

y = ỹ(ξ, t), x = ϕ̃(ξ, t), (ξ, t) ∈ Π̃ :=
{

(ξ, t) ∈ R2| 0 6 ξ 6 l, 0 6 t 6 t̃(ξ) 6 T
}
,

y = ŷ(τ, t), x = ϕ̂(τ, t), (τ, t) ∈ Π̂ :=
{

(τ, t) ∈ R2| 0 6 τ 6 T, τ 6 t 6 t̂(τ) 6 T
}
,

вiдповiдно, задач (22), (23) i (22), (24) (див., наприклад, [13, c. 414]). Вiдмiтимо, що t̃(ξ)
є значенням змiнної t, при якому крива x = ϕ̃(ξ, t) перетинає межу Π при заданому
значеннi ξ, а t̂(τ) — значення змiнної t, при якому крива x = ϕ̂(τ, t) перетинає межу Π
при заданому значеннi τ .

Виходячи з еквiвалентностi задач (22), (23) та (22), (24) до вiдповiдних систем iнте-
гральних рiвнянь, отримуємо{

ỹi(ξ, t) = αi(ξ) +
∫ t

0
fi(ϕ̃(ξ, s), s, ỹ(ξ, s))ds,

ϕ̃(ξ, t) = ξ +
∫ t

0
λ(ϕ̃(ξ, s), s, ỹ(ξ, s))ds,

(25){
ŷi(τ, t) = γi(τ) +

∫ t
τ
fi(ϕ̂(τ, s), s, ŷ(τ, s))ds,

ϕ̂(τ, t) = 0 +
∫ t
τ
λ(ϕ̂(τ, s), s, ŷ(τ, s))ds.

(26)

Продиференцiювавши (25) за ξ та (26) за τ , отримаємо
∂ỹi
∂ξ

(ξ, t)= ∂αi

∂ξ
(ξ)+

∫ t
0

[
∂fi
∂x

(ϕ̃(ξ, s), s, ỹ(ξ, s))∂ϕ̃
∂ξ

(ξ, s)+
n∑
j=1

∂fi
∂yj

(ϕ̃(ξ, s), s, ỹ(ξ, s))
∂ỹj
∂ξ

(ξ, s)
]
ds,

∂ϕ̃
∂ξ

(ξ, t) = 1 +
∫ t

0

[
∂λ
∂x

(ϕ̃(ξ, s), s, ỹ(ξ, s))∂ϕ̃
∂ξ

(ξ, s) +
n∑
j=1

∂λ
∂yj

(ϕ̃(ξ, s), s, ỹ(ξ, s))
∂ỹj
∂ξ

(ξ, s)
]
ds,

(27)

∂ŷi
∂τ

(τ, t) = ∂γi
∂τ

(τ)−fi(0, τ, γ(τ)) +
∫ t
τ

[
∂fi
∂x

(ϕ̂(τ, s), s, ŷ(τ, s))∂ϕ̂
∂τ

(τ, s)+

+
n∑
j=1

∂fi
∂yj

(ϕ̂(τ, s), s, ŷ(τ, s))
∂ŷj
∂τ

(τ, s)
]
ds,

∂ϕ̂
∂τ

(τ, t) = −λ(0, τ, ŷ(τ, τ)) +
∫ t
τ

[
∂λ
∂x

(ϕ̂(τ, s), s, ŷ(τ, s))∂ϕ̂
∂τ

(τ, s)+

+
n∑
j=1

∂λ
∂yj

(ϕ̂(τ, s), s, ŷ(τ, s))
∂ŷj
∂τ

(τ, s)
]
ds,

(28)

де γ(τ) = (γ1(τ), γ2(τ), . . . , γn(τ)).
З першого рiвняння умови 4), використовуючи (25) при ξ = 0 та (26) при τ = 0,

отримаємо t̃(ξ)|ξ=0 = t̂(τ)|τ=0 =: t∗ i ϕ̃(0, t) = ϕ̂(0, t) =: ϕ(t) ∀t ∈ [0, t∗]. Якщо t∗ < T , то
покладемо ϕ(t) := l при t ∈ (t∗, T ].

Використовуючи метод послiдовних наближень, з умов 1)–3), отримаємо

∂ϕ̃(ξ, t)

∂ξ
> 0 ∀ξ ∈ [0, l], ∀t ∈ [0, t̃(ξ)],

∂ϕ̂(τ, t)

∂τ
< 0 ∀τ ∈ [0, T ], ∀t ∈ [τ, t̂(τ)].

Отже, для будь якого фiксованого t ∈ [0, t∗] функцiя x = ϕ̃ вiд змiнної ξ ∈ [0, l] є
оборотною i будь якого фiксованого t ∈ [0, T ] функцiя x = ϕ̂(τ, t) вiд змiнної τ ∈ [0, t]
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є оборотною, тобто, iснують функцiї ξ = ϕ̃−1(x, t), x ∈ [ϕ(t), l], та τ = ϕ̂−1(x, t), x ∈
[0, ϕ(t)] (t — фiксоване).
Нехай Π2 = {(x, t) ∈ Π | 0 6 t 6 t∗, ϕ(t) 6 x 6 l} та Π1 = {(x, t) ∈ Π | (x, t) /∈ Π2}. Ви-

значимо функцiю y(x, t) =

{
ŷ(ϕ̂−1(x, t), t), (x, t) ∈ Π1,

ỹ(ϕ̃−1(x, t), t), (x, t) ∈ Π2,
. Переконаємось, що функцiя

y є розв’язком задачi (19)–(21). З першої рiвностi в умовi 4), використовуючи (25)
при ξ = 0 та (26) при τ = 0, отримаємо ỹ(0, t) = ŷ(0, t) ∀t ∈ [0, t∗]. Звiдси та то-
го, що ŷ(0, t) = y(ϕ̂−1(ϕ(t), t)) i ỹ(0, t) = y(ϕ̃−1(ϕ(t), t)), маємо y ∈ (C(Π))n. З умов
(23), (24) можна отримати y(x, 0) = ỹ(ϕ̃−1(x, 0), 0) = α(ϕ̃−1(x, 0)) = α(x) ∀x ∈ [0, l],
y(0, t) = ŷ(ϕ̂−1(0, t), t) = γ(t) ∀t ∈ [0, T ]. Отже, функцiя y задовольняє умови (20), (21).

Переконаємось, що функцiя y задовольняє рiвняння (19). Диференцiюючи тотожно-
стi (25) i x = ϕ̃(ϕ̃−1(x, t), t) ∀(x, t) ∈ Π2 за змiнними x та t, отримаємо

∂ϕ̃−1(x, t)

∂t
=
[
−λ(ϕ̃(ξ, t), t, ỹ(ξ, t))

(
∂ϕ̃(ξ, t)

∂ξ

)−1 ]∣∣∣∣∣
ξ=ϕ̃−1(x,t)

, (29)

∂ϕ̃−1(x, t)

∂x
=

(
∂ϕ̃(ξ, t)

∂ξ

)−1
∣∣∣∣∣
ξ=ϕ̃−1(x,t)

, (30)

а диференцiюючи тотожностi (26) i x = ϕ̂(ϕ̂−1(x, t), t) ∀(x, t) ∈ Π1 маємо

∂ϕ̂−1(x, t)

∂t
=
[
−λ(ϕ̂(τ, t), t, ŷ(τ, t))

(
∂ϕ̂(τ, t)

∂τ

)−1 ]∣∣∣∣∣
τ=ϕ̃−1(x,t)

,

∂ϕ̂−1(x, t)

∂x
=

(
∂ϕ̂(τ, t)

∂τ

)−1
∣∣∣∣∣
τ=ϕ̂−1(x,t)

. (31)

Знайдемо частиннi похiднi функцiї y в Π2. Використовуючи (29), (30), маємо

∂yi(x, t)

∂t
=
[∂ỹi(ξ, t)

∂ξ

∂ϕ̃−1(x, t)

∂t
+
∂ỹi(ξ, t)

∂t

]∣∣∣∣
ξ=ϕ̃−1(x,t)

, (32)

∂yi(x, t)

∂x
=
[∂ỹi(ξ, t)

∂ξ

∂ϕ̃−1(x, t)

∂x

]∣∣∣∣
ξ=ϕ̃−1(x,t)

. (33)

На пiдставi (25), (32), (33) для кожного (x, t) ∈ Π2 отримаємо

∂yi(x, t)

∂t
+ λ(x, t, y)

∂yi(x, t)

∂x
=
[∂ỹi(ξ, t)

∂ξ

∂ϕ̃−1(x, t)

∂t
+
∂ỹi(ξ, t)

∂t
+

+ λ(x, t, y)
∂ỹi(ξ, t)

∂ξ

∂ϕ̃−1(x, t)

∂x

]∣∣∣∣
ξ=ϕ̃−1(x,t)

=
∂ỹi(ξ, t)

∂t

∣∣∣∣
ξ=ϕ̃−1(x,t)

= fi(x, t, y).

Подiбно визначаються частиннi похiднi вiд функцiї y = y(x, t) за змiнними x та t в Π1

∂yi(x, t)

∂t
=
[∂ŷi(τ, t)

∂τ

∂ϕ̂−1(x, t)

∂t
+
∂ŷi(τ, t)

∂t

]∣∣∣∣
τ=ϕ̂−1(x,t)

, (34)

∂yi(x, t)

∂x
=
[∂ŷi(τ, t)

∂τ

∂ϕ̂−1(x, t)

∂x

]∣∣∣∣
τ=ϕ̂−1(x,t)

. (35)
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На пiдставi (26), (34), (35) для кожного (x, t) ∈ Π1 отримаємо

∂yi(x, t)

∂t
+ λ(x, t, y)

∂yi(x, t)

∂x
=
[∂ŷi(τ, t)

∂τ

∂ϕ̂−1(x, t)

∂t
+
∂ŷi(τ, t)

∂t
+

+λ(x, t, y)
∂ŷi(τ, t)

∂τ

∂ϕ̂−1(x, t)

∂x

]∣∣∣∣
τ=ϕ̂−1(x,t)

=
∂ŷi(τ, t)

∂t

∣∣∣∣
τ=ϕ̂−1(x,t)

= fi(x, t, y).

Переконаємось, що визначенi рiвностями (32), (34) та (33), (35) частиннi похiднi є не-
перервними функцiями на Π. Для цього достатньо перевiрити, що вони є неперервними
на кривiй x = ϕ(t). Iз зображення вектор-функцiї y = y(x, t) легко отримати, що функ-
цiї x = ϕ̃(ξ, t), y = ỹ(ξ, t) = y(ϕ̃(ξ, t), t) є розв’язком задачi Кошi (22), (23), тому з
другого рiвняння (22) отримаємо рiвняння

d

dt

(
∂ϕ̃(ξ, t)

∂ξ

)
=

(
∂λ(ϕ̃(ξ, t), t, ỹ(ξ, t))

∂x
+

n∑
i=1

∂λ((ϕ̃(ξ, t), t, ỹ(ξ, t)))

∂yj

∂yj(ϕ̃(ξ, t), t)

∂x

)
∂ϕ̃(ξ, t)

∂ξ
,

розв’язком якого є функцiя

∂ϕ̃(ξ, t)

∂ξ
= exp

{∫ t

0

(∂λ(ϕ̃(ξ, s), s, ỹ(ξ, s))

∂x
+

+
n∑
i=1

∂λ((ϕ̃(ξ, s), s, ỹ(ξ, s)))

∂yj

∂yj(ϕ̃(ξ, s), s)

∂x

)
ds
}
. (36)

Мiркуючи подiбно, для функцiй x = ϕ̂(τ, t), y = ŷ(τ, t) = y(ϕ̂(τ, t), t) отримаємо, що

∂ϕ̂(τ, t)

∂τ
= exp

{ t∫
τ

(∂λ(ϕ̂(τ, s), s, ŷ(τ, s))

∂x
+

+
n∑
i=1

∂λ((ϕ̂(τ, s), s, ŷ(τ, s)))

∂yj

∂yj(ϕ̂(τ, s), s)

∂x

)
ds
}
. (37)

Зауважимо, що
∂ϕ̃(0, t)

∂ξ
=
∂ϕ̂(0, t)

∂τ
6= 0 ∀t ∈ [0, t∗], (38)

оскiльки правi частини (36), (37) дорiвнюють одна однiй, вiдповiдно при ξ = 0 та τ = 0.
Для (33), використовуючи (30), отримаємо ∂yi(ϕ̃(ξ,t),t)

∂x
= ∂ỹi(ξ,t)

∂ξ
(∂ϕ̃(ξ,t)

∂ξ
)−1. Подiбно, для

(35) з (31) матимемо ∂yi(ϕ̂(τ,t),t)
∂x

= ∂ŷi(τ,t)
∂τ

(∂ϕ̂(τ,t)
∂τ

)−1.

Для неперервностi похiдної ∂yi(x,t)
∂x

(i ∈ I) на кривiй x = ϕ(t), t ∈ [0, t∗] потрiбно
вимагати виконання для кожного t ∈ [0, t∗] такої рiвностi

lim
ξ→0+

∂yi(ϕ̃(ξ, t), t)

∂x
= lim

τ→0+

∂yi(ϕ̂(τ, t), t)

∂x
. (39)

З умови (38) та означення функцiї y = y(x, t) матимемо∣∣∣∣∂yi(ϕ̃(0, t), t)

∂x
− ∂yi(ϕ̂(0, t), t)

∂x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∂ỹi(0, t)∂ξ

(
∂ϕ̃(0, t)

∂ξ

)−1

− ∂ŷi(0, t)

∂τ

(
∂ϕ̂(0, t)

∂τ

)−1
∣∣∣∣∣ 6
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6

∣∣∣∣∂αi∂ξ
(0)− ∂γi

∂τ
(0) + fi(0, 0, γ(0))

∣∣∣∣+
+

∫ t

0

n∑
j=1

∣∣∣∣∂fi∂yj
(ϕ(s), s, y(ϕ(s), s))

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂yj(ϕ̃(0, s), s)

∂ξ
− ∂yj(ϕ̂(0, s), s)

∂τ

∣∣∣∣ ds,
оскiльки |(∂ϕ̃(0,t)

∂ξ
)−1| 6 1. За лемою Гронуолла—Беллмана ([3, c. 23]) випливає, що умо-

ва 4) є достатньою для неперервностi частинної похiдної за змiнною x вiд функцiї
y = y(x, t) в Π.

Неперервнiсть похiдної ∂yi(x,t)
∂t

(i ∈ I) випливає з рiвняння (19), тому побудована
функцiя y = y(x, t) є класичним розв’язком задачi (19)–(21).

4. Задача оптимального керування. Нехай r0, r1 ∈ N, α ∈ (C1([0, l]× Rr0))
n, γ ∈

(C1([0, T ]× Rr1))
n — заданi функцiї, U0 — компакт в Rr0 , U1 — компакт в Rr1 . Визначимо

простiр керувань так

W (α, γ, U0, U1) =
{
u = (u(0), u(1)) ∈

(
C1([0, l])

)n × (C1([0, T ])
)n | u(0)(x) ∈ U0 ∀x ∈ [0, l],

u(1)(t) ∈ U1 ∀t ∈ [0, T ], αi(0, u
(0)(0)) = γi(0, u

(1)(0)) ∀i ∈ I
}
.

Для заданого керування u = (u(0), u(1)) ∈ W (α, γ, U0, U1) стан системи описується
вектор-функцiєю y : Π→ Rn, яка є розв’язком (19), при заданих умовах

yi(x, 0) = αi(x, u
(0)(x)), x ∈ [0, l], (40)

yi(0, t) = γi(t, u
(1)(t)), t ∈ [0, T ]. (41)

Цей розв’язок будемо позначати через y = y(x, t;u) або y = y(u).
Цiльовий функцiонал задачi оптимального керування має вигляд

J(u) =

∫ l

0

Φ(x, y(x, T ;u))dx+

∫ l

0

∫ T

0

F (x, t, y(u))dxdt, (42)

де Φ: [0, l]× Rn → [0, l], F : Π× Rn → Π.
Задача оптимального керування полягає в мiнiмiзацiї цiльового функцiонала на мно-

жинi допустимих керувань W (α, γ, U0, U1).
Припустимо, що вихiднi данi (19), (40), (41) задовольняють умови:

I) виконуються умови теореми 1;

II) функцiї ∂Φ(y,x)
∂yi

, ∂F (x,t,y)
∂yi

(i ∈ I) є неперервними та обмеженими, вiдповiдно, на мно-
жинi Rn × [0, l] та Π× Rn;

III) ∂Φ(x,y)
∂yi

∣∣∣
x=l

= 0 (i ∈ I) ∀y ∈ Rn.

Нехай u, y — оптимальне керування та вiдповiдна траєкторiя. Для допустимого
керування ũ = u+ ∆u та вiдповiдної траєкторiї ỹ = y + ∆y розглянемо рiзницю

∆J(u,∆u) = J(u+ ∆u)− J(u) =

∫ l

0

Φ(x, y(x, T ;u+ ∆u))− Φ(x, y(x, T ;u))dx+

+

∫ T

0

∫ l

0

[F (x, t, y(u+ ∆u))− F (x, t, y(u))] dxdt+
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+

∫ T

0

∫ l

0

n∑
i=1

ψi(x, t)
(∂yi(u+ ∆u)

∂t
+ λ(x, t, y(u+ ∆u))

∂yi(u+ ∆u)

∂x
−

−fi(x, t, y(u+ ∆u))− ∂yi(u)

∂t
− λ(x, t, y(u))

∂yi(u)

∂x
+ fi(x, t, y(u))

)
dxdt, (43)

де ψ ∈ (C(Π))n — поки-що довiльна функцiя.
Використовуючи формулу Тейлора та правило iнтегрування частинами ([14, с. 364]),

(43) можна звести до вигляду

∆J(u,∆u) =

∫ l

0

n∑
i=1

∂Φ(x, y(x, T ;u))

∂yi
∆yi(x, T ;u,∆u)dx+

+

∫ T

0

∫ l

0

n∑
i=1

∂F (x, t, y(u))

∂yi
∆yi(x, t;u,∆u)dxdt+

+

∫ l

0

n∑
i=1

(ψi(x, T ;u)∆yi(x, T ;u,∆u)− ψi(x, 0)∆yi(x, 0;u,∆u)) dxdt−

+

∫ T

0

∫ l

0

n∑
i=1

ψi(x, t)
n∑
k=1

∂λ(x, t, y(u))

∂yk
∆yk(x, t;u,∆u)

∂yi(x, t;u)

∂x
dxdt+

+

∫ T

0

n∑
i=1

(ψi(l, t)λ(l, t, y(l, t;u+ ∆u))∆yi(l, t;u,∆u)− ψi(0, t)λ(0, t, y(0, t;u+ ∆u))×

×∆yi(0, t;u,∆u))dt−
∫ T

0

∫ l

0

n∑
i=1

∆yi(x, t;u,∆u)
∂λ(x, t, y(u+ ∆u))

∂x
ψi(x, t) dxdt−

−
∫ T

0

∫ l

0

n∑
i=1

∆yi(x, t;u,∆u)

(
∂ψi(x, t)

∂t
+ λ(x, t, y(u+ ∆u))

∂ψi(x, t)

∂x

)
dxdt−

−
∫ T

0

∫ l

0

n∑
i=1

ψi(x, t)
n∑
k=1

∂fi(x, t, y(u))

∂yk
∆yk(x, t;u,∆u)dxdt+ η, (44)

де останнiй доданок має такий вигляд η = oΦ(‖∆y(x, T ;u,∆u)‖)+oF (‖∆y(x, t;u,∆u)‖)+
+oλ(‖∆y(x, t;u,∆u)‖) + of (‖∆y(x, t;u,∆u)‖).

Варiацiйний аналiз дослiджуваної задачi базується на використаннi некласичних
варiацiй ([2]), якi забезпечують гладкiсть допустимих керувань. Варiацiя керування
будується за правилом

u
(0)

ε,δ(0)
(x) = u(0)(x+ εδ(0)(x)), x ∈ [0, l], u

(1)

ε,δ(1)
(t) = u(1)(t+ εδ(1)(t)), t ∈ [0, T ], (45)

де ε ∈ [0, 1] — малий параметр, який характеризує величину варiацiї, δ(0), δ(1) — непе-
рервно-диференцiйовнi функцiї на своїх областях визначення, якi задовольняють умови

0 6 x+ δ(0)(x) 6 l ∀x ∈ [0, l], δ(0)(0) = δ(0)(l) = 0,

0 6 t+ δ(1)(t) 6 T ∀t ∈ [0, T ], δ(1)(0) = δ(1)(T ) = 0. (46)

Нехай для всiх i ∈ I вектор-функцiя ψi : Π→ R є розв’язком задачi

∂ψi(x, t)

∂t
+ λ(x, t, y(u))

∂ψi(x, t)

∂x
=
∂F (x, t, y(u))

∂yi
+
∂λ(x, t, y(u))

∂yi

n∑
j=1

ψj(x, t)
∂yj(x, t;u)

∂x
−
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−∂λ(x, t, y(u))

∂x
ψi(x, t)−

n∑
j=1

ψj(x, t)
∂fj(x, t, y(u))

∂yi
, (x, t) ∈ Π, (47)

ψi(x, T ) = −∂Φ(x, y(u))

∂yi
, x ∈ [0, l], (48)

ψi(l, t) = 0, t ∈ [0, T ], (49)

де y ∈ (C1(Π))
n. З припущень I)–III), використовуючи один результат з [10], отримуємо,

що iснує єдина ψ ∈ (C(Π))n що є розв’язком задачi (47)–(49), як неперервний розв’язок
вiдповiдної еквiвалентної системи iнтегральних рiвнянь в Π, який позначатимемо через
ψ = ψ(x, t; y, u).

Вибираючи варiацiю керування за правилом (45) i використовуючи (47)–(49) та
представлення для ∆uε,δ = (∆u0

ε,δ(0)
,∆u1

ε,δ(1)
)

∆u0
ε,δ(0)(x) =

du(0)(x)

dx
δ(0)(x) + o(ε), ∆u1

ε,δ(1)(t)=
du(1)(t)

dt
δ(1)(t) + o(ε),

з формули приросту цiльового функцiоналу (44), легко отримати

lim
ε→0+

J(u+ ∆uε,δ)− J(u)

ε
= −

∫ l

0

n∑
i=1

ψi(x, 0; y, u)

r0∑
j=1

∂αi(x, u
(0)(x))

∂u
(0)
j

du
(0)
j (x)

dx
δ(0)(x)dx−

−
∫ T

0

λ(0, t, y(0, t;u))
n∑
i=1

ψi(0, t; y, u)

r1∑
j=1

∂γi(t, u
(1)(t))

∂u
(1)
j

du
(1)
j (t)

dt
δ(1)(t)dt. (50)

Оскiльки, δ = δ(0)(x), δ1 = δ(1)(t) довiльнi функцiї, то використовуючи теорему
Ферма ([15, c. 55]), можна сформулювати такий результат.

Теорема 2. Якщо u = (u(0), u(1)) надає мiнiмального значення функцiоналу (42) i фун-
кцiя y = y(x, t;u) вiдповiдний класичний розв’язок задачi (19), (40), (41), то викону-
ються умови

n∑
i=1

ψi(x, 0; y, u)

r0∑
j=1

∂αi(x, u
(0)(x))

∂u
(0)
j

du
(0)
j (x)

dx
= 0, x ∈ [0, l],

n∑
i=1

ψi(0, t; y, u)

r1∑
j=1

∂γi(t, u
(1)(t))

∂u
(1)
j

du
(1)
j (t)

dt
= 0, t ∈ [0, T ],

де ψ = ψ(x, t; y, u) — узагальнений розв’язок задачi (47)–(49).
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