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The metric theorem of an estimations of the characteristic determinant of an interpolation
problem for linear partial differential equation with constant coefficients are proved.

М. М. Сымотюк. Метрические оценки определителя интерполяционной задачи, один из
узлов которой является кратным, для линейного дифференциального уравнения в част-
ных производных // Мат. Студiї. – 2015. – Т.43, №1. – C.88–93.

Доказаны метрические теоремы об оценках снизу характеристического определителя
интерполяционной задачи, один из узлов которой является кратным, для линейного урав-
нения с частными производными.

1. Вступ. Моделювання багатьох фiзичних та бiологiчних процесiв приводить ([1]) до
задачi про знаходження функцiї u(t, x), яка в областi {(t, x) : t ∈ (0, T ), x = (x1, . . . , xp) ∈
Rp}, T > 0, p ∈ N, є розв’язком лiнiйного рiвняння з частинними похiдними

Ln

(
∂

∂t
,Dx

)
u(t, x) ≡ ∂nu(t, x)

∂tn
+

n∑
j=1

An−j(Dx)
∂ju(t, x)

∂tj
= 0 (1)

i задовольняє умови 2π-перiодичностi за змiнними x1, . . . , xp та багатоточковi умови за
змiнною t

Uj[u] ≡ ∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=t1

= ϕj(x), j ∈ {1, . . . , r}, 1 ≤ r ≤ n− 1,

Ur+j−1[u] ≡ u(tj, x) = ϕr+j−1(x), j ∈ {2, . . . , l}, l = n+ 1− r,
(2)

де Dx = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xp), Aj(ξ), ξ ∈ Rp, — многочлен з комплексними коефiцiєн-
тами степеня Nj, Nj ∈ N, j ∈ {1, . . . , n}, t1, . . . , tl — рiзнi числа з вiдрiзка [0, T ]. Функцiї
ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n}, в умовах (2) є 2π-перiодичними за змiнними x1, . . . , xp.
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Позначимо: W γ
α,β (α, β ∈ R, γ > 0) — простiр кратних тригонометричних рядiв

ϕ(x) =
∑
ϕk exp(ik, x), k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, (ik, x) = ik1x1 + . . . + ikpxp, для яких є

скiнченною норма ([2])

‖ϕ;W γ
α,β‖ =

(∑
k∈Zp
|ϕk|2(1 + |k|)2α exp(2β|k|γ)

)1/2

, |k| = |k1|+ . . .+ |kp|,

Cn([0, T ];W γ
α,β) — простiр рядiв u(t, x) =

∑
uk(t) exp(ik, x), де uk ∈ Cn[0, T ], k ∈ Zp,

таких, що для довiльного фiксованого t ∈ [0, T ] ряди
∑

k∈Zp u
(j)
k (t) exp(ik, x), 0 ≤ j ≤ n,

як функцiї змiнних x1, . . . , xp належать до простору W γ
α,β i як елементи цього простору

є неперервними за t на [0, T ]; норма в просторi Cn([0, T ];W γ
α,β) задається формулою

∥∥u;Cn([0, T ];W γ
α,β)
∥∥ =

n∑
j=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∑
k∈Zp

u
(j)
k (t) exp(ik, x);W γ

α,β

∥∥∥.
Умови розв’язностi задачi (1), (2) у просторах Cn([0, T ];W γ

α,β) залежать (див., на-
приклад, [1]) вiд властивостей характеристичних визначникiв ∆(k), k ∈ Zp, де

∆(k) ≡ det ‖Uj[fq(t, k)]‖nj,q=1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(t1, k) . . . fn(t1, k)
f ′1(t1, k) . . . f ′n(t1, k)
. . . . . . . . .

f
(r−1)
1 (t1, k) . . . f

(r−1)
n (t1, k)

f1(t2, k) . . . fn(t2, k)
. . . . . . . . .

f1(tl, k) . . . fn(tl, k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k ∈ Zp, (3)

а f1(t, k), . . . , fn(t, k) — така фундаментальна система розв’язкiв звичайного диферен-
цiального рiвняння

Ln

(
d

dt
, k

)
y(t) = 0,

що f (j−1)
q (0, k) = δjq, j, q ∈ {1, . . . , n}, δjq — символ Кронекера. Якщо для всiх k ∈ Zp

визначник (3) є вiдмiнним вiд нуля, то задача (1), (2) має у просторi Cn([0, T ]; T ′) єдиний
розв’язок, який зображається у виглядi ряду

u(t, x) =
∑
k∈Zp

exp(ik, x)
n∑

j,q=1

∆j,q(k)

∆(k)
ϕj,kfq(t, k), (4)

де T ′ — простiр формальних тригонометричних рядiв [2], ∆j,q(k), j, q ∈ {1, . . . , n}, — ал-
гебраїчне доповнення елемента, розташованого на перетинi j-го рядка та q-го стовпчика
у визначнику ∆(k), а ϕj,k, k ∈ Zp, — коефiцiєнти Фур’є функцiй ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n}.

Якщо ∆(k) 6= 0 для всiх k ∈ Zp, i, крiм того, iснують такi сталi ω, δ ∈ R, що для всiх
(крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp виконується нерiвнiсть

|∆(k)| ≥ (1 + |k|)−ω exp(−δ|k|γ), (5)

то на основi вiдомих оцiнок ([3, с. 162]) для функцiй f1(t, k), . . . , fn(t, k), k ∈ Zp, можна
встановити збiжнiсть ряду (4) в просторi Cn([0, T ];W γ

α,β), α, β ∈ R, якщо ϕj ∈ W γ
α0,β0

,
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j ∈ {1, . . . , n}, для деяких α0, β0 ∈ R. Тому, важливо дослiдити питання про можливiсть
виконання нерiвностi (5). У цьому й полягає мета даної роботи.

2. Метричнi теореми про виконання оцiнок (5). Множину усеможливих значень
t1, . . . , tl вузлiв iнтерполяцiї задачi (1), (2) стосовно властивостi, яка полягає у наявностi
оцiнок знизу (5), можна розбити на двi пiдмножини: 1) множину тих значень, якi мають
цю властивiстю, i 2) множину тих значень, якi цiєї властивостi не мають.

Питання про те, чи саме ця́ властивiсть, чи протилежна до неї, є бiльш „загаль-
ною“, очевидно, зводиться до задачi порiвняльного аналiзу цих двох пiдмножин. Але
пiдмножини скiнченновимiрного дiйсного простору можуть бути порiвнюванi з рiзних
точок зору: можна ставити питання про їхнi потужностi, про величину їхнiх мiр тощо.
Одним з найбiльш цiкавих — i за методами, i за результатами — пiдходiв є метричний
пiдхiд [1, 4, 5, 6, 7], який полягає у вивченнi величини мiри чи розмiрностi множини
тих значень параметрiв, для яких виконуються тi чи iншi властивостi.

У результатi використання метричного пiдходу у статтi [8] встановлено, що у „край-
ньому“ випадку задачi (1), (2), коли l = n (тобто усi вузли iнтерполяцiї t1, . . . , tn —
простi), мiра Лебега на Rn множини тих векторiв ~t = (t1, . . . , tn) ∈ [0, T ]n, для яких не-
рiвнiсть, протилежна до нерiвностi (5), виконується для нескiнченної кiлькостi векторiв
k ∈ Zp, дорiвнює нулю, якщо ω > (p+ γ)n(n− 1)/2, δ = nΛT, γ = max

1≤j≤n
{Nj/j}, де

Λ = −min

{
0; inf

k∈Zp
min

1≤j≤m(k)

{
Reλj(k)

1 + |k|γ

}}
,

а λ1(k), . . . , λm(k)(k), m(k) ≤ n, — рiзнi коренi рiвняння

Ln(λ, k) = 0, k ∈ Zp, (6)

кратностей n1(k), . . . , nm(k)(k) вiдповiдно, n1(k) + . . .+ nm(k)(k) = n.
Для випадку, коли l < n, оцiнки (5) встановленi у статтi [9], якщо коренi рiвняння (6)

задовольняють деякi дiофантовi умови. Теореми 1, 2 даної статтi, якi є її основними
результатами, встановлюють оцiнки (5) для випадку, коли l < n, без будь-яких дода-
ткових припущень щодо поведiнки коренiв рiвняння (6).

Теорема 1. Для довiльного рiвняння (1) множина векторiв ~t = (t1, . . . , tl) ∈ [0, T ]l, для
яких нерiвнiсть, протилежна до нерiвностi (5), виконується для нескiнченної кiлькостi
векторiв k ∈ Zp, має нульову мiру Лебега в Rl, якщо

ω >
(p+ γ)(n(n− 1)− r(r − 1))

2
, δ ≥ nΛT, γ = max

1≤j≤n
{Nj/j} .

Наслiдок 1. Для довiльного рiвняння (1) i для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rl)
векторiв ~t = (t1, . . . , tl) ∈ [0, T ]l нерiвнiсть (5) виконується для всiх (крiм, можливо,
скiнченної кiлькостi) k ∈ Zp при

ω >
(p+ γ)(n(n− 1)− r(r − 1))

2
, δ ≥ nΛT, γ = max

1≤j≤n
{Nj/j} .

Теорема 2. Нехай вираз L(∂/∂t,Dx) є таким, що коренi рiвняння (6) є дiйсними. Тодi
множина векторiв ~t = (t1, . . . , tl) ∈ [0, T ]l, для яких нерiвнiсть, протилежна до нерiвностi
(5), виконується для нескiнченної кiлькостi векторiв k ∈ Zp, має нульову мiру Лебега
в Rl, якщо ω > p(n(n− 1)− r(r − 1))/2, δ ≥ nΛT , γ = max

1≤j≤n
{Nj/j}.



МЕТРИЧНI ОЦIНКИ ВИЗНАЧНИКА IНТЕРПОЛЯЦIЙНОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ РЧП 91

Наслiдок 2. Для довiльного виразу L(∂/∂t,Dx), для якого коренi рiвняння (6) є дiй-
сними, для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rl) векторiв ~t = (t1, . . . , tl) ∈ [0, T ]l не-
рiвнiсть (5) виконується для всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp
при ω > p(n(n− 1)− r(r − 1))/2, δ ≥ nΛT , γ = max

1≤j≤n
{Nj/j}.

Зауважимо, що для випадку r = 1 (l = n) твердження теореми 1 переходить у
цитований результат з [8].

Доведення теореми 1. Для кожного q, 1 ≤ q ≤ n, позначимо

gq(t, k) =
tq−mj−1(k)−1

(q −mj−1(k)− 1)!
exp(λj(k)t),

Pq(µ, k) = (µ− λ1(k))n1(k) . . . (µ− λj−1(k))nj−1(k)(µ− λj(k))q−mj−1(k),

Λq(k) = (λj(k)− λ1(k))n1(k) . . . (λj(k)− λj−1(k))nj−1(k),

де iндекс j = j(q) однозначно визначається з умови mj−1(k) < q ≤ mj(k), а Λq(k) ≡ 1,
q ∈ {1, . . . , n1(k)}.

З огляду на лему Бореля–Кантеллi ([1]) для доведення теореми досить встановити,
що при ω > (p+ γ)(n(n− 1)− r(r − 1))/2, δ ≥ nΛT ряд∑

k∈Zp
mes Rl{~t ∈ [0, T ]l : |∆(k)| < (1 + |k|)−ω exp(−δ|k|γ)} (7)

є збiжним (тут символ mes RlA означає мiру Лебега в Rl множини A). Нехай Γ(k) =
det ‖Uj[gq(t, k)]‖nj,q=1, k ∈ Zp. Легко перевiрити, що

∆(k) = Γ(k)/ det Jk,

де Jk — матриця переходу вiд фундаментальної системи f1(t, k), . . . , fn(t, k) до фунда-
ментальної системи g1(t, k), . . . , gn(t, k). Оскiльки det Jk = V (0, k), де V (t, k) — вронскiан
функцiй g1(t, k), . . . , gn(t, k), а

V (0, k) =
∏

m(k)≥j>q≥1

(λj(k)− λq(k))nj(k)nq(k) =
n∏
q=1

Λq(k), k ∈ Zp,

(див. [11, с. 86]; зазначимо, що V (0, k) = 1, коли m(k) = 1), то ∆(k) = Γ(k)
∏n

q=1 Λ−1
q (k).

Тому ряд (7) збiгається тодi i тiльки тодi, коли збiгається ряд∑
k∈Zp

mes RlB(k), (8)

де B(k) := {~t ∈ [0, T ]l : |Γ(k)| < (1 + |k|)−ω exp(−δ|k|γ)
n∏
q=1

|Λq(k)|}, k ∈ Zp. Встановимо

збiжнiсть ряду (8). Для цього зауважимо, що включення

B(k) ⊂
l⋃

q=2

Bq(k) (9)
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виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp, де символ Bq(k),
q ∈ {2, . . . , l}, позначає множину

{~t ∈ [0, T ]l : |Γq(k;~τq)| < νq(k), |Γq−1(k;~τq−1)| ≥ νq−1(k)},

де ~τq = (t1, . . . , tq), q = 1, . . . , l, Γq(k;~τq), q ∈ {1, . . . , l}, — визначник порядку (r + q − 1),
який отримується з визначника Γ(k) викреслюванням останнiх (l−q) рядкiв та останнiх
(l − q) стовпцiв, а числа νq(k), q ∈ {1, . . . , l}, визначаються рiвностями

νq(k) =
exp(−(n− l + q)ΛT |k|γ)

∏n
j=n−l+q |Λj(k)|

(1 + |k|)(p+γ)(r+...+n−l+q−1)+εq
, q ∈ {2, . . . , l},

ν1(k) =
ν2(k) exp(−rΛT |k|γ)

∏n−l+1
j=1 |Λj(k)|

(1 + |k|)(p+γ)(n(n−1)−r(r−1))/2+ε1
,

де 0 < ε1 < . . . < εl = ω − (p+ γ)(n(n− 1)− r(r − 1))/2. З включення (9) випливає, що
для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) k ∈ Zp

mes RlB(k) ≤
l∑

q=2

mes RlBq(k). (10)

Для кожного q ∈ {2, . . . , l},

mes RlBq(k) =

∫
[0,T ]l−1

mes RBq(k;~tq)dt1 . . . dtq−1dtq+1 . . . dtl, (11)

де ~tq = (t1, . . . , tq−1, tq+1, . . . , tl), q ∈ {2, . . . , l}, а символ Bq(k;~tq), q ∈ {2, . . . , l}, позначає
множину {tq ∈ [0, T ] : (t1, . . . , tq−1, tq, tq+1, . . . , tl) ∈ Bq(k)}.

Застосуємо лему 2 з [10] для оцiнки зверху мiр Лебега множин Bq(k;~tq), q ∈ {2, . . . , l}.
Для цього зауважимо, що функцiя Γq(k;~τq) як функцiя змiнної tq (при фiксованих
t1, . . . , tq−1) є квазiмногочленом, модулi показникiв експонент якого не перевищують
C1(1+ |k|γ), де C1 — додатна стала, що не залежить вiд k ∈ Zp. Крiм того, з розвинення
визначника Γq(k;~τq), q ∈ {2, . . . , l}, за елементами останнього рядка випливають такi
рiвностi

Pr+q−2

(
∂

∂tq
, k

)
Γq(k;~τq) = exp(λj(k)tq)Λr+q−1(k)Γq−1(k;~τq−1), q ∈ {2, . . . , l}, (12)

де iндекс j = j(q) однозначно визначається з умови mj−1(k) < r + q − 1 ≤ mj(k). Якщо
~t ∈ Bq(k), q ∈ {2, . . . , l}, то з формул (12) та означення множин Bq(k), q ∈ {2, . . . , l},
випливає, що

∀tq ∈ [0, T ]

∣∣∣∣Pr+q−2

(
∂

∂tq
, k

)
Γq(k;~τq)

∣∣∣∣ ≥ C2 exp(−ΛT |k|γ)νq−1(k)|Λr+q−1(k)|, (13)

де C2 > 0 не залежить вiд k. Оскiльки degµ Pr+q−2(µ, k) = r+q−2, а модуль коефiцiєнта
при похiднiй ( ∂

∂tq
)r+q−2−j, j ∈ {0, 1, . . . , r+ q− 2}, у виразi Pr+q−2(∂/∂tq, k) не перевищує

C3(1 + |k|)γj, то з оцiнок (13) i леми 2 в [10] отримуємо, що

mes RBq(k;~tq) ≤ C4(1 + |k|)γ r+q−2

√
νq(k) exp(ΛT |k|γ)

νq−1(k)|Λr+q−1(k)| ≤ C5(1 + |k|)−p−ε̃q , (14)
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де q ∈ {2, . . . , l}, ε̃q > 0, а стала C5 не залежить вiд вибору значень t1, . . . , tq−1, tq+1, . . . , tl ∈
[0, T ]. Тодi з формул (11), (14) отримаємо, що виконуються нерiвностi

mes RlBq(k) ≤ C5T
l−1(1 + |k|)−p−ε̃q , q ∈ {2, . . . , l}, k ∈ Zp. (15)

З нерiвностей (10), (15) випливає збiжнiсть ряду (8).

Доведення теореми 2 є цiлком подiбним до доведення теореми 1 i проводиться з
використанням другого твердження леми 2 зi статтi [10].

3. Перспектива подальших дослiджень. Перспективним є встановлення оцiнок
знизу для характеристичного визначника задачi, що визначається рiвнянням (1) та
умовами

∂q−1u(t, x)

∂tq−1

∣∣∣∣
t=tj

= ϕj,rj(x), q ∈ {1, . . . , rj}, j ∈ {1, . . . , l}, 2 ≤ l ≤ n,

0 ≤ t1 < . . . < tl ≤ T, r1 + . . .+ rl = n, 1 ≤ rj ≤ n.
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