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Completeness and minimality of the system of functions generated by the Bessel function
of order −5/2 are studied.

Е. В. Шавала. О некоторых аппроксимационных свойствах функций Бесселя с индек-
сом −5/2 // Мат. Студiї. – 2015. – Т.43, №2. – C.180–184.

Исследуются полнота и минимальность системы функций, порожденных функцией
Бесселя с индексом −5/2.

Нехай Jν — функцiя Бесселя першого роду з iндексом ν. Значна кiлькiсть праць
присвячена дослiдженню апроксимацiйних властивостей системи {

√
xJν(ρnx) : n ∈ N},

якщо ν > −1 ([1], [3], [6], [7], [13], [16], [21]). Зокрема, вiдомим є таке твердження.

Теорема A ([7]). Нехай ν > −1 i {ρn : n ∈ N} — множина додатних нулiв функцiї Jν .
Тодi система {

√
xJν(ρnx) : n ∈ N} утворює ортогональний базис простору L2(0; 1).

Водночас, про апроксимацiйнi властивостi цiєї системи у випадку, коли ν < −1, ν /∈ Z
вiдомi лише окремi факти ([3], [14], [17], [18]). Iнтерес до дослiдження властивостей
функцiй Бесселя у випадку, коли ν < −1, ν /∈ Z зрiс у зв’язку з розглядом деяких
крайових задач ([19], [20]) та узагальнених власних векторiв ([15, с. 40]). Якщо ν < −1
— нецiле число, то за класичною теоремою Гурвiца ([2, с. 71], [8], [21, с. 483]), функцiя
Jν(z) має нескiнченну множину простих нулiв {ρn,ν}, серед яких можуть бути i недiйснi.
Нехай {ρn = ρn,ν : n ∈ N} множина тих нулiв функцiї Jν , для яких ρn > 0, n ∈ N
i
{
τn = ρn,ν : n ∈ {1, . . . , [−ν]}

}
множина тих нулiв функцiї Jν , для яких Im τn > 0.

Зокрема, функцiя J−5/2 має лише два нулi з додатною уявною частиною. Вважатимемо,
що ними є τ1 та τ2. Нехай L2((0; 1);xpdx) — простiр вимiрних функцiй, для яких∫ 1

0

tp|F (t)|2dt < +∞

зi скалярним добутком 〈u; v〉 =
∫ 1

0
tpu(t)v(t)dt i нормою ‖u‖ =

√∫ 1

0
tp|u(t)|2dt. Систему

елементiв в банаховому просторi називатимемо мiнiмальною, якщо жоден елемент
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цiєї системи не належить до замкненої лiнiйної оболонки iнших елементiв ([9, c.65]). З
доведеного у статтi Б. В. Винницького i О. В. Шавали ([17]) елементарно випливає, що
у випадку ν = −3/2 система {

√
xJ−3/2(ρnx) : n ∈ N} є повною i мiнiмальною в просторi

L2((0; 1);x2dx), але не є базисом у цьому просторi. Поширити це твердження на довiльне
нецiле ν < −1 нам не вдалось. Ми отримали таку теорему.

Теорема. Нехай (ρn) i (τn) — нулi функцiї J−5/2. Тодi система {
√
xJ−5/2(ρnx) : n ∈ N} є

повною i мiнiмальною в просторi L2((0; 1);x4dx). Крiм цього, бiортогональною до неї є
система {γk(x) : k ∈ N}, де

γk(x) :=
2
√
x

(τ 21 − τ 22 )ρ
5/2
k J2

−3/2(ρk)x
4
×

×
(

(ρ2k − τ 22 )(ρ
5/2
k J−5/2(ρkx)− τ 5/21 J−5/2(τ1x))− (ρ2k − τ 21 )(ρ

5/2
k J−5/2(ρkx)−τ 5/22 J−5/2(τ2x))

)
.

Доведення. Скористаємось методом з [17]. Припустимо, що система {en(x) : n ∈ N}, де
en(x) =

√
xJ−5/2(ρnx) неповна. Оскiльки L2((0; 1);x4dx) — гiльбертовий простiр ([10,

с. 84]), то за теоремою Рiса лiнiйний функцiонал у цьому просторi має вигляд f(en) =∫ 1

0
en(t)φ(t)t4dt, де φ — фiксований елемент простору L2((0; 1);x4dx) i через неповноту

системи {en(x) : n ∈ N}∫ 1

0

en(t)φ(t)t4dt = 0 (n ∈ N), або
∫ 1

0

t9/2J−5/2(ρnt)φ(t)dt = 0 (n ∈ N).

Нехай

Q(z) =

√
π

2

∫ 1

0

t9/2z5/2J−5/2(zt)φ(t)dt. (1)

Оскiльки z5/2J−5/2(z) =
√

2/π(−z2 cos z + 3z sin z + 3 cos z) ([4, с. 925]), то

Q(z) = 3Q1(z) + 3zQ2(z)− z2Q3(z),

де Q1(z) =
∫ 1

0
φ̃(t) cos(zt)dt, Q2(z) =

∫ 1

0
φ̃(t)t sin(zt)dt, Q3(z) =

∫ 1

0
φ̃(t)t2 cos(zt)dt, φ̃(x) :=

x2φ(x). При цьому, φ̃ ∈ L2(0; 1) i Q — парна цiла функцiя, яка має нулi в точках ρn,
n ∈ N i τn, n ∈ {1; 2}. Функцiї Q1, Q2 та Q3 є цiлими функцiями експоненцiйного типу
σ ≤ 1, квадрат модуля яких є iнтегрованим на дiйснiй осi, тобто, належать до класу
Пелi-Вiнера. За нерiвнiстю Кошi-Буняковського

|Qj(z)| ≤ c1e
| Im z|√

1 + | Im z|
, j ∈ {1; 2; 3}, z ∈ C,

|Q(z)| ≤ c2
e| Im z|√

1 + | Im z|
(1 + |z|)2, z ∈ C.

Нехай L(z) := −z2 cos z + 3z sin z + 3 cos z, Q0(z) = L(z)/((z2 − τ 21 )(z2 − τ 22 )), Ω = Q/Q0

i Gk = {z : | arg z − kπ/2| < π/4}, k ∈ {0; 1; 2; 3}. Тодi, Ω є цiлою парною функцiєю
порядку ρ̃ ≤ 1. Крiм цього, |Ω(z)| ≤ c3(1 + |z|)7/2, arg z = π/4 + kπ/2, k ∈ {0; 1; 2; 3}.

Остання нерiвнiсть виконується для всiх z ∈ C. Справдi, вiзьмемо довiльну одно-
значну вiтку функцiї

√
ik + z в Gk i розглянемо аналiтичну в областi Gk функцiю

Ω̃k(z) =
Ω(z)

(ik + z)3 ·
√
ik + z

.
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На межi областi Gk функцiя Ω̃k є обмеженою. Тому, за принципом Фрагмена–Лiндельо-
фа, вона є обмеженою в Gk. Отже, |Ω(z)| ≤ c3(1 + |z|)7/2 для всiх z ∈ C. Але, Ω — парна
цiла функцiя. Тому, Q(z) = (a1z

2 + a2)Q0(z), де a1, a2 — довiльнi комплекснi числа.
Отже, з (1) отримуємо

((a1z
2 + a2)Q0(z))′ =

∫ 1

0

(zt2 cos(zt) + z2t3 sin(zt))φ̃(t)dt,(
((a1z2+a2)Q0(z))′

z

)
z

′

=

∫ 1

0

φ̃(t)t4 cos(zt)dt. (2)

За теоремою 1 зi статтi [19], враховуючи рiвностi −τ 2n cos τn + 3τn sin τn + 3 cos τn = 0,
n ∈ {1; 2}, отримуємо(

(L(z)/(z2−τ2j ))′

z

)′
z

=
3

τ 4j cos τj

∫ 1

0

ẽj(t) cos(zt)dt, j ∈ {1; 2},

де ẽj(x) = −(τjx)2 cos(τjx) + 3τjx sin(τjx) + 3 cos(τjx). Далi, виберемо A i B так, щоб
A(z2 − τ 21 ) + B(z2 − τ 22 ) = a1z

2 + a2. Це можна зробити, оскiльки τ 21 − τ 22 6= 0 i, тому,

система

{
A+B = a1,

−τ 21A− τ 22B = a2
має єдиний розв’язок. Тодi,

(
((a1z2+a2)Q0(z))′

z

)
z

′

=

(
((A(z2−τ21 )+B(z2−τ22 ))Q0(z))′

z

)
z

′

= B

(
(L(z)/(z2−τ21 ))′

z

)′
z

+

+A

(
(L(z)/(z2−τ22 ))′

z

)′
z

=
3B

τ 41 cos τ1

∫ 1

0

ẽ1(t) cos(zt)dt+
3A

τ 42 cos τ2

∫ 1

0

ẽ2(t) cos(zt)dt =

=

∫ 1

0

(
3Bẽ1(t)

τ 41 cos τ1
+

3Aẽ2(t)

τ 42 cos τ2

)
cos(zt)dt. (3)

Оскiльки(
(L(z)/(z2−τ2j ))′

z

)′
z

=
−(24 + τ 4j − 12z2 + z4 − 2τ 2j (z2 − 2)) cos z + 4z(z2 − 6− τ 2j ) sin z

−(z2 − τ 2j )3
,

то функцiя (
((a1z2+a2)Q0(z))′

z

)
z

′

= B

(
(L(z)/(z2−τ21 ))′

z

)′
z

+ A

(
(L(z)/(z2−τ22 ))′

z

)′
z

належить до класу Пелi-Вiнера i для неї iснує ([11, c. 17]) єдина функцiя ϕ ∈ L2(0; 1)
така, що (

((a1z2+a2)Q0(z))′

z

)
z

′

=

∫ 1

0

ϕ(t) cos(zt)dt.
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Враховуючи (2) i (3), отримуємо φ̃(t) =
(

3Bẽ1(t)

τ41 cos τ1
+ 3Aẽ2(t)

τ42 cos τ2

)
/t4. Оскiльки φ̃ ∈ L2(0; 1) i

ẽn(x) = 3 + τ 2nx
2/2 + τ 4nx

4/8 +O(x6), x→ 0, то це можливо лише у випадку, коли{
B

τ41 cos τ1
+ A

τ42 cos τ2
= 0,

B
τ21 cos τ1

+ A
τ22 cos τ2

= 0.

Остання система має ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли τ 21 = τ 22 , що немож-
ливо. Тому, φ̃ = 0, що суперечить нашому припущенню. Отже, система {en(x) : n ∈ N}
є повною в просторi L2((0; 1);x4dx).

Вiдомо ([9, с. 65]), що для того, щоб система {en(x) : n ∈ N} була мiнiмальною не-
обхiдно i достатньо, щоб iснувала система лiнiйних функцiоналiв, яка утворює з даною
системою бiортогональну систему, тобто, 〈en; γk〉 = δkn, k ∈ N, n ∈ N. Переконаємось,
що система {γk(x) : k ∈ N} є бiортогональною до системи {en(x) : n ∈ N}. Оскiльки

x9/2J−5/2(ρnx)γk(x) =
3(ρ2k − τ 22 )(ρ2k − τ 21 )

2πρ
5/2
k ρ

5/2
n J2

−3/2(ρk)
+ o(1), x→ 0

i ([2, с. 104], [4, с. 629], [12, с. 38])∫
tJ−5/2(αt)J−5/2(βt)dt = t

αJ−3/2(αt)J−5/2(βt)− βJ−3/2(βt)J−5/2(αt)
α2 − β2

+ c, α2 6= β2,

то 〈
√
xJ−5/2(ρnx); γk(x)〉 = 0, якщо k 6= n. Далi, ([2, с. 104], [4, с. 629], [12, с. 38])∫

tJ2
−5/2(αt)dt =

t2

2
(J2
−5/2(αt)− J−7/2(αt)J−3/2(αt)) + c

i ([21, с.45]) J−7/2(x) = −J−3/2(x)− 5x−1J−5/2(x). Тому 〈
√
xJ−5/2(ρnx); γn(x)〉 = 1.

Зауваження 1. При доведеннi повноти системи {en(x) : n ∈ N} на вiдмiну вiд того, як
це робилося у статтi [17], тут ми застосовуємо замiну a1z2 +a2 = A(z2− τ 21 )+B(z2− τ 22 ).
Це дає змогу, використовуючи результати статтi [19], дослiджувати повноту системи
функцiй Бесселя з довiльним напiвцiлим iндексом меншим за −1.

Зауваження 2. Отриманi твердження можна переформулювати для сферичних функ-
цiй Бесселя ([5, с.437]) j−3(z) =

√
π
2z
J−5/2(z).

Подяки. Автор висловлює щиру подяку Б. В. Винницькому i Р. В. Хацю за їхнi ко-
риснi зауваження щодо вигляду бiортогональної системи та Рецензенту за змiстовнi
зауваження, якi посприяли покращенню тексту статтi.
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