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ПРЕДЕЛЬНЫЕ МНОЖЕСТВА АЗАРИНА
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A. F. Grishin , N. V. Quynh. Azarov limit sets for Radon measures. II , Mat. Stud. 43 (2015),
189–219.

In this part of the work we prove theorems 1–9 which have been formulated in the first part
(Mat. Stud. 2015, 43(1), 94–99).

А. Ф. Гришин , Н. В. Куинь. Предельные множества Азарина для мер Радона. II //
Мат. Студiї. – 2015. – Т.43, №2. – C.189–219.

В этой части работы будут доказаны теоремы 1–9, которые были сформулированы в
первой части (Mat. Stud. 2015, 43(1), 94–99).

Эта статья содержит доказательства теорем, анонсированных в первой части нашей
работы [1].

1. Необходимые определения и обозначения, предварительные сведения. Че-
рез ‖x − x0‖ обозначаем евклидово расстояние в m-мерном вещественном евклидовом
пространстве Rm (m ≥ 2) между точками x, x0 ∈ Rm. В случае комплексной плоско-
сти C используем стандартное обозначение |z − z0| := ‖z − z0‖. Для x0 ∈ Rm (x0 ∈ C в
случае m = 2) и r > 0 положим

B(x0, R) = {x ∈ Rm : ‖x− x0‖ ≤ r}, C(x0, r) = {x ∈ Rm : ‖x− x0‖ < r},
S(x0, R) = {x ∈ Rm : ‖x− x0‖ = r},

а для 0 < a ≤ b

R([a, b]) = B(0, b) \ C(0, a), R((a, b]) = B(0, b) \B(0, a),

R([a, b)) = C(0, b) \ C(0, a), R((a, b)) = C(0, b) \B(0, a).
Непрерывно дифференцируемая функция ρ(r) на полуоси (0,∞) называется уто-

чнённым порядком, если выполняются два условия:
1) существует предел ρ = ρ(∞) = lim

r→∞
ρ(r); 2) lim

r→∞
r ln rρ′(r) = 0.

Уточнённый порядок ρ(r) называется нулевым уточнённым порядком, если выпол-
няется равенство ρ = 0.

В случае нулевого уточнённого порядка ρ(r), кроме условий 1) и 2) из определения
уточнённого порядка мы будем требовать, чтобы выполнялось условие ρ

(
1
r

)
= −ρ(r).

Это условие множно также записать в виде V (1
r
) = V (r), где V (r) = rρ(r).
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В случае произвольного уточнённого порядка ρ(r) мы будем считать, что произволь-
ный уточнённый порядок ρ(r) представляется в виде ρ(r) = ρ+ρ1(r), где ρ1(r) — нулевой
уточнённый порядок.

Пусть ρ(r) — нулевой уточнённый порядок. Обозначим

γ(t) = sup
r>0

V (rt)

V (r)
.

Если ρ(r) — произвольный уточнённый порядок, то выполняется неравенство

V (rt) ≤ γ(t)tρV (r), (1)

где функция γ(t) построена с помощью нулевого уточнённого порядка ρ1(r). Получение
неравенства (1) подробно описано в [2, раздел 2].

В следующем утверждении, доказательство которого можно найти в [3], формули-
руется наиболее часто используемое свойство уточнённого порядка.

Предложение 1. Пусть ρ(r) — уточнённый порядок, ρ = ρ(∞). Тогда для любого t > 0
существует предел

lim
r→∞

V (rt)

V (r)
= tρ.

Этот предел равномерный по t на любом сегменте [a, b] ⊂ (0,∞).

Символы D(G) и D′(G) — стандартные обозначения для пространств основных и
обобщённых функций Шварца в области G ⊂ Rm, m ≥ 2. Напомним, что пространс-
тво D(G) состоит из бесконечно дифференцируемых функций с компактным носителем
в G, а пространство D′(G) определяется как пространство линейных непрерывных фун-
кционалов над пространством D(G). Изложение теории обобщённых функций можно
найти в [4].

Пространство Φ(G) определяется как пространство непрерывных функций ϕ(x) с
компактным носителем supp ϕ таким, что supp ϕ ⊂ G. Пространство радоновых мер
M(G) определяется как пространство непрерывных линейных функционалов на про-
странстве Φ(G). Изложение теории радоновых мер можно найти в [5].

Семейство M радоновых мер в G называется широко ограниченным, если для лю-
бой функции ϕ ∈ Φ(G) множество вещественных чисел {(µ, ϕ) : µ ∈ M} является
ограниченным.

Семейство M радоновых мер в G называется сильно ограниченным, если для любого
компакта K ⊂ G множество {|µ|(K) : µ ∈M} является ограниченным.

Сходимость последовательности радоновых мер в пространстве M(G) мы, следуя
Бурбаки, будем называть широкой сходимостью. Широкая сходимость последователь-
ности µn радоновых мер к радоновой мере µ означает, что для любой функции ϕ ∈
Φ(G) выполняется равенство

lim
n→∞

(µn, ϕ) = (µ, ϕ).

В работе используются различные виды сходимости. Поскольку каждая радонова
мера µ является обобщённой функцией, то можно рассматривать сходимость последо-
вательности µn в пространстве D′(G). Если последовательность µn радоновых мер в G
сходится к радоновой мере µ в пространстве D′(G), то это мы будем обозначать

µ = τ lim
n→∞

µn.
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Очевидно, что из широкой сходимости последовательности радоновых мер следует
её сходимость в пространстве D′(G). Обратное утверждение не верно.

Семейство M радоновых мер в G называется компактным, если всякая последова-
тельность мер µn ∈M имеет сходящуюся подпоследовательность.

Для нас важен следующий результат, доказательство которого можно найти в [5]
(глава 3, §1, предложение 15 и примечание к нему).

Предложение 2. Семейства широко ограниченных, сильно ограниченных и компа-
ктных множеств в пространствеM(G) совпадают.

Нам будут нужны следующие предложения.

Предложение 3. Для того, чтобы последовательность µn положительных радоно-
вых мер в G широко сходилась к радоновой мере µ, достаточно, чтобы соотношение
(µn, ϕ)→ (µ, ϕ) выполнялось на всюду плотном множестве в пространстве Φ(G).

Предложение 4. Пусть радоновы меры µ и ν в пространстве M(G) таковы, что ра-
венство (µ, ϕ) = (ν, ϕ) выполняется на всюду плотном множестве в пространстве Φ(G).
Тогда µ = ν.

Доказательство этих предложений можно найти в [6] (введение, §1).
Обычно мы будем использовать широкую сходимость радоновых мер. Между тем,

часто рассуждения удобнее проводить в метрических пространствах. Поэтому мы бу-
дем использовать в пространствеM(G) следующие известные метрики. Пусть {ϕn, n ∈
{1, 2, . . .}} — счётное всюду плотное множество в пространстве Φ(G). Это означает, что
для любой функции ϕ ∈ Φ(G) существует подпоследовательность ϕnk последователь-
ности ϕn такая, что ϕnk → ϕ в пространстве Φ(G). Далее по последовательности ϕn
определяем функцию

d(µ1, µ2) =
∞∑
n=1

|(µ2 − µ1, ϕn)|
2n(1 + |(µ2 − µ1, ϕn)|)

,

где µ1, µ2 ∈M(G). Легко проверяется что d — метрика в пространствеM(G).
Более того, легко видеть, что из соотношения µk → µ следует, что d(µk, µ) → 0.

Однако, обратное утверждение неверно. Пусть, например, все функции ϕn непрерывно
дифференцируемы, а

µk = k
(
δ
(
x− 1− 1

2k

)
− δ
(
x− 1 +

1

2k

))
−
√

2k
(
δ
(
x− 1− 1

2
√

2k

)
−δ
(
x− 1 +

1

2
√

2k

))
,

где δ(x−a) — мера Дирака, сосредоточенная в точке a. Тогда d(µk, 0)→ 0, в то время как
соотношение µk → 0 не выполняется. Однако, справедливо следующее предложение.

Предложение 5. Если µk — компактная последовательность вM(G) и d(µk, µ) → 0,
то µk широко сходится к µ.

Доказательство. Если утверждение предложения неверно, то существует функция ϕ ∈
Φ(G) и две подпоследовательности µk1p , µk2p последовательности µk такие, что

lim
p→∞

(µk1p , ϕ) 6= lim
p→∞

(µk2p , ϕ).
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Пусть νp = µk1p − µk2p , а ϕn-та последовательность функций из Φ(G), которая опре-
деляет метрику d. Поскольку последовательность ϕn всюду плотная в Φ(G), то суще-
ствует подпоследовательность ψn последовательности ϕn, которая сходится к ϕ в про-
странстве Φ(G). Существует компакт K ⊂ G такой, что supp ψn ⊂ K для любого n.
При этом из условия следует, что d(µk1p , µk2p) → 0, поэтому для любой функции ϕn,
определяющей метрику d, имеем (νp, ϕn) → 0 при p → ∞ и фиксированном n. Ввиду
предложении 2 с некоторой константой M , не зависящей от n, выполняется неравен-
ство lim

p→∞
|(νp, ϕ)| ≤ M‖ϕ − ψn‖. Из этого следует, что (νp, ϕ) → 0. Это противоречит

выбору ϕ.

Таким образом, в общем случае сходимость в метрике d слабее широкой сходимости
вM(G), в то время как на компактных множествах вM(G) оба вида сходимости экви-
валентны. Метрика d определяется счётной всюду плотной последовательностью ϕn.
Следовательно существует бесконечное число метрик такого типа. В общем случае из
сходимости последовательности µn в одной метрике не следует сходимости в другой ме-
трике. Однако на компактных множествах вM(G) сходимость последовательности µn
в одной из метрик влечёт широкую сходимость этой последовательности и, значит, схо-
димость µn в любой метрике рассматриваемого типа.

Предложение 6. Пусть последовательность µn радоновых мер в области G сходится
к радоновой мере µ в пространстве D′(G) и пусть последовательность µn сильно огра-
ничена в пространствеM(G). Тогда последовательность µn широко сходится к мере µ.

Это следствие теоремы 3.8 ([7]).
Пусть µn — последовательность борелевских мер на компакте K, т.е функционалов

на пространстве C(K) непрерывных функций наK. Говорят, что последовательность µn
слабо сходится к µ (обозначение µ = w lim

n→∞
µn), если для любой функции ϕ ∈ C(K)

выполняется равенство

lim
n→∞

∫
K

ϕ(x)dµn(x) =

∫
K

ϕ(x)dµ(x).

Предложение 7. Пусть последовательность радоновых мер µn ∈ M(G) сходится к
радоновой мере µ, а последовательность |µn| сходится к мере µ̂. Пусть K — компакт
такой, что K ⊂ G и µ̂(∂K) = 0. Тогда последовательность µn, рассматриваемая как
последовательность борелевских мер на K, слабо сходится к мере µ.

Доказательство. То, что для случая положительных мер теорема справедлива, сле-
дует из теоремы 0.5 из [6]. Доказательство сформулированного предложения получается
применением теоремы 0.5 из [6] к мерам (µn)+ и (µn)−.

Предложение 8. Пусть A — компактное множество в пространстве M(G) и Ā —
замыкание A в метрическом пространстве (M(G), d). Тогда Ā — компактное множество
в пространстве (M(G), d).

Доказательство. Поскольку A — компактное множество вM(G), то по предложению
2 это сильно ограниченное множество. Поэтому для любого компакта K ⊂ G выпол-
няется неравенство c(K) = sup{|ν|(K) : ν ∈ A} < ∞. Пусть α — произвольная мера
из Ā. Тогда существует последовательность мер (αn) из A такая, что α = d lim

n→∞
αn.
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По предложению 5 последовательность мер (αn) широко сходится к мере α. Тем более,
выполняется равенство α = d lim

n→∞
αn.

Пусть (γn) — произвольная последовательность мер из Ā. По доказанному суще-
ствует мера λn из A такая, что d(γn, λn) < 1

n
. Поскольку A — компактное множество в

пространстве Φ(G), то у последовательности (λn) есть широко сходящаяся подпоследо-
вательность (λnk). Пусть λ = lim

k→∞
λnk . Также выполняется равенство λ = d lim

k→∞
λnk . Из

этого следует, что λ = d lim
k→∞

γnk .

Предложение 9. Пусть G — область в Rm, m ≥ 2, содержащая шар (круг) B(0, 1).
Пусть µn такая последовательность радоновых мер в G, что µn → µ, |µn| → µ̂, причём
µ̂(S(0, 1)) = 0. Пусть ϕ — ограниченная финитная в G борелевская функция в Rm,
непрерывная на множестве Rm \ S(0, 1). Тогда

lim
n→∞

∫
G

ϕ(x)dµn(x) =

∫
G

ϕ(x)dµ(x).

Доказательство. Пусть 1 = ψ1(x) + ψ2(x) такое непрерывное разбиение единицы, что
supp ψ1 ∩R([1− ε, 1 + ε]) = ∅, supp ψ2 ⊂ R([1− 2ε, 1 + 2ε]). Имеем∣∣∣∣∫

G

ϕ(x)d(µn − µ)(x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
G

ϕ(x)ψ1(x)d(µn − µ)(x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
G

ϕ(x)ψ2(x)d(µn − µ)(x)

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫
G

ϕ(x)ψ1(x)d(µn − µ)(x)

∣∣∣∣+ ‖ϕ‖(|µn|(R([1− 2ε, 1 + 2ε])) + |µ|(R([1− 2ε, 1 + 2ε]))).

Поскольку функция ϕ(x)ψ1(x) принадлежит множеству Φ(G), то

lim
n→∞

∫
G

ϕ(x)ψ1(x)d(µn − µ)(x) = 0.

Если число ε выбрать так, чтобы выполнялись равенства µ̂(S(0, 1 − 2ε)) = µ̂(S(0, 1 +
2ε)) = 0, то из теоремы 0.5 ([5]) следует, что

lim
n→∞

|µn|(R([1− 2ε, 1 + 2ε]) = µ̂(R([1− 2ε, 1 + 2ε]).

Поскольку µ̂(S(0, 1)) = 0, то lim
ε→0

µ̂(R([1− 2ε, 1 + 2ε]) = 0.

Следовательно, величину |µn|(R[1− 2ε, 1 + 2ε]) выбором ε и n можно сделать сколь
угодно малой. То же самое верно и для величины µn(R[1−2ε, 1+2ε]) = µ+

n (R[1−2ε, 1+
2ε])− µ−n (R[1− 2ε, 1 + 2ε]) и, следовательно, для µ(R[1− 2ε, 1 + 2ε]).

Из этого, как легко усмотреть из предыдущих рассуждений следует равенство

lim
n→∞

∫
G

ϕ(x)dµn(x) =

∫
G

ϕ(x)dµ(x).

2. Предельные множества Азарина радоновых мер. В этом разделе предпола-
гаем, что уточнённый порядок ρ(r) удовлетворяет условию ρ = ρ(∞) > 0. В дальнейшем
это условие дополнительно не оговаривается.

Пусть µ — радонова мера в Rm, m ≥ 2, ρ(r) — уточнённый порядок. Величина

σ = lim
r→∞

|µ|(B(0, r))

V (r)
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называется типом меры µ относительно уточнённого порядка ρ(r).
Если σ < ∞, то мера µ называется мерой не выше чем нормального типа относи-

тельно уточнённого порядка ρ(r).
Если мера µ является мерой не выше чем нормального типа относительно уточнён-

ного порядка ρ(r), то существует постоянная C такая, что при r ≥ 1 выполняется
неравенство

|µ|(B(0, r)) ≤ CV (r). (2)

Если при этом мера µ не нагружает шар (круг) B(0, 1), то неравенство (2) выполняется
при r > 0.

Пусть µ ∈ M(Rm), ρ(r) — уточнённый порядок. Обозначим через µt (t > 0) сле-
дующую меру µt(E) = µ(tE)

V (t)
. Будем также писать µt = Atµ. Если ρ(r) ≡ ρ, то наряду

с обозначением At будем употреблять обозначение Ft. Отображение At : µ → µt мы
будем называть отображением Азарина (порождённым уточнённым порядком ρ(r)).

Множество {µt : t > 0} называется траекторией меры µ.
Множество {µt : t ≥ 1} называется положительной полутраекторией меры µ.
Множество мер ν вида ν = limn→∞ µtn , где tn → ∞, будем называть предельным

множеством Азарина меры µ (относительно уточнённого порядка ρ(r) и обозначать
Fr[µ] или если нужно Fr[µ, ρ(r)].

Меру µt можно рассматривать как значение отображения A(t, µ) : (0,∞)×M(Rm)→
M(Rm) в точке (t, µ).

Приведем нужные нам леммы, которые, по существу, вытекают из предыдущих
определений и утверждений.

Лемма 1. Отображение A(t, µ) непрерывно по совокупности переменных. Это означает,
что если t→ t0, µn → µ, то (µn)t → µt0 .

Доказательство. Пусть ϕ ∈ Φ(Rm). Имеем

((µn)t, ϕ) =
1

V (t)

∫
ϕ
(x
t

)
dµn(x) =

1

V (t0)

∫
ϕ
( x
t0

)
dµn(x)+

+

∫ (
1

V (t)
ϕ
(x
t

)
− 1

V (t0)
ϕ
( x
t0

))
dµn(x) := J1(n, t0) + J2(n, t, t0).

Справедливы следующие утверждения:
1) lim

n→∞
J1(n, t0) = (µt0 , ϕ);

2) |J2(n, t, t0)| ≤ sup
{∣∣∣ 1

V (t)
ϕ
(x
t

)
− 1

V (t0)
ϕ
( x
t0

)∣∣∣|µn|(K) : |t− t0| ≤ δ, x ∈ supp ϕ
}
,

где K такой компакт, что supp ϕ
(
x
t

)
⊂ K.

Из предложения 2 следует, что последовательность |µn|(K) ограничена. Из сказан-
ного выше легко следует утверждение леммы.

Лемма 2. Пусть µ — финитная конечная борелевская мера, ρ(r) — уточнённый поря-
док. Тогда для любого r > 0 выполняется lim

t→∞
µt(B(0, r)) = 0.

Утвеждение леммы очевидно.

Лемма 3. Пусть µ — радонова мера, λ — ограничение меры µ на множество CB(0, 1),
ρ(r) — уточнённый порядок. Тогда множества Fr[µ, ρ(r)] и Fr[λ, ρ(r)] совпадают.
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Доказательство. Пусть λ1 — ограничение меры µ на шар (круг) B(0, 1). Справедливо
равенство µ = λ1 + λ. Теперь утверждение леммы следует из леммы 2.

Лемма 4. Пусть µ— радонова мера в Rm, являющаяся мерой не выше чем нормального
типа относительно уточнённого порядка ρ(r). Пусть мера µ не нагружает шар (круг)
B(0, 1). Тогда существует постоянная C такая, что при t > 0 и r > 0 выполняется
неравенство

|µt|(B(0, r)) ≤ Cγ(r)rρ, ρ = ρ(∞).

Доказательство. Имеем, учитывая неравенство (2),

|µt|(B(0, r)) = |µ|(B(0, rt))/V (t) ≤ CV (rt)/V (t).

Осталось применить неравенство (1).

Лемма 5. Пусть µ — радонова мера в Rm, имеющаяся не более чем нормальный тип
относительно уточнённого порядка ρ(r). Пусть мера µt строится с помощью уточнённого
порядка ρ(r). Тогда положительная полутраектория меры µ есть компактное множество
в пространствеM(Rm).

Замечание. На языке теории динамических систем это означает, что мера µ положи-
тельно устойчива по Лагранжу.

Доказательство. Из леммы 3 следует, что лемму достаточно доказать для случая,
когда мера не нагружает шар (круг) B(0, 1). Теперь утверждение леммы следует из
леммы 4 и предложения 2.

Обозначим через Φ0(Rm) множество тех функций ϕ из Φ(Rm), для которых 0 /∈
supp ϕ.

Лемма 6. Пусть µ — радонова мера в Rm, являющаяся мерой не выше чем нормаль-
ного типа относительно уточнённого порядка ρ(r). Пусть мера µt построена с помощью
уточнённого порядка ρ(r). Пусть ν — радонова мера в Rm, не нагружающая точку
ноль. Пусть последовательность tn → ∞ такая, что для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm)
выполняется равенство lim

n→∞
(µtn , ϕ) = (ν, ϕ). Тогда lim

n→∞
µtn = ν.

Доказательство. Из леммы 3 следует, что доказательство достаточно проводить для
случая, когда мера µ не нагружает шар (круг)B(0, 1). Пусть ϕ— произвольная функция
из пространства Φ(Rm), ε > 0, 1 = ψ1(x) + ψ2(x) — такое непрерывное разбиение
единицы, что supp ψ1 ∩B(0, ε) = ∅, supp ψ2 ⊂ B(0, 2ε). Имеем

|(µtn − ν, ϕ)| ≤ |(µtn − ν, ϕψ1)|+ |(µtn − ν, ϕψ2)| = J1(n) + J2(n).

Поскольку функция ϕψ1 ∈ Φ0(Rm), то lim
n→∞

J1(n) = 0.
Для величины J2(n) с использованием леммы 4 получаем оценку

J2(n) ≤ ‖ϕ‖ (|µtn|(B(0, 2ε)) + |ν|(B(0, 2ε))) ≤ ‖ϕ‖ (Cγ(2ε)(2ε)ρ + |ν|(B(0, 2ε))) .

Так как мера ν не нагружает точку 0, то lim
ε→0
|ν|(B(0, 2ε)) = 0

Из приведенных рассуждений легко следует, что lim
n→∞

(µtn , ϕ) = (ν, ϕ). Следователь-
но, µtn → ν.
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Иногда бывает полезен следующий аналог доказанной леммы.

Лемма 7. Пусть последовательность µn радоновых мер в пространстве Rm такова,
что величина |µn|(B(0, ε)) равномерно относительно n стремится к нулю при ε → 0.
Пусть для любой функции ϕ из пространства Φ0(Rm) выполняется равенство lim

n→∞
(µn,

ϕ) = (µ, ϕ), где µ ∈M(Rm) и µ({0}) = 0. Тогда µ = lim
n→∞

µn.

Нетрудно изменить доказательство предыдущей леммы 6, чтобы получить доказа-
тельство леммы 7.

Лемма 8. Пусть радонова мера µ в пространстве Rm имеет тип σ относительно уто-
чнённого порядка ρ(r). Пусть мера µt строится с помощью уточнённого порядка ρ(r).
Пусть ν ∈ Fr[µ]. Тогда для любого r > 0 выполняется неравенство

|ν|(B(0, r)) ≤ σrρ.

Доказательство. Из леммы 3 следует, что лемму достаточно доказывать при допол-
нительном предположении, что мера µ не нагружает шар (круг) B(0, 1). Имеем ν =
lim
n→∞

µtn , где tn → ∞. Из леммы 4 и предложения 2 следует, что дополнительно можно
считать, что |µ|tn → λ. Теперь из предложения 7 следует, что если λ(S(0, r)) = 0, то

λ(B(0, r)) = lim
n→∞

|µ|tn(B(0, r)).

Поэтому для всех r, за возможным исключением счётного множества, ввиду предложе-
ние 1, выполняется неравенство

|ν|(B(0, r)) ≤ λ(B(0, r)) = lim
n→∞

|µ|(B(0, tnr))

V (tn)
≤ σrρ.

Из этого следует утверждение леммы.

Лемма 9. Пусть ρ1(r) и ρ2(r) — уточнённые порядки такие, что ρ1(∞) = ρ2(∞). Пусть
радонова мера µ в Rm является мерой не выше чем нормального типа относительно
уточнённого порядка ρ1(r), а мера λ определяется формулой

dλ(x) =
V2(‖x‖)
V1(‖x‖)

dµ(x).

Тогда при tn →∞ соотношение µtn → ν эквивалентно соотношению λtn → ν. При этом
имеется в виду, что

µt(E) =
µ(tE)

V1(t)
, λt(E) =

λ(tE)

V2(t)
.

Доказательство. Из леммы 3 следует, что доказательство достаточно проводить для
случая, когда мера µ не нагружает шар (круг) B(0, 1). Пусть µtn → ν. Из леммы 8
следует, что мера ν не нагружает точку ноль. Пусть ϕ ∈ Φ0(Rm) и пусть 0 < a < b <∞
такие числа, что supp ϕ ⊂ R([a, b]). Имеем∫

ϕ(x)dλtn(x) =
1

V2(tn)

∫
ϕ

(
x

tn

)
dλ(x) =

=
1

V2(tn)

∫
ϕ

(
x

tn

)
V2(‖x‖)
V1(‖x‖)

dµ(x) =
V1(tn)

V2(tn)

∫
ϕ(x)

V2(tn‖x‖)
V1(tn‖x‖)

dµtn(x) =

=

∫
ϕ(x)dµtn(x) +

∫
R[a,b]

ϕ(x)

(
V2(tn‖x‖)V1(tn)

V1(tn‖x‖)V2(tn)
− 1

)
dµtn(x) := J1(n) + J2(n).
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Так как µtn → ν, что lim
n→∞

J1(n) = (ν, ϕ). Для J2(n) справедлива оценка

|J2(n)| ≤ ‖ϕ‖ max
x∈R([a,b])

∣∣∣∣V2(tn‖x‖)V1(tn)

V1(tn‖x‖)V2(tn)
− 1

∣∣∣∣ |µtn|(B(0, b)).

Теперь из оценки |µtn|(B(0, b)) ≤ Mγ(b)bρ, полученной из леммы 4, и предложения 1
следует, что lim

n→∞
J2(n) = 0.

Мы доказали, что для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm) выполняется равенство

lim
n→∞

(λtn , ϕ) = (ν, ϕ).

Из леммы 6 следует, что λtn → ν. В приведенном рассуждении меры µ и λ можно
поменять местами.

Обычно ([8], глава 5) динамическая система в метрическом пространстве X опре-
деляется так. Это однопараметрическая система отображений Φt, t ∈ (−∞,∞), Φt :
X → X, обладающая свойствами:
1) если t → t0, x → x0, то Φtx → Φt0x0 (условие непрерывности по совокупности
переменных);
2) Φ0x = x для любого x ∈ X (начальное условие);
3) Φt1+t2x = Φt2(Φt1x) (групповое условие).

Нам будем удобно пользоваться другим определением динамической системы, в ко-
тором аддитивная группа вещественных чисел t заменяется на мультипликативную
группу строго положительных вещественных чисел.

Ясно, что любое утверждение о динамической системе в смысле первого определе-
ния стандартным образом переводится в аналогичное утверждение для динамической
системы в смысле, второго определения и наоборот.

В дальнейшем нам будет нужен следующий факт из теории динамических систем

Лемма 10. Пусть Φt, t ∈ (0,∞) — динамическая система на метрическом компакте
(X, ρ). Пусть [a, b] — произвольный сегмент на полуоси (0,∞) и пусть

g(δ) = sup{ρ(Φtx,Φty) : x, y ∈ X, ρ(x, y) ≤ δ, t ∈ [a, b]}.

Тогда lim
δ→0

g(δ) = 0.

Доказательство. Допустим, что утверждение леммы неверно. Тогда существуют число
ε0 > 0, последовательности xn и yn из пространства X, последовательность tn ∈ [a, b]
такие, что ρ(xn, yn) ≤ 1

n
,

ρ(Φtnxn,Φtnyn) ≥ ε0. (3)

Не ограничивая общности, можно считать, что выполняются условия
lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = ξ ∈ X, lim
n→∞

tn = τ ∈ [a, b].

Имеет место неравенство
ρ(Φtnxn,Φtnyn) ≤ ρ(Φtnxn,Φtnξ) + ρ(Φtnξ,Φtnyn).

Так как функция Φtx непрерывна по совокупности переменных t и x, то
lim
n→∞

ρ(Φtnxn,Φtnξ) = lim
n→∞

ρ(Φtnyn,Φtnξ) = 0.

Это противоречит неравенству (3).
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Определим понятие компакта в пространствеM(Rm) следующим образом: подмно-
жествоM множестваM(Rm) назовём компактом, еслиM компактное множество и для
любой сходящейся последовательность µn мер из M её предел принадлежит M .

Теперь мы можем доказать теорему 1 из первой части нашей работы [1].

Доказательство теоремы 1 ([1]). Из леммы 3 следует, что теорему достаточно дока-
зывать для случая, когда мера µ не нагружает шар (круг) B(0, 1). Из леммы 9 следует,
что теорему достаточно доказывать для случая, когда ρ(r) ≡ ρ. В этом случая из лем-
мы 1 следует, что система отображений At = Ft, t > 0 является динамической системой
(в смысле второго определения) в метрическом пространстве (M(Rm), d).

Из леммы 5 следует, что положительная полутраектория меры µ является компа-
ктным множеством в пространстве (M(Rm), d). Множество Fr[µ] совпадает с ω-предель-
ным множеством траектории Ftµ. Теперь из теорем 10 и 13 из [8, глава 5] следует что:

1) Fr[µ] есть непустой и связный компакт в метрическом пространстве (M(Rm), d);
2) Ft(Fr[µ]) ⊂ Fr[µ].
Так как отображение Ft имеет обратное отображение равное F 1

t
, то из 2) следует,

что Ft есть взаимнооднозначное отображение множества Fr[µ] на себя.
Утверждения 1)–3) теоремы доказаны. Утверждение 4) следует из леммы 8.

Радонова мера µ в пространстве Rm называется периодической мерой порядка ρ с
периодом T > 1, если для любого компактного борелевского множества E выполняется
равенство µ(TE) = T ρµ(E).

Построим пример положительной радоновой меры µ порядка ρ с периодом T > 1.

Пример. Рассмотрим шаровой слой (кольцо) R([1, T )). Пусть µ1 — некоторая положи-
тельная борелевская мера на R([1, T )). Определим теперь на борелевской σ-алгебре в
пространстве Rm функцию множеств µ следующим образом. Если E ⊂ R([1, T )), то по-
ложим µ(E) = µ1(E). Если E ⊂ R([T n, T n+1)), n ∈ Z, то положим µ(E) = T nρµ1(T

−nE).
Пусть теперь E — произвольное борелевское множество в Rm. Обозначим En =

E ∩R([T n, T n+1)). Выполняется равенство E \ {0} =
⋃∞
n=−∞En.

Положим µ(E) =
∞∑

n=−∞
µ(En) =

∞∑
n=−∞

T nρµ1(T
−nEn). Имеем µ(TE) =

∞∑
n=−∞

µ(TEn).

Поскольку TEn ⊂ R([T n+1, T n+2)), то µ(TEn) = T (n+1)ρµ1

(
T−(n+1)TE

)
= T (n+1)ρµ1

(T−nE). Отсюда следует, что µ(TE) = T ρµ(E). Легко проверяется, что µ — положи-
тельная борелевская мера в пространстве Rm.

Нужный пример построен.

Если µ1 и µ2 — две такие меры, то мера µ = µ1−µ2 будет радоновой мерой порядка ρ
с периодом T . Легко видеть, что любая радонова мера µ порядка ρ с периодом T > 1
получается из ограничения µ1 меры µ на R([1, T )) с помощью изложенной процедуры.

Предложение 10. Если µ— периодическая радонова мера порядка ρ > 0 с периодом T ,
то

Fr[µ, ρ] = {µt : t ∈ [1, T )}.

Доказательство. Пусть τ ∈ [1, T ), tn = τT n. Пусть E — компактное борелевское мно-
жество. Имеем

µtn(E) =
µ(τT nE)

τ ρT nρ
=
T nρµ(τE)

τ ρT nρ
= µτ (E).
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Отсюда следует, что µtn = µτ . Поэтому µτ ∈ Fr[µ].
Обратно, пусть ν ∈ Fr[µ]. Тогда существует последовательность tn → ∞ такая, что

µtn → ν. Всякое число tn > 0 однозначно представляется в виде tn = τnT
k(n), где

τn ∈ [1, T ), k(n) — целое число. Переходя, если нужно к подпоследовательности, можно
считать, что τn → τ ∈ [1, T ]. Имеем µtn = µτn . По лемме 1 lim

n→∞
µτn = µτ . Таким образом

ν = µτ . Учитывая равенство µ1 = µT , можно считать, что τ ∈ [1, T ).

Замечание. Пусть τ > 0, n — целое. Можно считать, что Fr[µ]={µt : t ∈ [τT n, τT n+1)}.

С точки зрения предельных множеств наиболее простыми являются такие радоновы
меры µ, для которых множества Fr[µ] состоят из одного элемента. Такие меры называ-
ются регулярными (в смысле Азарина) мерами. Далее мы изучим регулярные меры.

Пусть r > 0, E ⊂ S(0, 1). Обозначим
K(r, E) = [0, r]× E =

{
x ∈ Rm : ‖x‖ ≤ r, x

‖x‖ ∈ E
}
.

Множество K(r, E) мы будем называть пространственным сектором радиуса r с осно-
ванием E.

Пусть 4 — конечная борелевская мера на сфере (окружности) S(0, 1). Борелевское
множество E ⊂ S(0, 1) мы будем называть измеримым по Жордану относительно меры
4, если | 4 |(∂E) = 0, где ∂E — граница множества E в относительной топологии
(порождённой эвклидовой топологией пространства Rm) на сфере S(0, 1).

Пусть µ — радонова мера в Rm. Говорят, что мера µ имеет конусную (угловую)
плотность 4 относительно уточнённого порядка ρ(r), если для любого борелевского
множества E ⊂ S(0, 1) измеримого по Жордану относительно меры 4 выполняется
равенство

lim
r→∞

µ(K(r, E))

V (r)
= 4(E).

Докажем теорему 2 из первой части работы [1].

Доказательство теоремы 2 ([1]). Из леммы 3 следует, что теорему достаточно дока-
зать для случая, когда мера µ не нагружает шар (круг) B(0, 1). Пусть λ ∈ Fr[µ]. То-
гда существует последовательность tn → ∞ такая, что µtn → λ. Пусть ϕ — прои-
звольная функция из пространства Φ0(Rm) и пусть 0 < a < b < ∞ такие числа, что
supp ϕ ⊂ R((a, b]). Имеем

(µtn , ϕ) =

∫
R((a,b])

ϕ(x)dµtn(x).

Пусть δ > 0. Множество R((a, b]) допускает разбиение
∏

вида R((a, b]) =
⊔N
k=1Hk,

где Hk — дизъюнктная система множеств вида Hk = (αk, βk]×Ek, причём множества Ek
измеримы по Жордану относительно меры 4 и диаметр d(Hk) множества Hk не пре-
вышает δ. Пусть xk — некоторая точка из Hk. Тогда

(µtn , ϕ) =
N∑
k=1

ϕ(xk)µtn(Hk) +
N∑
k=1

∫
Hk

(ϕ(x)− ϕ(xk)) dµtn(x) = J1 + J2.

Исследуем первое слагаемое

J1 =
N∑
k=1

ϕ(xk)
µ((tnαk, tnβk]× Ek)

V (tn)
=

N∑
k=1

ϕ(xk)
µ(K(tnβk, Ek))− µ(K(tnαk, Ek))

V (tn)
.

Поскольку lim
n→∞

µ(K(tnβk,Ek))
V (tn)

= βρk 4 (Ek), то J1 =
N∑
k=1

ϕ(xk) ((βρk − α
ρ
k)4 (Ek) + εk(n)) ,
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где εk(n) → 0 при n → ∞. Обозначим hn(
∏

) :=
∑N

k=1 ϕ(xk)εk(n). Пусть ε > 0. Су-
ществует число n0 = n0 (ε,

∏
) такое что при n > n0 будет выполняться неравенство

hn (
∏

) < ε.
Рассмотрим ещё один интеграл∫

ϕ(x)dν(x) =

∫
R((a,b])

ϕ(x)dν(x) =
N∑
k=1

∫
Hk

ϕ(x)dν(x) =

=
N∑
k=1

ϕ(xk)(β
ρ
k − α

ρ
k)4 (Ek) +

N∑
k=1

∫
Hk

(ϕ(x)− ϕ(xk))dν(x).

Обозначим последнюю сумму через J3. Справедлива оценка

|J3| ≤ ωϕ(δ)
N∑
k=1

|ν|(Hk) = ωϕ(δ)|ν|(R((a, b])),

где ωϕ(δ) — модуль непрерывности функции ϕ. Мы получаем

J1 =

∫
ϕ(x)dν(x)− J3 + hn

(∏)
.

Далее оцениваем J2

|J2| < ωϕ(δ)
N∑
k=1

|µ|tn(Hk) = ωϕ(δ)|µ|tn(R((a, b])) ≤ ωϕ(δ)|µ|tn(B(0, b)) ≤ Cωϕ(δ)γ(b)bρ.

Последняя оценка следует из леммы 4. Таким образом, справедлива оценка

|(µtn , ϕ)−
∫
ϕ(x)dν(x)| ≤ |J2|+ |J3|+

∣∣∣hn (∏)∣∣∣ .
Из полученных оценок легко следует, что (λ, ϕ) = lim

n→∞
(µtn , ϕ) = (ν, ϕ).

Таким образом для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm) выполняется равенство (λ, ϕ) =
(ν, ϕ). Поскольку меры λ и ν не нагружают точку 0, то отсюда следует, что λ = ν.

Докажем теорему 3 из первой части работы [1].

Доказательство теоремы 3 ([1]). Из теоремы 1 следует, что Ft(Fr[µ]) = Fr[µ]. Поэтому
выполняется равенство Ftν = ν. Следовательно, ν(K(t, E)) = tρν(K(1, E)). Определим
борелевскую меру 4 на сфере S(0, 1) формулой 4(E) = ν(K(1, E)). Обозначим λ =
dtρ × 4. Меры λ и µ совпадают на множествах K(t, E), t ∈ (0,∞), E — борелевское
множество на сфере S(0, 1). Поэтому выполняется равенство ν = λ.

Лемма 11. Пусть µ — радонова мера в Rm, являющаяся мерой не выше чем нормаль-
ный тип относительно уточнённого порядка ρ(r). Пусть Fr[µ, ρ(r)] = {ν}. Тогда для
любой последовательности tn →∞ выполняется равенство lim

n→∞
µtn = ν.
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Доказательство. Допустим, что лемма не верна. Это означает, что найдётся функция
ϕ ∈ Φ(Rm), для которой выполняется соотношение limn→∞(µtn , ϕ) 6= (ν, ϕ). Это озна-
чает, что последовательность (µtn , ϕ) является либо расходящейся либо сходящейся,
но с пределом отличным от (ν, ϕ). Из этого, в свою очередь, следует, что у последо-
вательности tn есть подпоследовательность t(1)n такая, что последовательность (µ

t
(1)
n
, ϕ)

будет сходящейся с пределом отличным от (ν, ϕ). Поскольку из леммы 5 положительная
полутраектория меры µ есть компактное множество в пространствеM(Rm), то у после-
довательности t(1)n есть подпоследовательность t(2)n такая, что последовательность µ

t
(2)
n

будет сходящейся. Пусть λ = limn→∞ µt(2)n . Мера λ ∈ Fr[µ]. В силу условия леммы λ = ν.
Поэтому limn→∞(µ

t
(2)
n
, ϕ) = (ν, ϕ). Полученное противоречие доказывает лемму.

Предложение 11. Пусть µ — положительная борелевсккая мера в пространстве Rm

не выше чем нормального типа относительно уточнённого порядка ρ(r). Пусть выпол-
няется равенство Fr[µ, ρ(r)] = {ν}. Тогда мера µ имеет конусную (угловую) плотность.

Доказательство. По теореме 3 (из первой части работы) мера ν имеет вид ν = dtρ×4,
где 4 — положительная борелевская мера на сфере (окружности) S(0, 1). Пусть боре-
левское множество E ⊂ S(0, 1) измеримо по Жордану относительно меры 4. Имеем
∂K(1, E) = K(1, ∂E) ∪ E. Поэтому множество K(1, E) измеримо по Жордану относи-
тельно меры ν.

Пусть tn →∞ — произвольная последовательность. По лемме 11 µtn → ν. Из теоре-
мы 0.5 ([6]) или из теоремы 3.4 ([7]) следует, что

4(E) = ν(K(1, E)) = lim
n→∞

µtn(K(1, E)) = lim
n→∞

µ(K(tn, E))

V (tn)
.

Тем самым доказано, что мера µ имеет конусную (угловую) плотность 4.

Заметим, что предложение 11 для знакопеременных мер не верно. Это следует из
примера, приведенного в первой части работы.

3. Расстояние Хаусдорфа. Пусть (X, ρ) — метрическое пространство, M1, M2 —
подмножества X. Введём следующие величины

δ1 = sup{ρ(x,M2) : x ∈M1}, δ2 = sup{ρ(x,M1) : x ∈M2}, H(M1,M2) = max{δ1, δ2}.

ВеличинаH(M1,M2) называется расстоянием Хаусдорфа между множествамиM1 иM2.
На множестве компактов в X, расстояние Хаусдорфа является метрикой.
Пусть (M)ε = {x ∈ X : ρ(x,M) < ε} — открытая ε-окрестность множества M .
Выполняются соотношения δ1 = inf{ε > 0: M1 ⊂ (M2)ε}, δ2 = inf{ε > 0: M2 ⊂

(M1)ε}.
Нам потребуется следующее утверждение.

Предложение 12. Пусть (X, ρ) — метрический компакт. Для того, чтобы последова-
тельность компактов Mk ⊂ X сходилась в метрике Хаусдорфа к компакту M ⊂ X,
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

1) если xk такая последовательность точек, что xk ∈ Mnk , nk → ∞ и такая, что
x = lim

k→∞
xk, то x ∈M ;

2) если x ∈ M , то существует последовательность точек xn ∈ Mn такая, что x =
lim
n→∞

xn.
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Доказательство. Необходимость. Пусть M = limn→∞Mn и пусть xk ∈ Mnk , nk →
∞, x = limk→∞ xk. Имеем ρ(xk,M) ≤ supx∈Mnk

ρ(x,M) ≤ H(Mnk ,M). Поэтому во мно-
жестве M найдётся точка yk такая, что ρ(xk, yk) ≤ 2H(Mnk ,M). Поскольку M — ком-
пакт, то переходя, если нужно, к подпоследовательности можно считать, что выпол-
няется неравенство y = limk→∞ yk, где y ∈ M . Выполняется неравенство ρ(x, y) ≤
ρ(x, xk) + ρ(xk, yk) + ρ(yk, y) ≤ ρ(x, xk) + ρ(yk, y) + 2H(Mnk ,M). Отсюда следует, что
ρ(x, y) = 0, x = y ∈M . Условие 1) предложения доказано.

Пусть теперь x ∈M . Имеем

ρ(x,Mn) ≤ sup
y∈M

ρ(y,Mn) ≤ H(M,Mn).

Поэтому в множестве Mn найдётся точка такая xn, что ρ(x, xn) ≤ H(M,Mn). Таким
образом xn ∈Mn, x = lim

n→∞
xn. Доказательство части предложения в сторону необходи-

мости завершено.
Достаточность. Пусть выполняются условия 1) и 2) предложения. Покажем, что

выполняется соотношение

δ1,n = sup
x∈Mn

ρ(x,M)→ 0 (n→∞). (4)

Если это не так, то найдутся число δ > 0 и последовательность nk → ∞ такие, что
δ1,n > δ. Поэтому найдётся точка xnk ∈ Mnk такая, что ρ(xnk ,M) ≥ δ

2
. Поскольку X —

компакт, то переходя, если нужно к подпоследовательности, можно считать, что выпол-
няется равенство x = limk→∞ xnk . По условию 1) теоремы x ∈ M . Это противоречит
неравенству ρ(xnk ,M) ≥ δ

2
. Тем самым соотношение (4) доказано.

Докажем ещё, что выполняется соотношение

δ2,n = sup
x∈M

ρ(x,Mn)→ 0. (5)

Если это не так, то существуют число δ0 > 0 и последовательность nk → ∞ такие,
что для любого выполняется неравенство δ2,nk ≥ 4δ0. Из этого следует, что существует
точка xnk ∈M такая, что выполняется неравенство ρ(xnk ,Mnk) ≥ 2δ0.

Поскольку множествоM есть компакт, то переходя, если нужно к подпоследователь-
ности, можно считать, что выполняется равенство limk→∞ xnk = x ∈ M . Далее имеем
ρ(x,Mnk) ≥ ρ(xnk ,Mnk) − ρ(xnk , x) ≥ δ0 для всех k ≥ k1, где k1 — некоторые число, за-
висящее от δ0. Полученное неравенство противоречит условию 2) теоремы. Тем самым
соотношение (5) доказано. Из соотношений (4), (5) следует, что H(Mn,M)→ 0.

4. Периодические предельные множества для радоновых мер. Мы начнём с
вспомогательных утверждений.

Лемма 12. Пусть µ— радонова мера в Rm не выше чем нормального типа относительно
уточнённого порядка ρ и пусть Fr[µ] = Fr[µ, ρ(r)] — её предельное множество. Тогда

lim
t→∞

d(µt,Fr[µ]) = 0

Доказательство. Допустим, что лемма не верна. Тогда существуют число δ и после-
довательность tn →∞ (n→∞) такие, что выполняется неравенство

lim
n→∞

d(µtn ,Fr[µ]) ≥ δ. (6)
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Из леммы 5 следует, что существует подпоследовательность t(1)n последовательно-
сти tn такая, что µ

t
(1)
n
→ ν. Мера ν принадлежит множеству Fr[µ]. Это противоречит

неравенству (6).

Обозначим L(τ1, τ2) = {µt : τ1 ≤ t ≤ τ2} — дугу траектории меры µ.

Лемма 13. Пусть µ— радонова мера в Rm не выше чем нормального типа относительно
уточнённого порядка ρ(r) и пусть Fr[µ] = Fr[µ, ρ(r)] — её предельное множество. Тогда
для любых τ1 > 0 и ε > 0 существует число τ2 > τ1 такое, что выполняется соотношение

Fr[µ] ⊂ (L(τ1, τ2))ε .

Доказательство. Из теоремы 1 (из первой части работы) следует, что множество Fr[µ]
есть компакт в пространстве (M(Rm), d). Пусть {νk, k ∈ {1, . . . , N}} есть ε

3
-сеть для

множества Fr[µ]. Существует последовательность t(k)n → ∞ такая, что µ
t
(k)
n
→ νk (n →

∞). Пусть t(k)nk такое число, что выполняется соотношения: t(k)nk > τ1, d(µ
t
(k)
nk

, νk) <
ε
3
.

Тогда можно взять τ2 = max{t(k)k : k ∈ {1, . . . , N}}.

Обозначим черезM(ρ, σ) множество тех радоновых мер µ изM(Rm), для которых
выполняется неравенство: |µ|(B(0, r)) ≤ σrρ, r ∈ (0,∞).

Докажем теорему 4 из первой части.

Доказательство теоремы 4 ([1]). Из леммы 9 следует, что дополнительно можно пред-
положить, что ρ(r) ≡ ρ. Тогда имеем

σ = lim
r→∞

|µ|(B(0, r))

rρ
.

Поэтому существует число r0 > 0 такое, что при r ≥ r0 будет выполняться неравенство
|µ|(B(0, r)) ≤ (σ + 1)rρ.

Пусть µ1 — ограничение µ на множество CB(0, r0). Тогда для всех r > 0 будет
выполняться неравенство |µ1|(B(0, r)) ≤ (σ+1)rρ. Из леммы 3 следует, что Fr[µ] = Fr[µ1].

Поэтому, не ограничивая общности, в дальнейшем будет считать, что выполняются
условия:

1) ρ(r) ≡ ρ,
2) для любого r > 0 выполняется неравенство |µ|(B(0, r)) ≤ (σ + 1)rρ.
Пусть ν — некоторая мера из множества Fr[µ]. Существует последовательность

tk → ∞ такая, что выполняются условия µtk → ν, |µ|tk → ν̂, где ν̂ — некоторая по-
ложительная борелевская мера в Rm. Дополнительно можно считать, что выполняется
равенство ν̂(S(0, 1)) = 0. Если это не так, то меру ν следует заменить на меру ντ с
подходящим τ .

Построим теперь три последовательность rn, an, bn следующим образом. В каче-
стве r1 возьмём некоторое tk > 2. Далее положим a1 = 2r1. В качестве b1 возьмём такое
число b1 > a1, что будет выполняется соотношение Fr[µ] ⊂ (L(a1, b1))1. Из леммы 13 сле-
дует, что такие числа существуют. В качестве r2 возьмём такое tk, чтобы выполнялось
неравенство r2 ≥ 3b1.

Пусть мы уже определим rn. Тогда выбираем an = (n+1)rn. В качестве bn выбираем
такое число, чтобы выполнялись условия: bn > an, Fr[µ] ⊂ (L(an, bn)) 1

n
. Далее опреде-

ляем rn+1 как одно из чисел tk так, чтобы выполнялось неравенство rn+1 ≥ (n+ 2)bn.
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Тем самым последовательности rn, an, bn определены. Заметим, что rn есть подпо-
следовательность последовательности tk.

Теперь определим меру µn. Это периодическая мера порядка ρ, которая на множе-
стве R([rn, rn+1)) совпадает с мерой µ и имеет период Tn = rn+1

rn
> 6.

Пусть r > 0 и в остальном произвольно. Пусть k0 — наибольшее из целых чисел,
для которых выполняется неравенство T k0n rn+1 < r. Имеем

|µn|(C(0, r)) =

k0∑
k=−∞

|µn|(R([T kn rn, T
k+1
n rn))) + |µn|(R([T k0+1

n rn, r))) =

=

k0∑
k=−∞

T kρn |µ|(R([rn, rn+1)) + T (k0+1)ρ
n |µ|

(
R
([
rn,

r

T k0+1
n

)))
.

Справедливы неравенства

|µ|([rn, rn+1)) ≤ (σ + 1)rρn+1, |µ|
(
R
([
rn,

r

T k0+1
n

)))
≤ (σ + 1)

rρ

T
(k0+1)ρ
n

.

Из этого следует, что

|µn|(C(0, r)) ≤ (σ + 1)rρn+1

k0∑
k=−∞

T kρn + (σ + 1)rρ = (σ + 1)rρn+1

T k0ρn

1− 1
T ρn

+

+(σ + 1)rρ ≤ σ + 1

1−
(
1
6

)ρ rρn+1

(
r

rn+1

)ρ
+ (σ + 1)rρ = (σ + 1)rρ

2 · 6ρ

6ρ − 1
.

Обозначим σ1 = (σ + 1) 2·6ρ
6ρ−1 .

Мы доказали, что любая мера µn принадлежит классуM(ρ, σ1). Осталось доказать
равенство

Fr[µ] = H lim
n→∞

Fr[µn]. (7)

Имеем для любого r > 0

|µn|t(B(0, r)) =
|µn|(B(0, tr))

tρ
≤ σ1t

ρrρ

tρ
= σ1r

ρ,

|µ|t(B(0, r)) =
|µ|(B(0, tr))

tρ
≤ (σ + 1)tρrρ

tρ
= (σ + 1)rρ.

Поэтому множества D1 = {(µn)t : n ∈ {1, 2, . . .}, t ∈ (0,∞)}, D2 = {µt : t ∈ (0,∞)}
являются сильно ограниченным, а значит по предложению 2 и компактными множе-
ствами в пространствеM(Rm). Так как из широкой сходимости следует сходимость в
пространстве (M(Rm), d), то множество X = D1 ∪D2 является компактом в метриче-
ском пространстве (M(Rm), d). Следовательно, пространство (X, d) есть метрический
компакт.

Система отображений Ft, t ∈ (0,∞) есть динамическая система в пространстве
(X, d).

Как следует из предложения 12 для доказательства равенства (7) достаточно дока-
зать, что выполняются условия 1), 2) этого предложения.
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Пусть λn ∈ Fr[µk(n)], где k(n) → ∞ и пусть λn → α. Поскольку λn ∈ Fr[µk(n)], то из
замечания к предложению 10 следует, что λn =

(
µk(n)

)
τk(n)

, где τk(n) ∈ [rk(n), rk(n)+1). Не
ограничивая общности, можно считать, что выполняется одно из трёх условий:

А) lim
n→∞

τk(n)
rk(n)

=∞, lim
n→∞

τk(n)
rk(n)+1

= 0;

Б) lim
n→∞

τk(n)
rk(n)

= q1 ∈ (1,∞);

В) lim
n→∞

τk(n)
rk(n)+1

= q2 ∈ (0, 1].

Пусть ϕ— произвольная функция из пространства Φ0(Rm) и пусть supp ϕ ⊂ R([a, b]).
Дополнительно можно считать, что a ∈ (0, 1), b ∈ (1,∞).

Предположим, что выполняется условие А). Имеем

(λn, ϕ) =
1

τ ρk(n)

∫
R([aτk(n),bτk(n)])

ϕ

(
x

τk(n)

)
dµτk(n)(x). (8)

Из условия А) следует, что для всех достаточно больших n выполняется соотношение.

R([aτk(n), bτk(n)]) ⊂ R([rk(n), rk(n)+1)).

На множестве R([rk(n), rk(n)+1)) меры µk(n) и µ совпадают. Поэтому существует число n0

такое, что при n ≥ n0 выполняется равенство

(λn, ϕ) =
1

τ ρk(n)

∫
R([aτk(n),bτk(n)])

ϕ

(
x

τk(n)

)
dµ(x) = (µτk(n) , ϕ). (9)

Из леммы 5 следует, что у последовательности τk(n), n ≥ n0 есть подпоследователь-
ность τk(n(j)) такая, что µτk(n(j)) → β (j →∞), где β некоторая мера из Fr[µ]. Беря в ра-
венстве (9) n = n(j) и переходя к пределу при j →∞, получим равенство (α, ϕ) = (β, ϕ).
Таким образом для любого ϕ ∈ Φ0(Rm) выполняется равенство (α, ϕ) = (β, ϕ). Так как
меры α и β не нагружают нуля, то отсюда следует, что α = β.

Мы доказали, что если выполняется условие А), то мера α ∈ Fr[µ].
Предположим теперь, что выполняется условие Б). В этом случае можно считать,

что выполняется неравенство aτk(n) < rk(n). Тогда равенство (8) можно переписать в
виде

(λn, ϕ) =
1

τ ρk(n)

∫
R([aτk(n),rk(n)))

ϕ

(
x

τk(n)

)
dµk(n)(x) +

1

τ ρk(n)

∫
R([rk(n),bτk(n)])

ϕ

(
x

τk(n)

)
dµk(n)(x). (10)

Так как мера µk(n) имеет период Tk(n), то выполняется равенство

1

τ ρk(n)

∫
R([aτk(n),rk(n)))

ϕ

(
x

τk(n)

)
dµk(n)(x) =

1

τ ρk(n)

∫
R([aτk(n),rk(n)))

ϕ

(
x

τk(n)

)
d
(
µk(n)

)
Tk(n)

(x) =

=
1(

τk(n)Tk(n)
)ρ ∫

R([aτk(n)Tk(n),rk(n)+1))

ϕ

(
x

τk(n)Tk(n)

)
dµk(n)(x).

Существует число n1 такое, что при n ≥ n1 выполняются соотношения

R([aτk(n)Tk(n), rk(n)+1)) ⊂ R([rk(n), rk(n)+1)),

R([rk(n), bτk(n))) ⊂ R([rk(n), rk(n)+1)).
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Так как на множестве R([rk(n), rk(n)+1)) меры µk(n) и µ совпадают, то равенство (10)
можно записать при n ≥ n1 в виде

(λn, ϕ) =
1(

τk(n)Tk(n)
)ρ ∫

R([aτk(n)Tk(n),rk(n)+1))

ϕ

(
x

τk(n)Tk(n)

)
dµ(x)+

+
1

τ ρk(n)

∫
R([rk(n),bτk(n)))

ϕ

(
x

τk(n)

)
dµ(x) =

(
rk(n)
τk(n)

)ρ ∫
R

([
a
τk(n)
rk(n)

,1

)) ϕ
(
x
rk(n)
τk(n)

)
dµrk(n)+1

(x)+

+

(
rk(n)
τk(n)

)ρ ∫
R

([
1,b

τk(n)
rk(n)

)) ϕ
(
x
rk(n)
τk(n)

)
dµrk(n)(x). (11)

Учитывая, что supp ϕ ⊂ R([a, b]) равенство (11) при n ≥ n1 можно переписать в виде

(λn, ϕ) =

(
rk(n)
τk(n)

)ρ ∫
C(0,1)

ϕ

(
x
rk(n)
τk(n)

)
dµrk(n)+1

(x) +

(
rk(n)
τk(n)

)ρ ∫
R([1,b1))

ϕ

(
x
rk(n)
τk(n)

)
dµrk(n)(x), (12)

где b1 — некоторое достаточно большое число. Далее преобразовываем формулу (12).
Имеем

(λn, ϕ) =
1

qρ1

∫
C(0,1)

ϕ

(
x

q1

)
dµrk(n)+1

(x) +
1

qρ1

∫
R([1,b1))

ϕ

(
x

q1

)
dµrk(n)(x) + h1,n + h2,n, (13)

h1,n =

∫
C(0,1)

((rk(n)
τk(n)

)ρ
ϕ
(
x
rk(n)
τk(n)

)
− 1

qρ1
ϕ
( x
q1

))
dµrk(n)+1

(x),

h2,n =

∫
R([1,b1))

((rk(n)
τk(n)

)ρ
ϕ
(
x
rk(n)
τk(n)

)
− 1

qρ1
ϕ
( x
q1

))
dµrk(n)(x).

Далее, справедлива оценка

|h2,n| ≤ sup
x∈R([1,b1))

∣∣∣∣(rk(n)τk(n)

)ρ
ϕ

(
x
rk(n)
τk(n)

)
− 1

qρ1
ϕ

(
x

q1

)∣∣∣∣ (σ + 1)bρ1.

Из этой оценки следует, что lim
n→∞

h2,n = 0. Аналогично получаем, что lim
n→∞

h1,n = 0.
Тогда равенство (13) можно записать в виде

(λn, ϕ) =

∫
ϕ1(x)dµr(n)+1(x) +

∫
ϕ2(x)dµr(n)(x) + o(1). (14)

Поскольку rn есть подпоследовательность последовательности tk, то µrk(n) → ν,
µrk(n)+1

→ ν (n → ∞). Функции ϕ1(x) и ϕ2(x) — непрерывные финитные функции
на множестве Rm \ C(0, a). По предложению 9 выполняются равенства

lim
n→∞

∫
ϕ1(x)dµrk(n)+1

=

∫
ϕ1(x)dν(x), lim

n→∞

∫
ϕ2(x)dµrk(n) =

∫
ϕ2(x)dν(x).

Переходя в равенстве (14) к пределу при n→∞ получим равенство

(α, ϕ) =

∫
(ϕ1(x) + ϕ2(x))dν(x) =

1

qρ1

∫
ϕ

(
x

q1

)
dν(x) = (νq1 , ϕ).
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Мы доказали, что для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm) выполняется равенство (α, ϕ) =
(νq1 , ϕ). Поскольку меры α и νq1 не нагружают нуля, то отсюда следует, что λ = νq1 ∈
Fr[µ]. Таким образом, если выполняется условие Б), то мера λ ∈ Fr[µ].

Аналогично доказывается, что если выполняется условие В), то λ ∈ Fr[µ]. Тем самым
доказано, что условие 1) предложения 12 выполняется.

Далее покажем, что выполняется условие 2) предложения 12. Пусть λ — прои-
звольная мера из множества Fr[µ]. Поскольку Fr[µ] ⊂ (L[an, bn]) 1

n
, то существует точка

tn ∈ [an, bn] такая, что d(λ, µtn) < 1
n
. Поэтому λ = d lim

n→∞
µtn . Из предложения 5 сле-

дует, что последовательность µtn широко сходится к мере λ. Пусть ϕ — произвольная
функция из пространства Φ0(Rm), supp ϕ ⊂ R([a, b]). Имеем

(λ, ϕ) = lim
n→∞

(µtn , ϕ) = lim
n→∞

1

tρn

∫
R([atn,btn])

ϕ

(
x

tn

)
dµ(x).

Существует число n2 такое, что при n ≥ n2 будет выполняться соотношение

R([atn, btn]) ⊂ R([rn, rn+1)).

На множестве R([rn, rn+1)) меры µ и µn совпадают. Поэтому

(λ, ϕ) = lim
n→∞

1

tρn

∫
ϕ

(
x

tn

)
dµ(x) = lim

n→∞
((µn)tn , ϕ).

Из леммы 6 следует, что (µn)tn → λ. Поскольку мера µn является периодической, то
(µn)tn ∈ Fr[µn].

Тем самым условие 2) из предложения 12 выполняется. Из сказанного следует спра-
ведливость равенства (7).

Докажем теорему 5 из первой части.

Доказательство теоремы 5 ([1]). Докажем сначала теорему при предположении, что
ρ(r) ≡ ρ. Из предложения 12 следует, что множество мер {(µn)t : n ∈ {1, 2, . . .}, t ∈
(0,∞)} компактно в метрическом пространстве M(Rm). Поэтому замыкание X этого
множества в метрическом пространстве (M(Rm), d) есть компакт в этом пространстве.
Мы будем рассматривать динамическую систему Ft, t ∈ (0,∞) на метрическом компа-
кте (X, d).

Поскольку µn — компактная последовательность в пространствеM(Rm), то перехо-
дя, если нужно к подпоследовательности, можно считать, что выполняются равенства
lim
n→∞

µn = λ, lim
n→∞

|µn| = λ̂. Кроме того дополнительно можно считать, что λ̂(C(0, 1)) = 0.
Из предложения 12 следует, что λ ∈ M . Отметим ещё, что компакт M инвариантен
относительно преобразования Ft.

Если Tn > 1 — период меры µn, то при любом натуральном k число T kn также будет
периодом µn. Поэтому, не ограничивая общности, можно считать, что lim

n→∞
Tn =∞.

Далее построим три последовательности rn, mn, jn следующим образом. Возьмём
r1 = T1, j1 = 1. В качестве r2 возьмём число r2 = T j22 , причём натуральное число j2
выберем так, чтобы выполнялись такие условия:

1. j2 ≥ 2;
2. r2 ≥ r21;
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3. существует натуральное число m1 такое, что T
m1
1

T
j2
2

∈
(
1
2
, 3
2

)
.

Как следует из теоремы 5, глава 1, [9] для любого θ > 0 существуют последователь-
ности qn →∞, pn →∞ натуральных чисел такие, что выполняется неравенство∣∣∣∣θ − pn

qn

∣∣∣∣ < 1√
5q2n

, n ∈ {1, 2, . . .}.

Применим это неравенство к числу θ = lnT2
lnT1

и перепишем его в эквивалентном виде

T
−1√
5pnqn

1 <
T pn1
T qn2

< T
1√

5pnqn
1 .

Из сказанного следует существование чисел m1 и j2 с перечисленными для них свой-
ствами.

Пусть мы уже определили числа r1, . . . , rn,m1, . . . ,mn, j1, . . . , jn. Далее положим
rn+1 = T

jn+1

n+1 , где натуральное число jn+1 выберем так, чтобы выполнялись такие усло-
вия:

1. jn+1 ≥ n+ 1;
2. rn+1 ≥ r2n;
3. Существует натуральное число mn такое, чтобы выполнялось соотношение

Tmnn

T
jn+1

n+1

∈
(

1− 1

n+ 1
, 1 +

1

n+ 1

)
.

Из уже цитировавшейся теоремы 5 ([9, глава 1]) следует, что числа mn и jn+1 с пере-
численными выше свойствами существует. Тем самым процесс построения последова-
тельностей rn, mn, jn описан.

Выполняются следующие условия:
i1) mn и jn — это последовательности натуральных чисел;
i2) выполняется неравенство jn ≥ n;
i3) выполняется равенство rn = T knn ;
i4) выполняется неравенство rn+1 ≥ r2n;
i5) выполняется соотношение Tmnn

T
jn+1
n+1

∈
(
1− 1

n+1
, 1 + 1

n+1

)
.

Определим теперь радонову меру µ в Rm следующим образом. Ограничение на шар
(круг) C(0, r1) есть нулевая мера. Ограничения мер µ и µn на шаровой слой (кольцо)
R([rn, rn+1)) совпадают.

Пусть r ∈ [rn, rn+1). Имеем

|µ|(B(0, r)) =
k−1∑
n=1

|µ| (R([rn, rn+1)) + |µ|(R([rk, r])) =

=
k−1∑
n=1

|µn| (R([rn, rn+1)) + |µk|(R([rk, r])) ≤ σ
k−1∑
n=1

rρn+1 + σrρ.

Из неравенства rn+1 ≥ r2n следует, что при n достаточно больших rρn ≤ 1
2
rρn+1. Из этого, в

свою очередь следует существование постоянной C такой, что для любого натурального
k будет выполняться неравенство

∑k
n=1 r

ρ
n ≤ Crρk. Поэтому |µ|(B(0, r)) ≤ σMrρk + σrρ ≤

σ(M + 1)rρ.

Мы получим, что для любого r > 0 выполняется неравенство |µ|(B(0, r)) ≤ σ1r
ρ, где

σ1 = σ(M + 1). Это означает, что µ ∈M(ρ, σ1).
Теперь докажем, что имеет место равенство Fr[µ, ρ] = M. Пусть ν ∈ Fr[µ]. Тогда

существует последовательность tk →∞ такая, что µtk → ν. Не ограничивая общность,
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можно считать, что на каждом полуинтервале [rn, rn+1) лежит не более чем одна точка
tk. Пусть tk ∈ [rn(k), rn(k)+1). Дополнительно можно считать, что выполняется одно из
трёх условий:

lim
k→∞

tk
rn(k)

=∞, lim
k→∞

tk
rn(k)+1

= 0, (15)

lim
k→∞

tk
rn(k)

= q1 ∈ [1,∞), (16)

lim
k→∞

tk
rn(k)+1

= q2 ∈ [0, 1). (17)

Пусть ϕ — произвольная функция из пространстве Φ0(Rm) и пусть supp ϕ содержи-
тся в R([a, b]). Можно считать, что a ∈ (0, 1), b ∈ (1,∞). Имеем

(ν, ϕ) = lim
k→∞

(µtk , ϕ) = lim
k→∞

1

tρk

∫
R([atk,btk])

ϕ

(
x

tk

)
dµ(x). (18)

Предположим, что выполняется условие (15). Тогда для всех достаточно больших k
выполняется соотношение R([atk, btk]) ⊂ R([rn(k), rn(k)+1)).

На множестве R([rn(k), rn(k)+1)) меры µ и µn(k) совпадают. Тогда из равенства (18)
следует, что

(ν, ϕ) = lim
k→∞

((µn(k))tk , ϕ) (19)

Имеем |(µn(k))tk |(B(0, ε)) =
|µnk |(B(0,tkε))

tρk
≤ σερ. Равенство (19) выполняется для любой

функции ϕ ∈ Φ0(Rm). Из леммы 7 следует, что

ν = lim
k→∞

(µn(k))tn .

Из предложения 12 следует, что ν ∈ M . Мы показали, что если выполняется условие
(15), то ν ∈M .

Предположим теперь, что выполняется условие (17). В этом случае, не ограничивая
общности, можно считать, что выполняется неравенство btk > rn(k)+1. Из равенства (18)
следует, что

(ν, ϕ) = lim
k→∞

1

tρk

∫
R([atk,rn(k)+1))

ϕ

(
x

tk

)
dµ(x) + lim

k→∞

1

tρk

∫
R([rn(k)+1,btk])

ϕ

(
x

tk

)
dµ(x). (20)

Для всех достаточно больших k выполняются соотношения

R([atk, rn(k)+1)) ⊂ R([rn(k), rn(k)+1)), R([rn(k)+1, btk]) ⊂ R([rn(k)+1, rn(k)+2))

Поэтому равенство (20) можно переписать в виде

(ν, ϕ) = lim
k→∞

1

tρk

∫
C(0,rn(k)+1)

ϕ

(
x

tk

)
dµn(k)(x)+

+ lim
k→∞

1

tρk

∫
CB(0,rn(k)+1)

ϕ

(
x

tk

)
dµn(k)+1(x) = lim

k→∞
(J1,k + J2,k). (21)
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Имеем

J2,k =
rρn(k)+1

tρk

∫
CB(0,1)

ϕ

(
x
rn(k)+1

tk

)
d(µn(k)+1)rn(k)+1

(x).

Так как число rn(k)+1 является периодом меры µn(k)+1, то выполняется равенство(
µn(k)+1

)
rn(k)+1

= µn(k)+1.

Таким образом, так как q2rn(k)+1

tk
→ 1, а массы мер µn(k)+1 равномерно ограничены на

носителе функции ϕ, то можно в интеграле заменить rn(k)+1

tk
на 1

q2
.

Итак
J2,k =

1

qρ2

∫
CB(0,1)

ϕ

(
x

q2

)
µn(k)+1(x).

Обозначим ϕ2(x) =

{
0, ‖x‖ < 1
1
qρ2
ϕ
(
x
q2

)
, ‖x‖ ≥ 1.

Тогда J2,k =
∫
ϕ2(x)dµn(k)+1(x). По пре-

дложению 9, lim
k→∞

J2,k =

∫
ϕ2(x)dλ(x). Далее находим

J1,k =
rρn(k)+1

tρk

∫
C(0,1)

ϕ

(
x
rn(k)+1

tk

)
d(µn(k))rn(k)+1

(x).

Так как Tn(k) есть период меры µn(k), то рассуждая как и выше, имеем

(µn(k))rn(k)+1
= (µn(k))rn(k)

rn(k)+1
rn(k)

= (µn(k)) rn(k)+1
rn(k)

.

По условию i5 следует, что βk =
rn(k)+1

rn(k)
= T

jn(k)+1

n(k)+1

/
T
jn(k)
n(k) → 1 (k →∞). Следовательно,

J1,k =
1

qρ2

∫
C(0,1)

ϕ

(
x

q2

)
d(µn(k))βk(x) =

1

qρ2β
ρ
k

∫
C(0,βk)

ϕ

(
x

q2βk

)
dµn(k)(x).

Представим J1,k в виде J1,k = J3,k + J4,k + J5,k, где

J3,k =
1

qρ2

∫
C(0,1)

ϕ

(
x

q2

)
dµn(k)(x), J4,k =

∫
C(0,1)

(
1

qρ2β
ρ
2

ϕ

(
x

q2βk

)
− 1

qρ2
ϕ

(
x

q2

))
dµn(k)(x),

J5,k =


∫
C(0,βk)\C(0,1)

1
qρ2β

ρ
2
ϕ
(

x
q2βk

)
dµn(k)(x), если βk ≥ 1,

−
∫
C(0,1)\C(0,βk)

1
qρ2β

ρ
2
ϕ( x

q2βk
)dµn(k)(x), если βk ≤ 1.

Обозначим

ϕ1(x) =

{
1
qρ2
ϕ
(
x
q2

)
, если ‖x‖ < 1,

0, если ‖x‖ ≥ 1.

Тогда J3,k =
∫
ϕ1(x)dµn(k)(x). По предложению 9, lim

k→∞
J3,k =

∫
ϕ1(x)dλ(x). Справедлива

оценка

|J4,k| ≤ max
‖x‖≤1

∣∣∣∣ 1

qρ2β
ρ
2

ϕ

(
x

q2βk

)
− 1

qρ2
ϕ

(
x

q2

)∣∣∣∣ |µn(k)|(B(0, 1)).
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Так как |µn(k)|(B(0, 1)) ≤ σ, то lim
k→∞

J4,k = 0.

Пусть ε > 0. Тогда для всех достаточно больших k выполняется неравенство

|J5,k| ≤
1

qρ2β
ρ
2

‖ϕ‖|µn(k)|(R([1− ε, 1 + ε]).

Если число ε таково, что выполняются равенства λ̂(S(0, 1−ε)) = 0, λ̂(S(0, 1+ε)) = 0,
тогда из предложению 7 следует, что

lim
k→∞
|µn(k)|(R([1− ε, 1 + ε])) = λ̂(R([1− ε, 1 + ε])).

Так как λ̂(S(0, 1)) = 0, то lim
ε→0

λ̂(R([1− ε, 1 + ε])) = 0.
Из сказанного легко следует, что lim

k→∞
J5,k = 0.

Теперь равенство (21) переписывается в виде

(ν, ϕ) =

∫
(ϕ1(x) + ϕ2(x))dλ(x) =

1

qρ2

∫
ϕ

(
x

q2

)
dλ(x) = (λq2 , ϕ). (22)

Равенство (22) выполняется для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm). Так как ν({0}) = 0,
λ({0}) = 0, то отсюда следует, что ν = λq2 . Так как λq2 ∈ M , то ν ∈ M . Мы доказали,
что если выполняется условие (17), то ν ∈M .

Аналогично доказывается, что если выполняется условие (16), то ν ∈ M . Таким
образом в любом случае ν ∈M . Мы доказали соотношение Fr[µ] ⊂M .

Пусть теперь ν ∈ M . По предложению 12 существует последовательность мер νn ∈
Fr[µn] такая, что ν = lim

n→∞
νn.

Имеем rn = T jnn , rn+1 = T
jn+1

n+1 . Так как выполняется неравенство rn+1 ≥ r2n, то
rn+1 ≥ T 2jn

n . При n ≥ 3 выполняется соотношение jn + 3 ≤ 2jn. Поэтому при n ≥ 3
выполняется соотношение R ([T jn+1

n , T jn+3
n ]) ⊂ R([rn, rn+1)).

Мера νn имеет вид νn = (µn)tn . Как следует из замечания к предложению 10 можно
считать, что tn ∈ [T jn+1

n , T jn+2
n ] . Пусть ϕ — произвольная функция из пространства

Φ0(Rm). Имеем при подходящих a, b

(νn, ϕ) =
1

tρn

∫
R([atn,btn])

ϕ

(
x

tn

)
dµn(x). (23)

При всех достаточно больших n выполняется соотношение R([atn, btn]) ⊂ R([rn, rn+1)).
На множестве R([rn, rn+1)) функции µn и µ совпадают. Поэтому равенство (23) можно
переписать в виде

(νn, ϕ) = (µtn , ϕ). (24)

Существует подпоследовательность натуральных чисел n(k) такая, что µtn(k) → α,
где α — некоторая мера из множества Fr[µ]. Беря в равенстве (24) n = n(k) и переходя
к пределу при k → ∞ получим равенство (ν, ϕ) = (α, ϕ). Это равенство выполняется
для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm). Поскольку меры ν и α не нагружают нуля, то из этого
равенства следует, что ν = α. Мы доказали включение M ⊂ Fr[µ], а вместе с ним и
теорему для случая ρ(r) ≡ ρ.

В общем случае теорема следует из доказанного и леммы 9.
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5. Цепная рекурентность. Пусть Φt, t ∈ (0,∞) — динамическая система в метри-
ческом пространстве (X, d). Последовательность p0 = p, p1, . . . , pk = q точек из X на-
зывается (ω, ε)-цепью, соединяющей точки p и q, если существует последовательность
tl, l ∈ {0, . . . , k − 1} такая, что tl ≥ ω и d(Φtlpl, pl+1) < ε.

Динамическая система Φt в метрическом пространстве (X, d) называется цепной
рекурентностью, если для любых точек p и q изX и для любых ω > 0 и ε > 0 существует
(ω, ε)-цепь, соединяющая точки p и q.

Предложение 13. Пусть Φt — динамическая система в метрическом пространстве
(X, d), является цепной рекурентностью, и пусть qn — произвольная последовательность
точек из X. Тогда существуют последовательность pn точек из X и последовательности
ωn > 0, αn > 0, εn > 0 такие, что выполняются условия:

1) qn — подпоследовательность последовательности pn;
2) αn ≤ 1

2
, lim
n→∞

αn = 0;
3) ωn ≥ 2, lim

n→∞
ωn =∞;

4) d(Φωnpn,Φαn+1pn+1) < εn, lim
n→∞

εn = 0.

Доказательство. Для любого k ∈ {1, 2, . . .} рассмотрим набор {τk = 1
4k
, Tk = 4k, γk =

4k, δk = 1
4k
}. Поскольку динамическая система Φt является цепной рекурентностью, то

для любого k ≥ 1 найдутся целое число lk ≥ 1, последовательность чисел tk(s), s ∈
{0, . . . , lk − 1} такая, что tk(s) ≥

√
Tk, последовательность точек из X rk(s), s ∈

{0, . . . , lk} такая, что d(Φtk(s)rk(s), rk(s + 1)) < τk, s ∈ {0, . . . , lk − 1}, rk(0) = Φγkqk,
rk(lk) = Φδkqk+1.

Далее образуем следующие последовательности.
1. νn : ν1 = 1, νn+1 = νn + ln + 1.
2. εj : εj = τn при j ∈ {νn, . . . , νn+1 − 1}.
3. αj : ανn = 1

4n
, αj = 1√

tn(s)
, если j = νn + s+ 1, s ∈ {0, . . . , ln − 1}.

4. ωj : ωνn = 4n, ωj =
√
tn(s), если j = νn + s+ 1, s ∈ {0, . . . , ln − 1}.

5. pj : pνn = qn, pj = Φ√
tn(s)

rn(s), j = νn + s+ 1, s ∈ {0, . . . , ln − 1}.
Проверим, что для любого j ≥ 1 выполняется неравенство

d(Φωjpj,Φαj+1
pj+1) < εj. (25)

Пусть j = νn. Имеем ωj = 4n = γn, pj = qn, Φωjpj = Φγnqn = rn(0). Далее находим
pj+1 = Φ√

tn(0)
rn(0), αj+1 = 1√

tn(0)
, Φαj+1

pj+1 = rn(0).

Тем самым неравенство (25) при j = νn доказано.
Пусть теперь j = νn + s+ 1, s ∈ {0, . . . , ln − 1}. Имеем

pj = Φ√
tn(s)

rn(s), ωj =
√
tn(s), Φωjpj = Φtn(s)rn(s),

pj+1 = Φ√
tn(s+1)

rn(s+ 1), αj+1 =
1√

tn(s+ 1)
, Φαj+1

pj+1 = rn(s+ 1).

Поэтому пользуясь определением величин tn(s), rn(s), τn, εj получаем

d(Φωjpj,Φαj+1
pj+1) = d(Φtn(s)rn(s), rn(s+ 1)) < τn = εj.

Тем самым неравенство (25) выполняется для любого j. Для последовательностей pn,
ωn, αn, εn выполняются все условия предложения.
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Пусть αn ∈ (0, 1
2
] — последовательность, сходящаяся к нулю, ωn ∈ [2,∞) — по-

следовательность, сходящаяся к бесконечности. Образуем ещё две последовательно-
сти τn и σn следующим образом: τ1 = 1, σn = ωnτn, τn+1 = σn

αn+1
. Заметим, что

τn+1 = ωn
αn+1

τn, σn+1 = ωn+1

αn+1
σn.

Лемма 14. Пусть χ(t) — бесконечно дифференцируемая функция на оси (−∞,∞) со
значениями из сегмента [0, 1], которая убывает на полуоси [0,∞). Пусть, кроме того
выполняются условия χ(t) = 1 при t ∈ [−1, 1] и χ(t) = 0 при |t| ≥ 2. Пусть αn и ωn
— две последовательности, удовлетворяющие сформулированным выше условиям, а τn
и σn — две последовательности, построенные с помощью последовательностей αn и ωn
указанным выше способом.

Пусть χn(t) = χ( t
σn

), ψ1(x) = χ1(‖x‖), ψn(x) = χn(x) − χn−1(x), n ≥ 2. Тогда
выполняются следующие утверждения:

1) ψn(x) — бесконечно дифференцируемая функция,
2) ψn(x) ∈ [0, 1]для любого x ∈ Rm,

3)
∞∑
n=1

ψn(x) = 1, x ∈ Rm,

4) ψn(x) = 1, если ‖x‖ ∈ [2σn−1, σn], n ≥ 2,
5) supp ψn ⊂ {x ∈ Rm : σn−1 ≤ ‖x‖ ≤ 2σn}, n ≥ 2,
6) supp ψn2 ∩ supp ψn1 = ∅, если |n2 − n1| ≥ 2,
7) существует постоянная C такая, что для любого n ≥ 1 выполняется неравенство

‖ grad ψn(x)‖ ≤ C/‖x‖.

Доказательство. Утверждение 1) очевидно. Функция χn(x) равна 1 в шаре B(0, σn) в
то время как χn−1(x) ≤ 1. Поэтому в шаре B(0, σn) выполняется неравенство ψn(x) ≥ 0.
Если ‖x‖ > σn, то χn−1(x) = 0. Поэтому неравенство ψn(x) ≥ 0 выполняется во всём
пространстве Rm. Неравенство ψn(x) ≤ 1 следует из того, что χ(t) убывающая на (0,∞)
и σn > σn−1. Тем самым утверждение 2) доказано. Так как χn−1(x) = 0 при ‖x‖ ≥ 2σn−1,
то ψn(x) = 1, если ‖x‖ ∈ [2σn−1, σn]. Тем самым утверждении 4) доказано. Если ‖x‖ ≥
2σn, то χn(x) = 0, χn−1(x) = 0. Если ‖x‖ ≤ σn−1, то χn(x) = 1, χn−1(x) = 1. Тем самым
утверждение 5) доказано. Утверждение 6) следует из утверждения 5). Далее,

k∑
n=1

ψn(x) = χk(x).

В шаре B(0, σk) выполняется равенство χk(x) = 1. Отсюда следует утверждение 3.
Далее имеем

∂

∂xj
χ

(
‖x‖
σn

)
= χ′

(
‖x‖
σn

)
xj
‖x‖
‖x‖
σn

1

‖x‖
.

Первая часть можем быть отлична от нуля только если выполняются неравенства σn ≤
‖x‖ ≤ 2σn. Из этого следует утверждение 7) леммы.

Докажем теорему 6 из первой части.

Доказательство теоремы 6 ([1]). Вначале предположим, что ρ(r) ≡ ρ. Поскольку M
— компакт, то в M существует счётная всюду плотная последовательность qn. По пре-
дложению 13 существуют последовательности pn ∈ M, ωn > 0, αn > 0, εn > 0, обла-
дающие свойствами, перечисленными в этом предложении. Пусть τn и σn — последова-
тельности построенные с помощью последовательностей ωn и αn по способу, описанному
в тексте перед леммой 14. Пусть ψn(x) — последовательность из леммы 14. Обозначим
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µ =
∞∑
n=1

ψn(x)F 1
τn
pn.

Нетрудно видеть, что µ ∈ M(ρ, σ). Докажем, что Fr[µ, ρ] = M . Обозначим Hn =
Fτnµ− pn.

Пусть ϕ — произвольная функция из пространства Φ0(Rm), supp ϕ ⊂ R([a, b]). Име-
ем

(Fτnµ, ϕ) =
1

τ ρn

∫
R([aτn,bτn])

ϕ

(
x

τn

)
dµ(x) =

1

τ ρn

∫
R([aτn,bτn])

ϕ

(
x

τn

)
d
( ∞∑
k=1

ψkF 1
τk

pk

)
(x). (26)

Из леммы 14 следует, что выполняются соотношения supp ψk ⊂ R([σk−1, 2σk]),
ψk(x) = 1 при x ∈ [2σk−1, σk]. Если k ≤ n− 1, то для всех достаточно больших n будет
выполняться неравенство 2σk < aτn = aσn−1

αn
. Если k ≥ n + 1, то для всех достаточно

больших n будет выполняться неравенство bτn < 2σk−1 ≤ 2σn = 2ωnτn . Поэтому сумму
в правой части неравенства (26) можно заменить на ψn(x)F 1

τn
pn. Кроме того ψn(x) = 1

при x ∈ R([aτn, bτn]). Мы получим

(Fτnµ, ϕ) =
1

τ ρn

∫
ϕ

(
x

τn

)
d
(
F 1
τn
pn

)
(x) = (pn, ϕ), n ≥ n1. (27)

Пусть ν — произвольная мера из M . Поскольку последовательность pn всюду пло-
тная в M , то существует последовательность n = n(j) такая, что limj→∞ pn(j) = ν.
Теперь из (27) следует, что (ν, ϕ) = limj→∞(µτn(j) , ϕ).

Это равенство выполняется для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm). Поскольку мера ν не
нагружает точку ноль, то из этого равенства и леммы 6 следует, что

ν = lim
j→∞

µτn(j) ∈ Fr[µ].

Мы доказали включение M ⊂ Fr[µ]. Теперь будем доказывать включение Fr[µ] ⊂M .
Пусть ν ∈ Fr[µ]. Тогда существует последовательность tn →∞ такая, что

ν = lim
n→∞

Ftnµ = lim
n→∞

µtn .

Не ограничивая общность, можно считать, что на любом сегменте [σk, σk+1] находится
не более одной точки tn. Пусть tn ∈ [σk(n)−1, σk(n)]. Дополнительно можно считать, что
выполняется одно из трёх условий

lim
n→∞

tn
σk(n)−1

=∞, lim
n→∞

tn
σk(n)

= 0, (28)

lim
n→∞

tn
σk(n)−1

= a1 ∈ [1,∞), (29)

lim
n→∞

tn
σk(n)

= a2 ∈ (0, 1]. (30)

Пусть ϕ — произвольная функция из пространства Φ0(Rm) и supp ϕ ⊂ R([a, b]).
Тогда

(µtn , ϕ) =
1

tρn

∫
R([atn,btn])

ϕ
( x
tn

)
d
( ∞∑
k=1

ψkF 1
τk

pk

)
(x). (31)
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Предположим, что выполнено условие (28). Тогда существует число n1 такое, что
для всех n ≥ n1 будут выполняться неравенства atn > 2σk(n)−1, btn < σk(n). Из этих
неравенств следует, что на множестве R([atn, btn]) для любого k = k(n) будет выполня-
ться равенство ψk(x) = 0, а если k = k(n), то ψk(x) = 1. Поэтому равенство (31) можно
переписать в виде

(µtn , ϕ) =
1

tρn

∫
R([atn,btn])

ϕ
( x
tn

)
d
(
F 1
τk(n)

pk(n)

)
(x) = (λn, ϕ), (32)

где λn =
(
pk(n)

)
tn

τk(n)

.

Мера λn принадлежат компакту M . Поэтому найдётся последовательность n = n(j)
такая, что λn(j) → λ ∈ M (j → ∞). Беря в равенстве (32) n = n(j) и переходя к
пределу при j →∞ получим, что (ν, ϕ) = (λ, ϕ). Это равенство для любой ϕ функции
из пространства Φ0(Rm). Однако, поскольку меры ν и λ не нагружают нуля, из него
следует, что ν = λ ∈M . Мы показали, что если выполняется условие (28), то ν ∈M .

Предположим теперь, что выполняется условие (29). Тогда равенство (31) перепи-
сывается в виде

(µtn , ϕ) =
1

tρn

∫
ϕ
( x
tn

)
ψk(n)−1(x)d

(
F 1
τk(n)−1

pk(n)−1

)
(x)+

+
1

tρn

∫
ϕ
( x
tn

)
ψk(n)(x)d

(
F 1
τk(n)

pk(n)

)
(x) =

=
σρk(n)−1
tρn

∫
ϕ
(
x
σk(n)−1
tn

)
ψk(n)−1(σk(n)−1x)d

(
(pk(n)−1)σk(n)−1

τk(n)−1

)
(x)+

+
σρk(n)−1
tρn

∫
ϕ
(
x
σk(n)−1
tn

)
ψk(n)(σk(n)−1x)d

(
(pk(n))σk(n)−1

τk(n)

)
(x). (33)

Как следует из леммы 1 в рассматриваемом случае, не ограничивая общности, мо-
жно считать, что выполняется равенство tn = a1σk(n)−1. Учитывая это равенство, также
равенства

σk(n)−1
τk(n)−1

= ωk(n)−1,
σk(n)−1
τk(n)

= αk(n),

(33) можно переписать в виде

(µtn , ϕ) =
1

aρ1

∫
ϕ
( x
a1

)
ψk(n)−1(σk(n)−1x)d((pk(n)−1)ωk(n)−1

)(x)+

+
1

aρ1

∫
ϕ
( x
a1

)
ψk(n)(σk(n)−1x)d((pk(n))ωk(n))(x).

(34)

Имеем
ψk(n)(σk(n)−1x) = χ

(σk(n)−1
σk(n)

‖x‖
)
− χ(‖x‖).

В интегралах из равенства (34) интегрирование можно вести по шару B(0, ba1). Если x ∈
B(0, ba1) то для всех достаточно больших n будет выполняться равенство χ

(
σk(n)−1

σk(n)
‖x‖
)

= 1. Обозначим второе слагаемое из правой части равенства (34) J2,n. Его можно пре-
образовать следующим образом

J2,n =
1

aρ1

∫
ϕ
( x
a1

)
ψk(n)(σk(n)−1x)d(pk(n)−1)ωk(n)−1

(x) + hn,
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где

hn =
1

aρ1

∫
ϕ
( x
a1

)
(1− χ(‖x‖))d((pk(n))αk(n) − (pk(n)−1)ωk(n)−1

)(x).

Из предложения 1 следует, что мера (pk(n))αk(n) − (pk(n)−1)ωk(n)−1
стремится к нулю при

n→∞. Поэтому hn → 0 (n→∞).
Теперь, учитывая равенство ψk(n)−1(σk(n)−1x) + ψk(n)(σk(n)−1x) = 1, равенство (34)

можно переписать в виде

(µtn , ϕ) =
1

aρ1

∫
ϕ
( x
a1

)
d(pk(n)−1)ωk(n)−1

(x) + hn =

∫
ϕ(x)d(pk(n)−1)a1ωk(n)−1

(x) + hn. (35)

Меры λn = (pk(n)−1)a1ωk(n)−1
лежат а компакте M . Поэтому существует последова-

тельность n = n(j) такая, что λn(j) → λ ∈M . Беря в равенстве (35) n = n(j) и переходя
к пределу при j → ∞ получим равенство (ν, ϕ) = (λ, ϕ). Это равенство выполняется
для всех ϕ ∈ Φ0(Rm). Поскольку меры ν и λ не нагружают точку ноль, то отсюда сле-
дует, что ν = λ ∈M . Мы доказали, что если выполняется условие (29), то мера ν ∈M .
Аналогично показывается, что если выполняется условие (30), то в этом случае мера
также принадлежит M . Таким образом соотношение ν ∈M выполняется в любом слу-
чае. Тем самым доказано включение Fr[µ] ⊂ M , а вместе с ним и теорема для случая
когда ρ(r) ≡ ρ. Теперь утверждение теоремы следует из доказанного и леммы 9.

6. Псевдотраектории. Пусть (X, ρ) — метрическое пространство. Отображение λ(t) :
(0,∞) → X (не обязательно непрерывное) мы будем называть кривой в метрическом
пространстве X.

Кривая λ(t) называется всюду плотной на бесконечности в пространстве X, если
для любой точки x ∈ X существует tn →∞ такая, что x = lim

n→∞
λ(tn).

Отображение λ(t) будем называть кусочно непрерывным, если множество точек ра-
зрыва этого отображения не имеет конечных предельных точек.

Пусть Φt — динамическая система на метрическом пространстве (X, ρ). Кривая λ(t)
называется псевдотраекторией, если для любого τ > 0 выполняется равенство

lim
t→∞

ρ(Φtλ(t), λ(tτ)) = 0,

и этот предел равномерный на любом сегменте [a, b] ⊂ (0,∞).
Докажем теорему 7 из первой части.

Доказательство теоремы 7 ([1]). Из леммы 9 следует, что не ограничивая общности
можно считать, что ρ(r) ≡ ρ.

Из леммы 3 следует, что дополнительно можно считать, что µ ∈ M(ρ, σ) с неко-
торым σ > 0. В этом случае траектория µt, t ∈ (0,∞) будет сильно ограниченным,
а следовательно, согласно предложению 2 и компактным множеством в пространстве
M(Rm). Обозначим через X замыкание праектории µt, t ∈ (0,∞) в метрическом про-
странстве (M(Rm), d). По предложению 8 множествоX будет компактом в пространстве
M(Rm) и d-сходимость на X будет эквивалентна широкой сходимости.

Так как траектория µt, t ∈ (0,∞) инвариантна относительно преобразования Ft, то
множество X будет также инвариантным относительно этого преобразования. Поэто-
му система отображений Ft, t ∈ (0,∞) будет динамической системой на метрическом
компакте (X, d).
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Обозначим через µ̃n точку из M ближайшую к точке µn = Fnµ. По лемме 12
lim
n→∞

d(µn, µ̃n) = 0. Определим теперь кривую λ(t) в метрическом пространстве (M,d)

следующим образом λ =

{
µ̃n, t ∈ [n, n+ 1), n ≥ 1;

µ̃1, t ∈ (0, 1).

Очевидно, что λ(t) — кусочно непрерывная кривая.
Пусть ν — произвольная мера из M . Существует последовательность tn →∞ такая,

что ν = limk→∞ µtk . Пусть nk = [tk]. Очевидно, что nk
tk
→ 1 (k → ∞). Далее имеем

µnk = (µtk)nk
tk

. Из леммы 1 следует, что µnk → ν. Поэтому

ν = d lim
k→∞

µnk = d lim
k→∞

µ̃nk = d lim
k→∞

λ(nk).

Тем самым доказано, что кривая λ(t) плотна на бесконечности в пространстве M .
Пусть теперь [a, b] — произвольный сегмент, лежащий на полуоси (0,∞) и пусть

τ ∈ [a, b]. Имеем

A(t, τ)=d
(
Fτλ(t), λ(tτ)

)
=d
(
(µ̃n)τ , µ̃[tτ ]

)
≤d
(
(µ̃n)τ , (µn)τ

)
+d
(
(µn)τ , µ[tτ ]

)
+d
(
µ[tτ ], µ̃[tτ ]

)
,

где n = [t]. Пусть g — функция из леммы 10. Выполняется неравенство d ((µ̃n)τ , (µn)τ ) ≤
g (d (µ̃n, µn)) Из леммы 10 следует, что функция d ((µ̃n)τ , (µn)τ ) равномерно относитель-
но τ на сегменте [a, b] стремится к нулю при t→∞.

Докажем теперь, что функция d
(
(µn)τ , µ[tτ ]

)
равномерно относительно τ ∈ [a, b]

стремится к нулю при t→∞. Если это не так, то существуют число ε0 > 0, последова-
тельности tk →∞ и τk ∈ [a, b] такие, что выполняется неравенство

d
(
(µ[tk])τk , µ[tkτk]

)
≥ ε0. (36)

Не ограничивая общности можно считать, что µtk → α ∈M, τk → τ̃ ∈ [a, b]. Так как
функция Ftµ непрерывна по совокупности переменных, то

µtk τ̃ = Fτ̃ (µtk)→ Fτ̃α = ατ̃ , (µ[tk])τk = F [tk]τk
tkτ̃

(µtk τ̃ )→ ατ̃ , µ[tkτk] = F [tkτk]

tkτ̃

(µtk τ̃ )→ ατ̃ .

Справедливо неравенство d
(
(µ[tk])τk , µ[tkτk]

)
≤ d((µ[tk])τk , ατ̃ )+d(ατ̃ , µ[tkτk]). Правая часть

этого неравенства стремится к нулю при k → ∞. Это противоречит неравенству (36).
Полученное противоречие доказывает наше утверждение. Тем самым доказано, что
функция A(t, τ) равномерно относительно τ на сегменте [a, b] стремится к нулю при
t→∞. Это означает, что кривая λ(t) является псевдотраекторией.

Докажем теорему 8 из первой части.

Доказательство теоремы 8 ([1]). Пусть p и q — произвольные точки из M , а ω и ε —
произвольные строго положительные числа. По теореме 7 в множестве M существует
кусочно непрерывная псевдотраектория λ(t) плотная на бесконечности в пространс-
тве M . Поэтому существуют две последовательности t

(1)
n → ∞ и t

(2)
n → ∞ такие, что

выполняются равенства p = lim
n→∞

λ(t
(1)
n ), q = lim

n→∞
λ(t

(2)
n ).

Пусть числа t(1)n1 и t(1)n2 связаны соотношением

ln t
(2)
n2 − ln t

(1)
n1

ln(ω + 1)
= k + θ, (37)
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где k — натуральные число, θ ∈ [0, 1). Найдём число x такое, чтобы выполнялось ра-

венство ln t
(2)
n2
−ln t(1)n1

ln(ω+x)
= k. Тогда ln(ω+x)

ln(ω+1)
= 1 + θ

k
, ω + x = (ω + 1)1+

θ
k . Если число k таково,

что выполняется неравенство

k >
ln(ω + 1)

ln ω+2
ω+1

, (38)

то будет выполняться соотношение x ∈ [1, 2].
В дальнейшем будем считать, что числа t(1)n1 и t(1)n2 таковы, что выполняется неравен-

ство (38). В этом случае t(2)n2 = t
(1)
n1 τ

k, τ = ω + x.
Построим теперь последовательность pj, j ∈ {0, . . . , k} следующим образом: p0 =

p, pk = q, pj = λ(τ jt
(1)
n ), j ∈ {1, . . . , k − 1}.

Так как кривая λ(t) является псевдотраекторией то существует число T такое, что
для всех t ≥ T и для всех τ1 ∈ [ω + 1, ω + 2] будет выполняться неравенство

d(Fτ1λ(t), λ(τ1t)) <
ε

2
. (39)

Нам будем нужна оценка величины d(Fτp, Fτ (λ(t
(1)
n1 )). Считая, что [a, b] = [ω + 1, ω + 2]

рассмотрим функцию g из леммы 10. Справедлива оценка

d
(
Fτp, Fτ

(
λ(t(1)n1

))
≤ g

(
d
(
p, λ

(
t(1)n1

)))
. (40)

Имеем limn→∞ d(p, λ(t
(1)
n )) = 0. Из леммы 10 следует, что limn→∞ g(d(p, λ(t

(1)
n ))) = 0.

Поэтому существует число N такое, что для всех n > N будет выполняться неравенство

g
(
d
(
p, λ

(
t(1)n
)))

<
ε

2
. (41)

В качестве n1 возьмём такое число, чтобы выполнялись неравенства n1 > N, t
(1)
n1 > T .

Очевидно, что такой выбор возможен. Теперь из неравенств (40) и (41) следует, что
будет выполняться неравенство

d
(
Fτp, Fτ

(
λ
(
t(1)n1

)))
<
ε

2
, (42)

а из неравенства (39) следует, что будет выполняться неравенство

d
(
Fτ
(
λ
(
t(1)n1

))
, Fτ

(
λ
(
t(1)n1

)))
<
ε

2
, (43)

Число n1 мы уже выбрали. Выберем теперь n2. Имеем lim
n→∞

d
(
q, λ
(
t
(2)
n

))
= 0. Поэтому

найдется число N1 такое, что для всех n > N1 будет выполняться неравенство

d
(
q, λ

(
t(2)n
))
<
ε

2
. (44)

Пусть целое число kn определяется равенством ln t
(2)
n −ln t

(1)
n1

ln(ω+1)
= kn + θn, где θn ∈ [0, 1).

Имеет место равенство limn→∞ kn = ∞. Поэтому существует число N2 такое, что для
всех n > N2 будет выполняться неравенство

kn >
ln(ω + 1)

ln ω+2
ω+1

. (45)
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Возьмем теперь в качестве n2 какое-либо число, удовлетворяющее неравенсту n2 >
max{N1, N2}. Тогда из неравенства (44) будет следовать неравенство

d
(
q, λ

(
t(2)n2

))
<
ε

2
. (46)

Из неравенства (45) следует, что если число x определять из условия ln t
(2)
n2
−ln t(1)n1

ln(ω+x)
= kn2 ,

то для x будет справедливо соотношение x ∈ [1, 2].
Мы выбрали числа n1 и n2. Будем считать, что последовательность pj построена с

помощью этих чисел. Справедливы следующие свойства этой последовательности
1. d(Fτp0, p1) ≤ d(Fτp, Fτ (λ(t

(1)
n1 ))) + d(Fτ (λ(t

(1)
n1 )), λ(τt

(1)
n1 )).

Теперь из неравенств (42) и (43) следует неравенство d(Fτp0, p1) < ε.

2. d(Fτpk−1, pk) ≤ d(Fτ (λ(τ k−1t
(1)
n1 )), λ(τ kt

(1)
n1 )) + d(λ(t

(2)
n2 ), q).

Так как τ k−1t(1)n1 > T , то из неравенства (39) следует, что d(Fτ (λ(τ k−1t
(1)
n1 )), λ(τ kt

(1)
n1 )) < ε

2
,

что вместе с неравенством (46) даёт d(Fτpk−1, pk) < ε.
3. Пусть j ∈ {1, . . . , k − 2}. Тогда d(Fτpj, pj+1) = d(Fτ (λ(τ jt

(1)
n1 )), λ(τ j+1t

(1)
n1 )).

Так как τ jt
(1)
n1 > T , то из неравенства (39) следует, что d(Fτpj, pj+1) <

ε
2
< ε. Так как

τ = ω+x > ω, то последовательность p0, p1, . . . , pk есть (ω, ε)-цепь, соединяющая точки
p и q.

Таким образом динамическая система Ft, t ∈ (0,∞) есть цепная рекурентность на
метрическом пространстве (M,d).

Из приведенного доказательства следует, что справедлива также и теорема 9 из
первой части [1].
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