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The new three step method for solving unconstrained minimization problems is proposed.
The method use the idea of building of three-step methods and is based on a method with
the rate of convergence 1 +

√
2. The rate of convergence for the new method is investigated.

Numerical investigation is conducted on the test functions. The result of numerical experiments
shows that three step method is more effective in sense of amount of calculations. The efficiency
of the method is growing with increasing of function’s dimension.

В. Я. Бартиш, Н. Ф. Огородник. Трёхшаговый итерационно-разностный метод с поряд-
ком сходимости 1 +

√
2 // Мат. Студiї. – 2015. – Т.43, №2. – C.220–224.

Исследуется трёхшаговый итерационно-разностный метод решения задач безусловной
минимизации функций многих переменных. В трёхшаговом методе в качестве базисного
предлагается использовать разностный метод с скоростью сходимости 1 +

√
2. Исследо-

вана скорость сходимости метода. Проведен вычислительный эксперимент. Метод проде-
монстрировал свою эффективность по количеству вычислений в сравнении с базисным
методом. Эффективность метода повышается с увеличением размерности функции, осо-
бенно для функции с вырожденной в точке решения матрицей Гессе.

1. Вступ. Математичнi моделi багатьох фiзичних чи економiчних процесiв зводяться
до розв’язування задач оптимiзацiї, зокрема, задач безумовної мiнiмiзацiї. В лiтературi
велика увага придiляється iтерацiйним методам розв’язування таких задач (див., на-
приклад, [1], [2]). Рiзнi методи виявляють свою ефективнiсть на рiзних класах задач,
при цьому методи мають свої переваги i недолiки такi, як вибiр початкового набли-
ження, швидкiсть збiжностi, трудомiсткiсть окремої iтерацiї, тощо. Оскiльки унiвер-
сального алгоритму нема та й не може бути, то й надалi актуальною залишатиметься
проблема побудови ефективних, у тому чи iншому сенсi, методiв.

В статтi розглянуто iтерацiйно-рiзницевий метод розв’язування задачi безумовної
мiнiмiзацiї, який використовують, коли матрицю других похiдних складно або не мо-
жливо обчислити, а саме, запропоновано трикроковий iтерацiйний метод, побудова-
ний на основi рiзницевого методу зi швидкiстю збiжностi 1 +

√
2 з [3]. У порiвняннi з

основним методом, у трикроковому методi необхiдно проводити додатково одновимiрну
оптимiзацiю, що не iстотно впливає на кiлькiсть обчислень особливо для задач вели-
ких розмiрностей. Пiд час чисельних екпериментiв, метод показав свою ефективнiсть
у сенсi кiлькостi обчислень на функцiях рiзних типiв.
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2. Формулювання задачi. Розглянемо задачу

f(x)→ min, (1)

де x ∈ Rn, f ∈ C1(Rn). Для розв’язування задачi (1) можна використовувати низку
рiзних методiв ([4]). У статтi [3] запропоновано рiзницевий метод з порядком збiжностi
1 +
√
2. Метод має наступний вигляд

xk+1 = xk − (f ′(xk, θk))
−1f ′(xk), (2)

θk = xk − (f ′(xk−1, θk−1))
−1f ′(xk), k ∈ {1, 2, . . .}, (3)

де f ′ — градiєнт функцiї (тобто, вектор-стовпець часткових похiдних), а f ′(·, ·) — мат-
риця вiдповiдних подiлених рiзниць. Вважаємо, що θ0 = x̃0 i ‖x̃0 − x0‖ ≤ α‖f ′(x0)‖, де
α ∈ (0, 1]. У цiй статтi ми пропонуємо метод розв’язування задачi (1), який використо-
вує метод (2)–(3) для вiдшукання двох промiжних наближень, а наступне наближення
запропонованого методу шукаємо як мiнiмум на прямiй, що з’єднує отриманi промiжнi
наближення ([5]). Тобто, розглядаємо трикрокову iтерацiйно-рiзницеву схему такого
вигляду

x1 = x0 − (f ′(x0, θ0))
−1f ′(x0), (4)

θk = xk − (f ′(xk−1, θk−1))
−1f ′(xk), (5)

uk = xk − (f ′(xk, θk))
−1f ′(xk), (6)

xk+1 = uk + γk(θk − uk), (7)
де f(uk + γk(θk − uk)) = min{f(uk + γ(θk − uk)) : γ∈ R}, k ∈ {1, 2, . . .},

а θ0 вибираємо так само як i в схемi (2)–(3). Послiдовнiсть {xk}, отримана за схемою
(4)–(7), має кращi властивостi в сенсi швидкостi збiжностi, нiж послiдовнiсть {xk},
отримана за (2)–(3). Обчислювальнi затрати на кожнiй iтерацiї запропонованого методу
iстотно не зростають у порiвняннi з такими ж затратами за схемою (2)–(3).

Надалi використовуватимемо наступнi означення подiлених рiзниць першого i дру-
гого порядку ([1])

f ′(x, y)(x− y) = f ′(x)− f ′(y), (8)
f ′(x, y, z)(x− y) = f ′(x, z)− f ′(y, z). (9)

Власне, подiленi рiзницi першого порядку обчислюємо за формулою ([1]) f ′(x, y)i,j =(
f ′xi

(x1, ..., xj, yj+1, ..., yn)− f ′xi
(x1, ..., xj−1, yj, ..., yn)

)
/(xj − yj).

3. Обґрунтування збiжностi.

Теорема. Нехай f ∈ C1(Rn), x0 ∈ Rn — початкове наближення, D = {x ∈ Rn : f(x) ≤
f(x0)}, i виконуються умови:
1) f сильно опукла i (∃m > 0)(∀x, y ∈ D) : (f ′(x, y)(x− y), x− y) ≥ m‖x− y‖2;
2) f ′(x) має подiленi рiзницi першого i другого порядкiв в D, якi задовольняють умови

(∃M ∈ (0,+∞))(∃N ∈ (0,+∞))(∀x, y, z ∈ D) : ‖f ′(x, y)‖ ≤M, ‖f ′(x, y, z)‖ ≤ N ;
3) (∃B ∈ (0,+∞))(∀x, y ∈ D)(iснує обернена матриця (f ′(x, y))−1): ‖(f ′(x, y))−1‖ ≤ B.
Тодi iснує стала C ∈ (0,+∞) така, що виконується нерiвнiсть

f(xk)− f(x∗) ≤ βkC
2(f(xk−1)− f(x∗))2(f(xk−2)− f(x∗)), де βk ∈ (0, 1] (k ≥ 2).
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Якщо ж для x0 виконується умова µ = C(f(x0)− f(x∗)) < 1, то

f(xk)− f(x∗) ≤
( k∏

i=1

β
lk+1−i

i

)
µDk(f(x0)− f(x∗)) (k ≥ 2),

де D0 = 0, D1 = 1, Dk = 2Dk−1 +Dk−2 + 2 i l0 = 0, l1 = 1, lk = 2lk−1 + lk−2 (k ≥ 2).

Доведення. Iснування i єдинiсть розв’язку задачi (1) випливають з умови сильної опу-
клостi функцiї f(x) ([2]).

Використовуючи умову 2) i розклад функцiї f(x) в ряд Тейлора, отримаємо
f(x)− f(x∗) = (f ′(z̃), x− x∗) = (f ′(z̃, x∗)(z̃ − x∗), x− x∗) ≤M‖x− x∗‖2,

де z̃ = x + ξ(x∗ − x), ξ ∈ (0, 1). З сильної опуклостi f випливає ([2]), що (∀x, y ∈ D) :
f(x)− f(y) ≥ (f ′(y), x− y) +m‖x− y‖2. Отже, при y = x∗ отримаємо,

‖x− x∗‖2 ≤ (f(x)− f(x∗))/m. (10)

Припустимо, що наближення xk до розв’язку задачi (1) знайдено. Тодi, використовуючи
(6), (8), (9) отримаємо

uk − x∗ = xk − x∗ − f ′(xk, θk)−1f ′(xk) = (f ′(xk, θk))
−1(f ′(xk, θk)− f ′(xk, x∗))(xk − x∗) =

= (f ′(xk, θk))
−1f ′(xk, θk, x

∗)(θk − x∗)(xk − x∗).

Скориставшись умовами 2) i 3), звiдси отримаємо

‖uk − x∗‖ ≤ BN‖θk − x∗‖‖xk − x∗‖. (11)

Використовуючи знову умови 2) i 3), маємо

‖θk − x∗‖ = ‖xk − x∗ − (f ′(xk−1, θk−1))
−1f ′(xk)‖ =

= ‖(f ′(xk−1, θk−1))−1‖‖f ′(xk−1, θk−1)− f ′(xk, x∗)‖‖xk − x∗‖ ≤
≤ B(‖f ′(xk−1, θk−1)‖+ ‖f ′(xk, x∗)‖)‖xk − x∗‖ ≤ 2BM‖xk − x∗‖.

З iншого боку, використаємо (9), умови 2) i 3), а також отриману вище оцiнку

‖θk − x∗‖ ≤ B‖f ′(xk−1, θk−1)− f ′(xk−1, x∗) + f ′(xk−1, x
∗)− f ′(xk, x∗)‖‖xk − x∗‖ ≤

≤B‖f ′(xk−1, θk−1, x∗)(θk−1−x∗)+f ′(xk−1, x∗, xk)(xk−1−xk)‖‖xk−x∗‖≤BN(‖θk−1 − x∗‖+
+‖xk−1 − xk‖)‖xk − x∗‖ ≤ BN(‖θk−1 − x∗‖+ ‖xk − x∗‖+ ‖xk−1 − x∗‖)‖xk − x∗‖ ≤

≤ BN(2BM‖xk−1 − x∗‖+ 2‖xk−1 − x∗‖)‖xk − x∗‖ = 2BN(1 +BM)‖xk−1 − x∗‖‖xk − x∗‖.

Продовжимо оцiнку (11), ‖uk − x∗‖ ≤ 2(BN)2(1 +BM)‖xk−1 − x∗‖‖xk − x∗‖2. Тодi,

f(uk)− f(x∗) ≤M‖uk − x∗‖2 ≤ 4M(BN)4(1 +BM)2‖xk−1 − x∗‖2‖xk − x∗‖4. (12)

Нехай C2 ≥ 4M(BN)4(1+BM)2

m3 . З нерiвностi (12) за допомогою нерiвностi (10) отримує-
мо, що f(uk)− f(x∗) ≤ C2(f(xk−1)− f(x∗))(f(xk)− f(x∗))2.

З (7) зрозумiло, що f(xk+1)− f(x∗) ≤ βk+1(f(uk)− f(x∗)), причому βk+1 ∈ (0, 1], тодi
f(xk+1)− f(x∗) ≤ βk+1C

2(f(xk−1)− f(x∗))(f(xk)− f(x∗))2. Використовуючи метод мате-
матичної iндукцiї, доведемо, що оцiнка теореми виконується для довiльного k. Спершу,
використовуючи (7), запишемо оцiнку для f(x1)− f(x∗)

f(x1)− f(x∗) ≤M‖x1 − x∗‖2 =M‖x0 − x∗ − (f ′(x0, θ0))
−1f ′(x0)‖2 ≤

≤M‖f ′(x0, x̃0)−1‖2‖f ′(x0, x̃0)− f ′(x0, x∗)‖2‖x0 − x∗‖2 ≤
≤MB2‖f ′(x0, x̃0, x∗)‖2‖x̃0 − x∗‖2‖x0 − x∗‖2 ≤
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≤M(BN)2‖f ′(x0)‖2‖x0 − x∗‖2=M(BN)2‖f ′(x0, x∗)‖2‖x0 − x∗‖4≤M3(BN)2‖x0 − x∗‖4≤

≤ M3(BN)2

m2
(f(x0)− f(x∗))2 ≤ C(f(x0)− f(x∗))2 = µD1(f(x0)− f(x∗)).

При k = 1 отримаємо

f(x2)− f(x∗) ≤ β2C
2(f(x0)− f(x∗))(f(x1)− f(x∗))2 ≤

≤ β2C
2(f(x0)− f(x∗))β2l1

1 µ2D1(f(x0)− f(x∗))2 ≤

≤ µ2µ2D1βl1
2 β

2l1
1 (f(x0)− f(x∗)) ≤

( 2∏
i=1

β
l3−i

i

)
µD2(f(x0)− f(x∗)).

Припустимо, що оцiнка f(xk)− f(x∗) ≤
∏k

i=1 β
lk+1−i

i µDk(f(x0)− f(x∗)) виконується для
деякого k > 1. Тодi, для кроку k + 1 отримаємо

f(xk+1)− f(x∗) ≤ βk+1C
2(f(xk−1)− f(x∗))(f(xk)− f(x∗))2 ≤

≤ βk+1C
2
( k∏
i=1

β
lk+1−i

i

)2
µ2Dk(f(x0)− f(x∗))2

(k−1∏
i=1

β
lk−i

i

)
µDk−1(f(x0)− f(x∗)) =

= βk+1

( k∏
i=1

β
2lk+1−i

i

)(k−1∏
i=1

β
lk−i

i

)
µ2Dk+Dk−1+2(f(x0)−f(x∗))=

(k+1∏
i=1

β
lk+2−i

i

)
µDk+1(f(x0)−f(x∗)).

Отже, за методом математичної iндукцiї маємо, що послiдовнiсть наближень, побудо-
ваних за формулами (4)–(7), збiгається до x∗.

Вiдзначимо, що вибiр початкового наближення x0, яке б задовольняло умову теоре-
ми, є досить складною проблемою, тому на практицi доцiльно використовувати схему
вигляду

x1 = x0 − α0(f
′(x0, θ0))

−1f ′(x0), θk = xk − αk(f
′(xk−1, θk−1))

−1f ′(xk), (13)
uk = xk − λk(f ′(xk, θk))−1f ′(xk), xk+1 = uk + γk(θk − uk), (14)

де f(uk + γk(θk − uk)) = min{f(uk + γ(θk − uk)) : γ∈ R}, k ∈ {1, 2, . . .},

а параметри αk, λk повиннi забезпечувати монотонне спадання функцiї. В схемi (13)–
(14), за певних умов, доведена у теоремi збiжнiсть буде справджуватися локально.

4. Апробацiя методу. Нами розглянуто низку прикладiв i проведено порiвняння ме-
тоду (13)–(14) з базовою схемою (2)–(3), у якiй також введено кроковi множники αk, λk,
для забезпечення можливостi вибору довiльного початкового наближення. Обчислен-
ня проводилися до виконання умови ‖xk+1 − xk‖ ≤ ε, ε = 10−8. У таблицi 1 наведено
кiлькiсть iтерацiй N та K — кiлькiсть обчислень, еквiвалентних до кiлькостi обчислень
значення функцiї f(x), якi були затраченi для отримання наближеного розв’язку наве-
дених тестових завдань. Iншими операцiями нехтуємо, оскiльки в обидвох схемах, при
кожнiй iтерацiї вони практично однаковi. Тестовi завдання запозичено з [6].
1. Штрафна функцiя f(x) =

∑n−1
i=1 (xi − 1)2 + (

∑n
i=1 x

2
i − 0.25)2;

x0 = (10, 10, . . . , 10); x0 = (−10,−10, . . . ,−10); n ∈ {2, 3, . . .}.
Розв’язок залежить вiд значення n.
2. Розширена функцiя Вайта i Холста f(x) =

∑n/2
i=1[100(x2i − x32i−1)2 + (1− x2i−1)2];



224 В. Я. БАРТIШ, Н. П. ОГОРОДНИК

x0 = (−1, 0.8,−1, 0.8 . . . ,−1, 0.8); x0 = (0.5,−0.5, . . . , 0.5,−0.5); n ∈ {2, 4, . . .};
x∗ = (1, 1, . . . 1); f(x∗) = 0.

3. Розширена функцiя Пауела

f(x) =

n/4∑
i=1

[(x4i−3 + 10x4i−2)
2 + 5(x4i−1 − x4i)2 + (x4i−2 − 2x4i−1)

4 + 10(x4i−3 − x4i)4];

x0 = (3,−1, 0, 1, . . . , 3,−1, 0, 1); x0 = (30,−10, 0, 10, . . . , 30,−10, 0, 10);
n ∈ {4, 8, 12, 16, . . .}; x∗ = (0, 0, . . . , 0); f(x∗) = 0.

4. Штрафна функцiя 1 f(x) = 10−5
∑n

i=1(xi − 1)2 + (
∑n

i=1 x
2
i − 0.25)2;

x0 = (10, 10, . . . , 10); x0 = (−10,−10, . . . ,−10); n ∈ {2, 3, . . .}.
Розв’язок залежить вiд значення n.

ф-цiя x0
n = 4 n = 100

(2)–(3) (4)–(7) (2)–(3) (4)–(7)
N K N K N K N K

1 1 11 242 7 311 13 131326 6 61214
1 2 13 287 7 303 14 141429 6 61212
2 1 29 936 19 971 28 283118 19 194219
2 2 17 591 12 462 17 171953 13 132724
3 1 38 836 4 194 41 414182 3 30856
3 2 44 1030 5 374 47 474856 5 51158
4 1 12 264 3 134 16 161632 3 30583
4 2 12 264 3 137 16 161632 3 30615

В наведених прикладах запропонована нами трикрокова схема демонструє свої пере-
ваги особливо для тестових функцiй з виродженим в точцi розв’язку гессiаном (функцiї
3 i 4). Зi збiльшенням розмiрностi функцiї (n > 10) кiлькiсть обчислень затрачених на
одновимiрну мiнiмiзацiю стає малою у порiвняннi з кiлькiстю обчислень, затрачених
на знаходження похiдних i роздiлених рiзниць, що робить трикроковий алгоритм ефе-
ктивнiшим у сенсi кiлькостi обчислень.
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