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In this paper the justification of possibility of application of partial averaging method on a
final interval for impulse differential inclusions with the fuzzy right-hand side, containing small
parameter is considered. In case of periodic right-hand side it is shown that the estimate can
be specified.

Н. В. Скрипник. Схема частичного усреднения для импульсных дифференциальных вклю-
чений с нечеткой правой частью // Мат. Студiї. – 2015. – Т.43, №2. – C.129–139.

В данной статье рассматривается обоснование возможности применения метода ча-
стичного усреднения на конечном промежутке для импульсных дифференциальных вклю-
чений с нечеткой правой частью, содержащих малый параметр. В случае периодических
правых частей показывается, что оценка может быть уточнена.

1. Введение. В 1990 году J. P. Aubin ([5]) и V. A. Baidosov ([7, 8]) ввели в рассмо-
трение дифференциальные включения с нечеткой правой частью, которые обобщают
обыкновенные дифференциальные включения. Далее в работах [1]–[4], [9]–[16], [18] были
рассмотрены различные свойства решений данных включений, а также возможность их
применения при моделировании различных процессов естествознания. Так же в работе
[19] показана актуальность использования импульсных дифференциальных включений
с нечеткой правой частью для моделирования многих процессов в биологии, теории
управления, электронике.

В работах [21]–[24] была доказана возможность применения метода усреднения на
конечном промежутке для дифференциальных включений с нечеткой правой частью,
содержащих малый параметр.

В данной статье рассмотрим обоснование возможности применения метода части-
чного усреднения на конечном промежутке для импульсных дифференциальных вклю-
чений с нечеткой правой частью, содержащих малый параметр.

2. Основные определения. Пусть conv(Rn) — метрическое пространство непустых
компактных выпуклых подмножеств Rn с метрикой Хаусдорфа

h(F,G) = max
{

sup
f∈F

inf
g∈G
‖f − g‖, sup

g∈G
inf
f∈F
‖f − g‖

}
,
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где под ‖ · ‖ понимается евклидова норма в пространстве Rn.
Введем в рассмотрение пространство En отображений x : Rn → [0, 1], удовлетворяю-

щих следующим условиям:
1) x — нормально, т.е. существует вектор y0 ∈ Rn такой, что x(y0) = 1;
2) x — нечетко выпукло, т.е. для любых y, z ∈ Rn и любого λ ∈ [0, 1] справедливо

неравенство x(λy + (1− λ)z) ≥ min{x(y), x(z)};
3) x — полунепрерывно сверху по Бэру, т.е. для любого вектора y0 ∈ Rn и любого

ε > 0 существует δ(y0, ε) > 0 такое, что для всех y ∈ Rn, удовлетворяющих условию
‖y − y0‖ < δ, справедливо неравенство x(y) < x(y0) + ε;

4) замыкание множества {y ∈ Rn : x(y) > 0} компактно.

Нулем в пространстве En является отображение 0̂(y) =

{
1, y = 0,

0, y ∈ Rn\0.

Определение 1. α — срезкой [x]α отображения x ∈ En при α ∈ (0, 1] назовем мно-
жество {y ∈ Rn : x(y) ≥ α}. Нулевой срезкой отображения x ∈ En назовем замыкание
множества {y ∈ Rn : x(y) > 0}.

Теорема 1 ([20]). Если x ∈ En, то
1) [x]α ∈ conv(Rn) для всех α ∈ [0, 1];
2) [x]α2 ⊂ [x]α1 для всех 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ 1;
3) если {αk} ⊂ [0, 1] — неубывающая последовательность, сходящаяся к α > 0, то

[x]α =
⋂
k≥1[x]αk .

Наоборот, если {Aα : α ∈ [0, 1]} — семейство подмножеств Rn, удовлетворяющих
условиям 1)–3), то существует x ∈ En такое, что [x]α = Aα для α ∈ (0, 1] и [x]0 =⋃

0<α≤1A
α ⊂ A0.

Определим в пространстве En метрику D : En × En → [0,+∞), полагая

D(x, v) = sup
α∈[0,1]

h([x]α, [v]α).

Пусть I — промежуток в R.

Определение 2 ([20]). Отображение F : I → En называется непрерывным на I, если
для всех α ∈ [0, 1] многозначное отображение [F (t)]α непрерывно.

Определение 3 ([20]). Интегралом от отображения F : I → En по множеству I на-
зывается элемент G ∈ En такой, что [G]α =

∫
I

[F (t)]αdt для всех α ∈ (0, 1], где интеграл
от многозначного отображения [F (t)]α понимается в смысле Ауманна ([6]).

Теорема 2 ([20]). Если отображение F : I → En непрерывно, то оно интегрируемо на I.

Определение 4 ([20]). Говорят, что отображение F : R × Rn → En удовлетворяет
условию Липшица по x, если существует постоянная λ ≥ 0 такая, что

h([F (t, x)]α, [F (t, x̄)]α)) ≤ λ‖x− x̄‖

для всех α ∈ [0, 1].
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Определение 5. Говорят, что отображение F : R×Rn → En вогнутозначно по x, если

β[F (t, x)]α + (1− β)[F (t, y)]α ⊂ [F (t, βx+ (1− β)y)]α

для любых β ∈ [0, 1] и α ∈ [0, 1].

Рассмотрим дифференциальное включение с нечеткой правой частью

ẋ ∈ F (t, x), x(t0) = x0, (1)

где t ∈ I ⊂ R — время, F : I × Rn → En — нечеткое отображение.

Определение 6 ([12]). α — решением включения (1) назовем абсолютно непрерывную
функцию x : I → Rn, удовлетворяющую включению ẋ ∈ [F (t, x)]α, x(t0) = x0 почти
всюду на I.

Множество всех α-решений включения (1) в момент времени t обозначим Xα(t).
В случае, если семейство {Xα(t), α ∈ [0, 1]} удовлетворяет условиям Теоремы 1, оно
определяет нечеткое множество X(t), которое называется множеством решений вклю-
чения (1) в момент времени t.

Вопросы существования множества X(t) и его свойства рассматривались в работах
[11, 12, 16, 17] и др.

3. Основные результаты. Рассмотрим импульсное дифференциальное включения с
нечеткой правой частью

ẋ ∈ εF (t, x), t 6= τi, x(0) = x0, ∆x|t=τi ∈ εIi(x), (2)

где t ∈ R+ — время, x ∈ G ⊂ Rn — фазовый вектор, F : R+ × G → En, Ii : G → En —
нечеткие отображения, моменты импульсов τi занумерованы в возрастающем порядке.

В соответствие включению (2) поставим следующее дифференциальное включение
с нечеткой правой частью

ẏ ∈ εF̄ (t, y), t 6= σs, y(0) = x0, ∆y|t=σs ∈ εĪs(y), (3)

где нечеткие отображения F̄ : R+×G→ En, Īs : G→ En и моменты импульсов σs таковы,
что для любых t ≥ 0, x ∈ G существует предел

lim
T→∞

(
1

T

∫ t+T

t

F (t, x)dt+
1

T

∑
t≤τi<t+T

Ii(x),
1

T

∫ t+T

t

F̄ (t, x)dt+
1

T

∑
t≤σs<t+T

Īs(x)

)
= 0. (4)

Теорема 3. Пусть в области Q = {t ≥ 0, x ∈ G ⊂ Rn}, где G выпукло, выполняются
следующие условия:

1) нечеткие отображения F, F̄ : Q → En, Ii, Īs : G → En непрерывны, равномерно
ограничены постоянной M, удовлетворяют условию Липшица по x с постоянной λ и
вогнутозначны по x;

2) равномерно относительно t ≥ 0 и x ∈ G существует предел (4) и

1

T
i(t, t+ T ) ≤ ν,

1

T
s(t, t+ T ) ≤ ν, ν <∞,
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где i(t, t+ T ), s(t, t+ T ) — количество точек последовательностей τi, σs на промежутке
(t, t+ T ];

3) для любых x0 ∈ G′ ⊂ G, t ≥ 0 и ε ∈ (0, σ] α — решения включения (3) вместе с
ρ-окрестностью принадлежат области G для всех α ∈ [0, 1].

Тогда для любых η ∈ (0, ρ] и L > 0 существует ε0(η, L) ∈ (0, σ] такое, что для всех
ε ∈ (0, ε0] и t ∈ [0, Lε−1] справедливо неравенство

D(X(t), Y (t)) < η, (5)

где X(t) — множество решений включения (2), Y (t) — множество решений включе-
ния (3).

Доказательство. В силу условий теоремы множества решений включений (2) и (3) су-
ществуют ([19]). Выберем произвольное α ∈ [0, 1]. Для начала докажем справедливость
включения [X(t)]α ⊂ [Y (t)]α + Sη(0), где Sη(0) = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ η} — шар радиуса η с
центром в 0 ∈ Rn.

Пусть x(t) — решение включения

ẋ ∈ ε[F (t, x)]α, t 6= τi, x(0) = x0, ∆x|t=τi ∈ ε[Ii(x)]α. (6)

Разобъем промежуток [0, Lε−1] на частичные с шагом γ(ε) таким, что γ(ε) → ∞ и
εγ(ε) → 0 при ε → 0 (в качестве γ(ε) можно выбрать, например, ε−

1
2 ). Тогда найду-

тся измеримый селектор u(t) многозначного отображения [F (t, x(t))]α и векторы qi ∈
[Ii(x(τi))]

α такие, что

x(t) = x(tj) + ε

∫ t

tj

u(s)ds+ ε
∑

tj≤τi<t

qi, t ∈ (tj, tj+1], x(0) = x0, (7)

где tj = jγ(ε), j = 0,m, mγ(ε) ≤ Lε−1 < (m+ 1)γ(ε).
Рассмотрим функцию

x1(t) = x1(tj) + ε

∫ t

tj

uj(s)ds+ ε
∑

tj≤τi<t

qij, t ∈ (tj, tj+1], x1(0) = x0, (8)

где измеримый селектор uj(t) многозначного отображения [F (t, x1(tj))]
α и векторы qij ∈

[Ii(x
1(tj))]

α удовлетворяют условиям

‖uj(t)− u(t)‖ = min
u∈[F (t,x1(tj))]α

‖u− u(t)‖, ‖qij − qi‖ = min
q∈[Ii(x1(tj))]α

‖q − qi‖. (9)

Обозначим через δj = ‖x(tj)− x1(tj)‖. При t ∈ (tj, tj+1] используя (7) и (8), имеем

‖x(t)− x(tj)‖ ≤M1ε(t− tj) ≤M1εγ(ε),

‖x1(t)− x1(tj)‖ ≤M1ε(t− tj) ≤M1εγ(ε), M1 = M(1 + ν). (10)

Следовательно, при t ∈ (tj, tj+1] выполняются следующие неравенства

‖x(t)− x1(tj)‖ ≤ ‖x(tj)− x1(tj)‖+ ‖x(t)− x(tj)‖ ≤ δj + εM1(t− tj), ‖u(t)− uj(t)‖ ≤
≤ h([F (t, x(t))]α, [F (t, x1(tj))]

α ≤ λ‖x(t)− x1(tj)‖ ≤ λ(δj + εM1(t− tj)), (11)
‖qi − qij‖ ≤ h([Ii(x(τi))]

α, [Ii(x
1(tj))]

α) ≤ λ‖x(τi)− x1(tj)‖ ≤
≤ λ(δj + εM1(τi − tj)) ≤ λ(δj + εM1(t− tj)).
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В силу (7), (8) и (11) получаем

δj+1 ≤ δj + ελ

(
δjγ(ε) + εM1

γ2(ε)

2

)
+ νελγ(ε) (δj + εM1γ(ε)) ≤

≤ (1 + λ1εγ(ε))δj + λ1M1ε
2γ2(ε), (12)

где λ1 = λ(1 + ν).
Из неравенств (12), принимая во внимание, что δ0 = 0, получаем

δ1 ≤ λ1M1ε
2γ2(ε), δ2 ≤ (1 + λ1εγ(ε))δ1 + λ1M1ε

2γ2(ε) ≤ λ1M1ε
2γ2(ε)((1 + λ1εγ(ε)) + 1),

и т.д.

δj+1 ≤ λ1M1ε
2γ2(ε)((1 + λ1εγ(ε))i + (1 + λ1εγ(ε))i−1 + . . .+ 1) = M1εγ(ε)×

×
(
(1 + λ1εγ(ε))i+1 − 1

)
≤M1εγ(ε)

(
(1 + λ1εγ(ε))

L
εγ(ε) − 1

)
≤M1εγ(ε)(eλ1L − 1). (13)

Учитывая неравенства (10), справедлива оценка

‖x(t)− x1(t)‖ ≤ ‖x(t)− x(tj)‖+ ‖x(tj)− x1(tj)‖+ ‖x1(tj)− x1(t)‖ ≤
≤ 2M1εγ(ε) +M1εγ(ε)(eλ1L − 1) ≤M1εγ(ε)(eλ1L + 1). (14)

Из условия 2) теоремы следует, что для любого η1 > 0 существует ε1(η1) > 0 такое,
что для всех ε ≤ ε1(η1) справедливо неравенство

1

γ(ε)
h

(∫ tj+1

tj

[F (s, x1(tj))]
αds+

∑
tj≤τi<tj+1

[Ii(x
1(tj))]

α,

∫ tj+1

tj

[F̄ (s, x1(tj))]
αds+

∑
tj≤σs<tj+1

[Īs(x
1(tj))]

α

)
< η1. (15)

Таким образом, существуют измеримый селектор vj(t) ∈ [F̄ (t, x1(tj))]
α и векторы

psj ∈ [Īs(x
1(tj))]

α такие, что

1

γ(ε)

∥∥∥∥∥
∫ tj+1

tj

(uj(s)− vj(s))ds+
∑

tj≤τi<tj+1

qij −
∑

tj≤σs<tj+1

psj

∥∥∥∥∥< η1. (16)

Рассмотрим функцию

y1(t) = y1(tj) + ε

∫ t

tj

vj(s)ds+ ε
∑

tj≤σs<t

psj, t ∈ (tj, tj+1], y1(0) = x0. (17)

Из (8), (17) и (16), учитывая, что x1(0) = y1(0) при j = 1,m имеем

‖x1(tj)− y1(tj)‖ ≤ ‖x1(tj−1)− y1(tj−1)‖+ η1εγ(ε) ≤ . . . ≤ jη1εγ(ε) ≤ Lη1. (18)

Так как при t ∈ (tj, tj+1] ‖y1(t)− y1(tj)‖ ≤M1εγ(ε), то, учитывая неравенства (10) и
(18), получаем

‖y1(t)− x1(t)‖ ≤ Lη1 + 2M1εγ(ε), ‖y1(t)− x1(tj)‖ ≤ Lη1 +M1εγ(ε). (19)
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Покажем, что существует решение y(t) включения

ẏ ∈ ε[F̄ (t, y)]α, t 6= σs, y(0) = x0, ∆y|t=σs ∈ ε[Īs(y)]α (20)

достаточно близкое к y1(t).
Пусть θ1, . . . , θp — моменты импульсов σs, попадающие в промежуток (tj, tj+1]. Для

удобства обозначим θ0 = tj, θp+1 = tj+1. Пусть µ+
k = ‖x1(θk + 0) − x(θk + 0)‖, µ−k =

‖x1(θk)− x(θk)‖, k = 0, p+ 1.
Пусть ρ(x,A) — расстояние от точки x ∈ Rn до множества A ⊂ Rn. Используя

условие Липшица, имеем

ρ
(
ẏ1(t), ε[F̄ (t, y1(t))]α

)
≤ εh

(
[F̄ (t, x1(tj))]

α, [F̄ (t, y1(t))]α
)
≤

≤ ελ‖x1(tj)− y1(t)‖ ≤ ελ(M1εγ(ε) + Lη1) = η∗.

В силу теоремы А.Ф.Филиппова между точками импульсов существует решение y(t)
включения (20) такое, что при t ∈ (θk, θk+1] справедливо неравенство ‖y(t) − y1(t)‖ ≤
µ+
k e

ελ(t−θk) +
∫ t
θk
eελ(t−s)η∗ds.

Обозначим через γk = θk+1 − θk ≤ γ(ε), γ0 + . . .+ γp = γ(ε). Тогда

µ−k+1 ≤ µ+
k e

ελγk +
η∗

λε

(
eλεγk − 1

)
. (21)

При переходе через точку импульса выберем ∆y|t=θk+1
∈ ε[Īs(y(θk+1))]α (θk+1 = σs)

такое, чтобы ‖∆y|t=θk+1
−∆y1|t=θk+1

‖ = ρ
(
∆y1|t=θk+1

, ε[Īs(y(θk+1))]α
)
.

Тогда

µ+
k+1 ≤ µ−k+1 + εh

(
[Īs(x

1(tj))]
α, [Īs(y(θk+1))]α

)
≤

≤ µ−k+1 + εh
(
[Īs(y

1(θk+1))]α, [Īs(y(θk+1))]α
)

+ εh
(
[Īs(x

1(tj))]
α, [Īs(y

1(θk+1))]α
)
≤

≤ µ−k+1 + ελµ−k+1 + εh
(
[Īs(x

1(tj))]
α, [Īs(y

1(θk+1))]α
)
≤ (1 + ελ)µ−k+1+

+ελ‖x1(tj)− y1(θk+1)‖ ≤ (1 + ελ)µ−k+1 + ελ(M1εγ(ε) + Lη1) = (1 + ελ)µ−k+1 + η∗. (22)

Из (21) и (22) следует, что µ+
k+1 ≤ αkµ

+
k + βk, αk = (1 + ελ)eελγk ,

βk =
η∗

λε
(1 + ελ)

(
eλεγk − 1

)
+ η∗ =

η∗

λε

(
(1 + ελ)eλεγk − 1

)
=
η∗

λε
(αk − 1).

Таким образом, µ+
1 ≤ α0µ

+
0 + η∗

λε
(α0 − 1),

µ+
2 ≤ α1µ

+
1 +

η∗

λε
(α1 − 1) ≤ α1α0µ

+
0 +

η∗

λε
(α1(α0 − 1) + (α1 − 1)) = α1α0µ

+
0 +

η∗

λε
(α1α0 − 1),

и т.д.

µ+
k+1 ≤ αkαk−1 · . . . · α0µ

+
0 +

η∗

λε
(αkαk−1 · . . . · α0 − 1) = eλε(γk+...+γ0)(1 + ελ)k+1µ+

0 +

+
η∗

λε

(
eλε(γk+...+γ0)(1 + ελ)k+1 − 1

)
≤ eλ(1+ν)εγ(ε)µ+

0 +
η∗

λε

(
eλε(1+ν)γ(ε) − 1

)
= κµ+

0 + β,

где κ = eλ(1+ν)εγ(ε), β = η∗

λε
(κ− 1).

Следовательно, δ+
j+1 = ‖y(tj+1)− y1(tj+1)‖ ≤ κδ+

j + β.
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Получаем следующую последовательность оценок δ+
0 = 0, δ+

1 ≤ β, δ+
2 ≤ κβ + β =

(κ+ 1)β, . . . ,

δ+
j+1 ≤ (κj + . . .+ 1)β =

κj+1 − 1

κ− 1
β ≤ η∗

λε
(eλL(1+ν) − 1) = (eλL(1+ν) − 1)(M1εγ(ε) + Lη1).

Поэтому при t ∈ (tj, tj+1] выполняется неравенство

‖y(t)− y1(t)‖ ≤ ‖y(t)− y(tj)‖+ ‖y(tj)− y1(tj)‖+ ‖y1(t)− y1(tj)‖ ≤
≤2M1εγ(ε)+(eλL(1+ν)−1)(M1εγ(ε)+Lη1)=M1(eλL(1+ν)+1)εγ(ε)+(eλL(1+ν) − 1)Lη1. (23)

В силу неравенств (14), (19) и (23) получаем, что ‖x(t)− y(t)‖ может быть сделано
меньше η за счет выбора ε ≤ ε0 и η1.

Справедливость включения [Y (t)]α ⊂ [X(t)]α + Sη(0) доказывается аналогично.

Если нечеткие отображения F (t, x), F̄ (t, x) и Ii(x), Īs(x) периодичны по t, можно
получить более точную оценку.

Теорема 4. Пусть в области Q = {t ≥ 0, x ∈ G ⊂ Rn}, где G выпукло, выполняются
следующие условия:

1) нечеткие многозначные отображения F, F̄ : Q → En, Ii, Īs : G → En непрерыв-
ны, равномерно ограничены постоянной M и удовлетворяют условию Липшица по x с
постоянной λ;

2) нечеткие многозначные отображения F (t, x), F̄ (t, x) 2π-периодичны по t и суще-
ствуют такие ν, ν̄ ∈ N, что для всех i ∈ N справедливы равенства τi+ν = τi + 2π, σs+ν̄ =
σs + 2π, Ii+ν(x) ≡ Ii(x), Īs+ν̄(x) ≡ Īs(x);

3) для любых x0 ∈ G′ ⊂ G, t ≥ 0 и ε ∈ (0, σ] α-решения включения (3) вместе с
некоторой ρ-окрестностью принадлежат области G.

Тогда для любого L > 0 существуют ε0(L) ∈ (0, σ] и C(L) > 0 такие, что для всех
ε ∈ (0, ε0] и t ∈ [0, Lε−1] справедливо неравенство

D(X(t), Y (t)) ≤ Cε, (24)

где X(t) — множество решений включения (2), Y (t) — множество решений включе-
ния (3).

Доказательство. В силу условий теоремы множества решений включений (2) и (3) су-
ществуют ([19]). Выберем произвольное α ∈ [0, 1]. Для начала докажем справедливость
включения

[X(t)]α ⊂ [Y (t)]α + SCε(0). (25)

Пусть x(t) — решение включения (20). Разобъем промежуток [0, Lε−1] на частичные
с шагом 2π точками tj = 2πj, j = 0,m, где m : tm ≤ Lε−1 < tm+1. Тогда найдутся изме-
римый селектор u(t) многозначного отображения [F (t, x(t))]α и векторы qi ∈ [Ii(x(τi))]

α

такие, что

x(t) = x(tj) + ε

∫ t

tj

u(s)ds+ ε
∑

tj≤τi<t

qi, t ∈ (tj, tj+1], x(0) = x0. (26)
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Рассмотрим функцию

x1(t) = x1(tj) + ε

∫ t

tj

uj(s)ds+ ε
∑

tj≤τi<t

qij, t ∈ (tj, tj+1], x1(0) = x0, (27)

где измеримый селектор uj(t) многозначного отображения [F (t, x1(tj))]
α и векторы qij ∈

[Ii(x
1(tj))]

α удовлетворяют условиям (9).
Обозначим через δj = ‖x(tj)− x1(tj)‖. При t ∈ (tj, tj+1] используя (7) и (8), имеем

‖x(t)−x(tj)‖≤εM1(t− tj)≤2πM1ε, ‖x1(t)−x1(tj)‖≤εM1(t− tj)≤2πM1ε,M1 = M(1+ν).
(28)

Следовательно, при t ∈ (tj, tj+1] выполняются следующие неравенства

‖x(t)− x1(tj)‖ ≤ ‖x(tj)− x1(tj)‖+ ‖x(t)− x(tj)‖ ≤ δj + εM1(t− tj), ‖u(t)− uj(t)‖ ≤
≤ h

(
[F (t, x(t))]α, [F (y, x1(tj))]

α
)
≤ λ‖x(t)− x1(tj)‖ ≤ λ(δj + εM1(t− tj)), (29)

‖qi − qij‖ ≤ h
(
[Ii(x(τi))]

α, [Ii(x
1(tj))]

α
)
≤ λ‖x(τi)− x1(tj)‖ ≤

≤ λ(δj + εM1(τi − tj)) ≤ λ(δj + εM1(t− tj)).

В силу (7), (8) и (11) получаем

δj+1 ≤ δj + ελ
(
2πδj + 2π2M1ε

)
+ 2πεdλ (δj + 2πM1ε) l ≤ (1 + 2πλ1ε)δj + 4π2λ1M1ε

2, (30)

где λ1 = λ(1 + d).
Из неравенств (30), принимая во внимание, что δ0 = 0, получаем

δ1 ≤ 4π2λ1M1ε
2, δ2 ≤ (1 + 2πλ1ε)δ1 + 4π2λ1M1ε

2 ≤ 4π2λ1M1ε
2((1 + 2πλ1ε) + 1),

и т.д.

δj+1 ≤ 4π2λ1M1ε
2((1 + 2πλ1ε)

i + (1 + 2πλ1ε)
i−1 + . . .+ 1) =

= 2πM1ε
(
(1 + 2πλ1ε)

i+1 − 1
)
≤ 2πM1ε

(
(1 + 2πλ1ε)

L
2πε − 1

)
≤ 2πM1ε(e

λ1L − 1). (31)

Учитывая неравенства (10), справедлива оценка

‖x(t)− x1(t))‖ ≤ ‖x(t)− x(tj)‖+ ‖x(tj)− x1(tj)‖+ ‖x1(tj)− x1(t)‖ ≤
≤ 4πM1ε+ 2πM1ε(e

λ1L − 1) ≤ 2πM1ε(e
λ1L + 1). (32)

Из условия 2) теоремы следует, что∫ tj+1

tj

[F (s, x1(tj))]
αds+

∑
tj≤τi<tj+1

[Ii(x
1(tj))]

α =

∫ tj+1

tj

[̄F (s, x1(tj))]
αds+

∑
tj≤σs<tj+1

[Īs(x
1(tj))]

α, (33)

поэтому существуют измеримый селектор vj(t) ∈ [F̄ (t, x1(tj))]
α и psj ∈ [Īs(x

1(tj))]
α та-

кие, что ∫ tj+1

tj

uj(s)ds+
∑

tj≤τi<tj+1

qij =

∫ tj+1

tj

vj(s)ds+
∑

tj≤σs<tj+1

psj. (34)
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Рассмотрим отображение

y1(t) = y1(tj) + ε

∫ t

tj

vj(s)ds+ ε
∑

tj≤σs<t

psj, t ∈ (tj, tj+1], y1(0) = x0. (35)

Из (27), (35) и (34), учитывая, что x1(0) = y1(0), при j = 1,m имеем

x1(tj) = y1(tj), ‖y1(t)− y1(tj)‖ ≤ εM(1 + ν̄)(t− tj) ≤ 2πM̄1ε, M̄1 = M(1 + ν̄), (36)
‖y1(t)− x1(t)‖ ≤ εM1(t− tj) + εM̄1(t− tj) ≤ 2π(M1 + M̄1)ε.

Покажем, что существует решение y(t) включения (20) достаточно близкое к y1(t).
Пусть θ1, . . . , θν̄ — моменты импульсов σs, попадающие в промежуток (tj, tj+1]. Для

удобства обозначим θ0 = tj, θν̄+1 = tj+1. Пусть µ+
k = ‖x1(θk + 0) − x(θk + 0)‖, µ−k =

‖x1(θk)− x(θk)‖, k = 0, ν̄ + 1.
Используя условие Липшица, имеем ρ(ẏ1(t), ε[F̄ (t, y1(t))]α) ≤ εh([F̄ (t, x1(tj))]

α,
[F̄ (t, y1(t))]α) ≤ ελ‖y1(t)− x1(tj)‖ ≤ 2πλM̄1ε

2 = η∗.
В силу теоремы А. Ф. Филиппова между точками импульсов существует решение

y(t) включения (20) такое, что при t ∈ (θk, θk+1] справедливо неравенство ‖y(t)−y1(t)‖ ≤
µ+
k e

ελ(t−θk) +
∫ t
θk
eελ(t−s)η∗ds.

Обозначим через γk = θk+1 − θk ≤ 2π, γ0 + . . .+ γp = 2π. Тогда

µ−k+1 ≤ µ+
k e

ελγk +
η∗

λε

(
eελγk − 1

)
. (37)

При переходе через точку импульса выберем ∆y|t=θk+1
∈ ε[Īs(y(θk+1))]α (θk+1 = σs)

такие, чтобы ‖∆y|t=θk+1
−∆y1|t=θk+1

‖ = ρ
(
∆y1|t=θk+1

, ε[Īs(y(θk+1))]α
)
. Тогда

µ+
k+1 ≤ µ−k+1 + εh

(
[Īs(x

1(tj))]
α, [Īs(y(θk+1))]α

)
≤

≤ µ−k+1 + εh
(
[Īs(y

1(θk+1))]α, [Īs(y(θk+1))]α
)

+ εh
(
[Īs(x

1(tj))]
α, [Īs(y

1(θk+1))]α
)
≤

≤ µ−k+1 + ελµ−k+1 + εh
(
[Īs(x

1(tj))]
α, [Īs(y

1(θk+1))]α
)
≤

≤ (1 + ελ)µ−k+1 + ελ‖x1(tj)− y1(θk+1)‖ ≤ (1 + ελ)µ−k+1 + 2πλM̄1ε
2 =

= (1 + ελ)µ−k+1 + η∗. (38)

Из (21) и (22) следует, что µ+
k+1 ≤ αkµ

+
k + βk, αk = (1 + ελ)eελγk ,

βk = 2πM̄1ε(1 + ελ)
(
eλεγk − 1

)
+ 2πλM̄1ε

2 = 2πM̄1ε
(
(1 + ελ)eλεγk − 1

)
= 2πM̄1ε(αk − 1).

Таким образом, µ+
1 ≤ α0µ

+
0 + 2πM̄1ε(α0− 1), µ+

2 ≤ α1µ
+
1 + 2πM̄1ε(α1− 1) ≤ α1α0µ

+
0 +

2πM̄1ε(α1(α0 − 1) + (α1 − 1)) = α1α0µ
+
0 + 2πM̄1ε(α1α0 − 1), и т.д.

µ+
k+1 ≤ αkαk−1 · . . . · α0µ

+
0 + 2πM̄1ε(αkαk−1 · . . . · α0 − 1) =

= eλε(γk+...+γ0)(1 + ελ)k+1µ+
0 + 2πM̄1ε

(
eλε(γk+...+γ0)(1 + ελ)k+1 − 1

)
≤

≤ e2πλ(1+ν̄)εµ+
0 + 2πM̄1ε

(
e2πλ(1+ν̄)ε − 1

)
= κµ+

0 + β,

где κ = e2πλ(1+ν̄)ε, β = 2πM̄1ε(κ− 1).
Следовательно, δ+

j+1 = ‖y(tj+1)− y1(tj+1)‖ ≤ κδ+
j + β.
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Получаем следующую последовательность оценок δ+
0 = 0, δ+

1 ≤ β, δ+
2 ≤ κβ + β =

(κ+ 1)β, . . . , δ+
j+1 ≤ (κj + . . .+ 1)β = κj+1−1

κ−1
β ≤ 2πM̄1ε(e

λL(1+ν̄)−1) = 2πM̄1ε(e
λL(1+ν̄)−1).

Таким образом, при t ∈ (tj, tj+1] выполняется неравенство

‖y(t)− y1(t)‖ ≤ ‖y(t)− y(tj)‖+ ‖y(tj)− y1(tj)‖+ ‖y1(t)− y1(tj)‖ ≤
≤ 2πM̄1ε+ 2πM̄1ε+ 2πM̄1ε(e

λL(1+ν̄) − 1) = 2πM̄1ε(e
λL(1+ν̄) + 1). (39)

В силу неравенств (32), (36) и (39) получаем, что ‖x(t) − y(t)‖ ≤ C1ε, где C1 =
2πM1ε(e

λ1L + 2) + 2πM̄1(eλL(1+ν̄) + 2) и справедливость включения (25) доказана.
Аналогично доказывается справедливость включения [Y (t)]α ⊂ [X(t)]α + SC2ε(0).

Выбирая C = max(C1, C2), получаем справедливость утверждения теоремы.

4. Заключение. Требование вогнутозначности правых частей исходного и усредненно-
го включений является достаточно сильным и необходимо для обеспечения выпуклости
множеств α-решений исходного и усредненного включений для любого α ∈ [0, 1]. Если
решение рассматривать в пространстве Σn отображений x : Rn → [0, 1], удовлетворяю-
щих условиям 1), 3) и 4) из определения пространства En, то требование вогнутозна-
чности можно отбросить, при этом утверждения теорем останутся в силе.
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