
Математичнi Студiї. Т.43, №2 Matematychni Studii. V.43, No.2

УДК 512.552.13

I. С. Васюник, О. В. Домша

ДРОБОВО-НАПIВЛОКАЛЬНI КIЛЬЦЯ БЕЗУ

I. S. Vasiunyk, O. V. Domsha. Fractionally-semilocal Bezout rings, Mat. Stud. 43 (2015), 140–
143.

It is proved that a fractionally-semilocal Bezout ring has stable range 3. It is proved that
a fractionally-semilocal Bezout ring of stable range 2 is an elementary divisors ring. PM -ring
which is a fractionally-semilocal Bezout ring is an elementary divisor ring.

И С. Васюнык, О В. Домша. Дробно-полулокальные кольца Безу // Мат. Студiї. – 2015. –
Т.43, №2. – C.140–143.

Доказано, что стабильный ранг дробно-полулокальных колец Безу равен 3. Доказано,
что дробно-полулокальное кольцо Безу стабильного ранга 2 является кольцом элементар-
ных делителей. PM -кольцо, являющееся дробно-полулокальным кольцом Безу — кольцо
элементарных делителей.

Метою даної статтi є дослiдження структури дробово-напiвлокальних кiлець Безу.
У статтi обчислено стабiльний ранг дробово-напiвлокального кiльця Безу. Доведено, що
дробово-напiвлокальне кiльце Безу стабiльного рангу 2 є кiльцем елементарних дiльни-
кiв. А також описано розклад головних iдеалiв в скiнченний добуток ко-максимальних
iдеалiв з деякими обмеженнями.

Пiд кiльцем R розумiємо комутативне кiльце з 1 6= 0. Позначимо через Rn кiльце
всiх матриць розмiру n× n з елементами з кiльця R. Нiльрадикал кiльця R позначимо
через rad(R).

Нехай P — деяка кiльцева властивiсть, зокрема, у нашому випадку: P — власти-
вiсть кiльця бути напiвлокальним. Згiдно з означенням Вамоша, кiльце R є дробово P ,
якщо класичне кiльце дробiв Q(R/I) кiльця R/I має властивiсть P для будь-якого iде-
ала I. Для прикладу, довiльне нетерове кiльце є дробово-напiвлокальним. Очевидним
прикладом дробово-напiвлокального кiльця є кiльце, в якому довiльний головний iдеал
мiстить тiльки скiнченне число мiнiмальних простих iдеалiв. Прикладами таких кiлець
є кiльця з нетеровим спектром.

Матриця A = (aij) розмiру n×m називається дiагональною, якщо aij = 0 для всiх i 6=
j. Скажемо, що матриця A над кiльцем R володiє дiагональною редукцiєю, якщо iснують
такi оборотнi матрицi P i Q вiдповiдних розмiрiв, що PAQ є дiагональною матрицею
([1]). Вслiд за I. Капланським ([1]), скажемо, що кiльце R є кiльцем елементарних
дiльникiв, якщо довiльна матриця над R володiє дiагональною редукцiєю.

Пiд кiльцем Безу розумiємо кiльце, в якому довiльний скiнченнопороджений iдеал
є головним. Рядок (a1, . . . , an) над кiльцем R називається унiмодулярним, якщо a1R +
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. . . + anR = R. Скажемо, що кiльце R має стабiльний ранг n, якщо для довiльного
унiмодулярного рядка (a1, . . . , an, an+1) iснують такi елементи b1, . . . , bn, що рядок (a1 +
an+1b1, . . . , an + an+1bn) є унiмодулярним. Всi iншi необхiднi означення i факти можна
знайти в [2,3].

Доведемо, що стабiльний ранг (ст.р.) дробово-напiвлокального кiльця не переви-
щує 3, тобто, що справджується така теорема.

Теорема 1. Нехай R — дробово-напiвлокальне кiльце Безу. Тодi стабiльний ранг R не
перевищує 3.

Доведення. Нехай a, b, c, d ∈ R такi, що aR + bR + cR + dR = R, а R = R/ rad(aR),
де rad(aR) — нiльрадикал iдеалу aR. Оскiльки, Q(R) — напiвлокальне, то R є напiв-
спадковим ([4]) i ст.p.(R) = ст.p.(R), звiдки маємо, що стабiльний ранг R дорiвнює 2.
Оскiльки bR + cR + dR = R i ст.p.(R) = 2, то (b + dx)R + (c + dy)R = R для деяких
x, y ∈ R.

Стверджуємо, що (a+d · 0)R+(b+d ·x)R+(c+d · y)R = R. Якщо би це було не так,
то iснував би максимальний iдеал M кiльця R такий, що a, b+dx, c+dy ∈M . Але, тодi,
iдеалM/ rad(aR) є максимальним iдеалом R, який мiстить b+dx i c+dy, що не можливо,
оскiльки (b+ dx)R + (c+ dy)R = R. Отже, (a+ d · 0)R + (b+ d · x)R + (c+ d · y)R = R.
Оскiльки, всi можливi випадки розглянуто, то нерiвнiсть ст.p.(R) ≤ 3 доведено.

Теорема 2. Дробово-напiвлокальне кiльце Безу стабiльного рангу 2 є кiльцем елемен-
тарних дiльникiв.

Доведення. Нехай R — дробово-напiвлокальне кiльце Безу стабiльного рангу 2. Для до-
ведення теореми достатньо переконатися, що модуль M визначений матрицею

A =

(
a 0
b c

)
, де aR + bR + cR = R, є прямою сумою циклiчних. Легко перевiрити, що

M є R/ rad(acR)-модуль. Нехай J = rad(acR). Оскiльки, R — дробово-напiвлокальне,
то кiльце R = R/J — напiвспадкове. Отже, M = M/J є модулем визначеним матрицею

A =

(
a 0

b c

)
.

Оскiльки, R — напiвспадкове i a · c = 0, то iснує такий iдемпотент e ∈ R, що a = e · a
i b = (1 − eb). Легко побачити, що Me — визначений матрицею eA, як eR-модуль i
M(1−e) — визначений матрицею (1−e)A як (1−e)R гомоморфний образ R. Отже, вони
є кiльцями Ермiта, а, тому, iснують зворотнi матрицi P1 ∈ M2(eR) i Q1 ∈ M2((1− e)R)

такi, що P1eA =

(
s 0
0 0

)
i (1− e)AQ1 =

(
0 0
0 t

)
.

Покладемо P = (1− e)E +P1, i Q = eE +P1, де E ∈ 2× 2 одинична матриця над R.

Тодi P ,Q такi зворотнi матрицi над R, що PAQ =

(
s 0
0 t

)
.

Ми можемо припустити, що s є дiльником t. Очевидно, що aR + bR + cR = sR
i s є одиницею R. Це означає, що M є циклiчним над R/acR. Звiдси M є циклiчним
надR. Отже,M , що є скiнченнозображувальнимR-модулем, є прямою сумою циклiчних
модулiв. Тобто, остаточно отримуємо, що R є кiльцем елементарних дiльникiв.

Нагадаємо, що комутативне кiльце є PM -кiльцем, якщо довiльний його простий
iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi.
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Теорема 3. Нехай R — дробово-напiвлокальне PM -кiльце Безу. Тодi R є кiльцем еле-
ментарних дiльникiв.

Доведення. Нехай R = R/ rad(aR) для довiльного ненульового i незворотного елемента
a ∈ R. Тодi, згiдно з [3], ст.p.(R) = 1. Нехай aR+ bR+ cR = R. Оскiльки bR+ cR = R i
ст.p.(R) = 1, то iснує такий y ∈ R, що (b+ cy)R = R. Тодi, (a+ c · 0)R+ (b+ c · y)R = R.
Тобто, ми довели, що ст.p.(R) ≤ 2 i, отже, R є кiльцем елементарних дiльникiв.

Перш нiж перейти до доведення наступного твердження, розглянемо один приклад
областi Безу. Нехай D = {a0 + b1x+ . . . : a0 ∈ Z, bi ∈ Q}. Тодi, D — двовимiрна область
Безу, яка має єдиний простий iдеал M = {b1x+ b2x

2 + . . . |bi ∈ Q} висоти 1 i має нескiн-
ченне число максимальних iдеалiв вигляду pZ + xQ[[x]], де p — просте число в Z.

Елементи з M , що мiстяться в нескiнченному числi максимальних iдеалiв з D, в той
же час є елементами з D\M , якi тiльки мiстяться в скiнченному числi максимальних
iдеалiв. Тому, D є дробово-напiвлокальним кiльцем.

Теорема 4. Нехай D — область Безу, Qi — iдеали областi D. Наступнi твердження
еквiвалентнi:

1. Кожен ненульовий головний iдеал aD ⊂ D може бути зображений у виглядi aD =
Q1 ·Q2 · . . . ·Qn, де кожен iдеал Qi має простий радикал i (Qi) є попарно комакси-
мальними.

2. D — дробово-напiвлокальне кiльце.

Доведення. (1. =⇒ 2.) Припустимо, що M є максимальним iдеалом кiльця D та P1 i P2

— не порiвняльнi простi iдеали з P , що мiстяться в M . Нехай a ∈ P1 i a /∈ P2 та b ∈ P2 i
b /∈ P1. Головний iдеал abD може бути записаний у виглядi Q1 · Q2 · . . . · Qn, де (Qi) —
попарно комаксимальнi. Оскiльки, abD ⊆M , то деяке з (Qi) мiститься в M , i нехай це
Q1. Окрiм того, оскiльки (Qi) — попарно комаксимальнi, то тiльки Q1 мiститься в M .
Отже, P1 i P2 мiстяться в M i мiстять abD, тодi, Q1 ⊆ P1

⋂
P2. Але Q1 не може мати

простого радикала. Припустимо, що
√
Q1 = P — простий. Тодi, P мiститься в P1

⋂
P2.

Крiм цього, P повинен мiстити a або b. Це суперечить вибору a чи b.
Нехай a ∈ D i a 6= 0. Запишемо aD = Q1 · Q2 · . . . · Qn, де кожен Qi має простий

радикал Pi, i (Qi) є попарно комаксимальнi. Якщо P є мiнiмальним простим iдеалом
над aD, то P мiстить деяке Qi i вiдповiдно P = Pi. З цього випливає, що P1, P2, . . . , Pn

є множиною мiнiмальних простих iдеалiв для aD.
(2. =⇒ 1.) Припустимо, що aD — ненульовий головний iдеал кiльця D, а P1, P2, . . . ,

Pn — мiнiмально простi iдеали над aD. Тому, (Pi) — попарно комаксимальнi. Отже,
iснують xi ∈ Pi i yi ∈ Pi такi, що xi + yi = 1.

Нехай Di = D[1/yi] — локалiзацiя D за степенями елемента yi. Якщо Qi = aDi

⋂
D,

то Qi має радикал Pi. Нехай M — максимальний iдеал D, тодi кожний aD або aD ⊆M ,
або aD * M . Якщо aD * M , то aDM

⋂
D = D. Якщо ж aD ⊆ M , то M ⊃ Pi,

для деякого i, вiдповiдно yi /∈ M . З цього випливає, що DM є вираженим з перетину
D[1/yi] =

⋂
DP , де P є простим i yi /∈ P . D ⊆

⋂n
i=1Di

⋂
D[1/a] ⊆Mmax DM = D.

Отже, для кожного iдеалу A кiльця D, A =
⋂

MmaxADM

⋂
D. Звiдси випливає, що

aD = Q1 · Q2 · . . . · Qn. Крiм цього (Qi) — попарно комаксимальнi. Отже, розглянутий
перетин є добутком.
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Розглянемо описане вище дробово-напiвлокальне кiльце, а саме

D = {a0 + b1x+ . . . : a0 ∈ Z, bi ∈ Q}.

Якщо f(x) = a0+b1x+ . . ., де a0 6= 0, то, очевидно, що маємо представлення f(x)D =
a0D = p1p2 . . . pnD = p1D . . . pnD. (Оскiльки ряди 1+c1x+c2x

2+ . . . , ci ∈ Q є зворотнiми
елементами в D). Якщо f(x) = a0 + b1x + . . . a0 = 0, то f(x) = bn(f)x

n(f) + . . ., де
bn(f) — перший ненульовий коефiцiєнт ряду f(x). Тодi, очевидно, що f(x)D = xn(f)D є
представленням з теореми 4.
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