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In this article we introduce a new class of rings, so called avoidable rings, which are gene-

ralizations of adequate rings and neat rings while in these rings every nonzero prime ideal is
contained in a unique maximal ideal.
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В статье рассматривается новый класс колец, так называемых раздельных колец, обоб-
щающий классы адекватных колец и аккуратных колец, в которых их произвольный нену-
левой простой идеал содержится в единственном максимальном идеале.

Пiд кiльцем будемо розумiти комутативне кiльце з одиницею. Адекватнi областi
введенi О.Хелмером в [1]. Кiльце R називається адекватним, якщо для довiльних еле-
ментiв a, b ∈ R, де a 6= 0, iснують такi r, s ∈ R, що a = rs, rR+bR = R i для необоротного
дiльника s′ елемента s виконується s′R + bR 6= R.

I. Капланський в [2] довiв, що адекватне кiльце, дiльники нуля якого мiстяться в ра-
дикалi Джекобсона, є кiльцем елементарних дiльникiв. Зi статтi [5] вiдмiтимо той факт,
що лише адекватне кiльце Безу, дiльники нуля якого мiстяться в радикалi Джекобсона,
є або областю цiлiсностi, або кiльцем нормування.

Зi статтi [4] вiдомо, що кожний ненульовий простий iдеал адекватного кiльця мi-
ститься в єдиному максимальному iдеалi. В статтi [5] сформульовано таке запитання:
якщо R є областю Безу з властивiстю, що кожний ненульовий простий iдеал мiститься
в єдиному максимальному iдеалi, то чи R буде адекватним кiльцем?

Кiльцем Безу є кiльце, в якому довiльний скiнченно породжений iдеал є головним.
У статтi [6] встановлено, що iснує кiльце елементарних дiльникiв, яке не є адекватним,
але є кiльцем, в якому кожний ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному макси-
мальному iдеалi. У цiй статтi введемо новий клас кiлець, так званих роздiльних кiлець,
якi є узагальненням адекватних кiлець.

Нагадаємо, що кiльце називається чистим, якщо кожний елемент є сумою iдемпо-
тента та одиницi ([7]). Усi необхiднi означення i факти є в [10, 11].

Означення 1. Комутативне кiльце називається роздiльним, якщо для довiльних еле-
ментiв a, b, c ∈ R, c 6= 0 таких, що aR+ bR+ cR = R, iснують елементи r, s ∈ R такi, що
c = rs, де rR + aR = R, sR + bR = R i rR + sR = R.

2010 Mathematics Subject Classification: 13F99.
Keywords: avoidable ring; Bezout domain; clean ring; adequate domain.
doi:10.15330/ms.43.2.153-155

c©Б. М. Кузнiцька, Б. В. Забавський, 2015



154 Б. М. КУЗНIЦЬКА, Б. В. ЗАБАВСЬКИЙ

Теорема 1. Комутативна область Безу є роздiльним кiльцем тодi i тiльки тодi, коли
для довiльного c ∈ R \ {0} фактор-кiльце R/cR є чистим кiльцем.

Доведення. Нехай R = R/cR i a = a+ cR, b = b+ cR. Оскiльки R є чистим кiльцем, то
iснує iдемпотент e ∈ R такий, що e ∈ aR i 1− e ∈ bR (див. [7]).

Ми маємо, що e + ap = s для деяких елементiв p, s ∈ R. Подiбно, 1 − e + bα = cβ
для деяких елементiв α, β ∈ R. Спiвставляючи e = s− ap i 1− e + bα = cβ, отримаємо
apR + bR + cR = R.

Оскiльки e = e2, то отримаємо, що e(1− e) = ct для деякого елемента t ∈ R. Нехай
eR + cR = dR. Тодi, e = de0, c = dc0, де e0R + c0R = R для деяких елементiв b0, c0 ∈ R.
Звiдси, e + c0j = 1 для деякого елемента j ∈ R. Вiзьмемо r = c0, s = d i запишемо
розклад на множники c = rs, де rR + cR = R i cR ⊂ sR. Оскiльки, e = ap + cs,
то отримаємо rR + apR = R, sR ⊂ apR. Очевидно, що sR + bR = R, rR + sR = R i
rR + aR = R.

Нехай aR+ bR+ cR = R, c 6= 0 i c = rs, де rR+ sR = R, rR+ aR = R i sR+ bR = R.
Вiзьмемо r = r + cR, s = s + cR. Оскiльки rR + sR = R, то отримаємо ru + sv = 1 i
r2u = r, s2v = s. Нехай s · v = e. Очевидно, що e2 = e i 1 − e = ru. Враховуючи, що
rR + aR = R, отримаємо aβe = e для деякого елемента β ∈ R.

Подiбно, bx(1−e) = 1−e для деякого елемента x ∈ R. Ми довели, що якщо aR+bR =
R, то iснує такий iдемпотент e ∈ R, що e ∈ aR i 1 − e ∈ bR. Згiдно з [8], R є чистим
кiльцем.

Теорема 2. Комутативна адекватна область Безу є роздiльною областю.

Доведення. Нехай aR + bR + cR = R i c 6= 0. Оскiльки R є адекватною областю, то
c = rs, де rR + aR = R i s′R + aR 6= R для довiльного необоротного елемента s′ ∈ R
такого, що sR ⊂ s′R 6= R. Очевидно, що rR+sR = R. Нехай sR+bR = dR 6= R. Так як d
є дiльником елемента s, то dR+ aR = hR 6= R. Оскiльки cR ⊂ dR ⊂ hR, bR ⊂ dR ⊂ hR
i aR ⊂ hR маємо, що aR+bR+cR ⊂ hR 6= R. А це неможливо, бо aR+bR+cR = R.

Кiльце називається pm-кiльцем, якщо кожний простий iдеал кiльця мiститься в єди-
ному максимальному iдеалi. Вiдмiтимо, що комутативне чисте кiльце є pm-кiльцем ([8]).

Кiльце називається акуратним, якщо кожний його нетривiальний скiнченний гомо-
морфний образ є чистим кiльцем. Очевидно, що акуратне кiльце є роздiльним. Безпо-
середньо з теореми 2 випливає таке твердження.

Теорема 3. В роздiльнiй областi кожний ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному
максимальному iдеалi.

В даний час вiдкрите таке питання: Чи є акуратним довiльне роздiльне кiльце?
Кiльце називається FGC кiльцем, якщо кожний скiнченно породжений модуль iзо-

морфний до прямої сумi циклiчних модулiв (iнформацiю про FGC кiльця можна також
знайти в [9]).

Теорема 4. Довiльна FGC область Безу R, в якiй кожний ненульовий простий iдеал
мiститься в єдиному максимальному iдеалi є роздiльною тодi i тiльки тодi, коли R є
адекватною областю.
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Доведення. Довiльна FGC область Безу є областю, в якiй кожний ненульовий елемент
мiститься лише в скiнченному числi максимальних iдеалiв ([9]). Оскiльки в кiльцi R
кожний ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi, то за
теоремою 4.1 з [5] R є адекватною областю. Використовуючи теорему 3, завершуємо
доведення даної теореми.

Теорема 5. Будь-яка роздiльна область Безу є кiльцем елементарних дiльникiв.

Доведення. Нехай a, b, c ∈ R i aR + bR + cR = R, c 6= 0. Розглянемо c = rs, де

rR + aR = R, sR + bR = R i rR + sR = R.

Очевидно, що (sa+rb)R+rcR = R. Згiдно з [2], R є кiльцем елементарних дiльникiв.
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