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We prove the existence and uniqueness of the optimal control for systems described by
mixed boundary problem for parabolic equation without initial conditions. We investigate the
case of the boundary control and the final observation. We obtain a set of correlations that
characterize the optimal controls for such problem.
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Доказано существование и единственность решений задач оптимального управления
системами, которые описываются задачей без начальных условий для параболических
уравнений со смешанными краевыми условиями. Рассмотрен случай граничного управле-
ния и финального наблюдения. Получено совокупность соотношений, которые характе-
ризуют оптимальные управления для такой задачи.

Вступ. Основи теорiї оптимального керування системами, що описуються рiвняннями
з частинними похiдними, викладено в монографiї [1]. Серед багатьох розглядуваних
там проблем є задача оптимального межового керування з фiнальним спостереженням
системами, стан яких описується мiшаною задачею для параболiчних рiвнянь (див. [1],
п. 3.2.2). Наведемо модельний приклад цiєї задачi. Нехай Ω — обмежена область в Rn,
T > 0, Q := Ω×(0, T ), Σ := ∂Ω×(0, T ). Стан керованої системи для заданого керування
v ∈ U := L2(Σ) описується слабким розв’язком y ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω))
задачi

yt −∆y = f, (x, t) ∈ Q, (1)
∂y

∂ν

∣∣∣
Σ

= v, (2)

y
∣∣∣
t=0

= y0(x), x ∈ Ω, (3)

де f ∈ L2(Q), y0 ∈ L2(Ω). Задача оптимального керування полягає у знаходженнi
функцiї u ∈ U∂ :=

{
v ∈ U : v ≥ 0 м. с. на Σ

}
такої, що

J(u) = inf
v∈U∂

J(v),
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де J(v) :=
∫

Ω
|y(x, T ; v)− z0(x)|2dx+ µ

∫∫
Σ
|v|2dΓdt∀v ∈ U , а µ > 0, z0 ∈ L2(Ω) — заданi.

Встановлено, що ця задача має єдиний розв’язок i вiн характеризується варiацiйною
нерiвнiстю

∫∫
Σ

(p(u) + µu)(v − u)dΓdt ≥ 0 ∀v ∈ U∂, де p = p(u) ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩
C([0, T ];L2(Ω)) — слабкий розв’язок задачi

−pt −∆p = 0 в Q,
∂p

∂ν

∣∣∣
Σ

= 0, p
∣∣
t=T

= y
∣∣
t=T
− z0,

а y = y(u) — слабкий розв’язок задачi (1)–(3) при v = u.
В данiй роботi дослiджується проблема оптимального керування системами, стан

яких описується задачею Фур’є для параболiчних рiвнянь, модельним прикладом якої
є задача, яка вiдрiзняється вiд розглядуваної вище тим, що рiвняння стану системи
розглядається в областi Q = Ω × (−∞, 0), крайова умова задана на поверхнi Σ =
∂Ω × (−∞, 0), а замiсть початкової умови ставиться умова

∫
Ω
|y(x, t)|2dx → 0 при

t → −∞, припускаючи, що f iнтегровна з квадратом на кожнiй обмеженiй пiдобла-
стi Q. Такого типу задачi описують процеси, що почались досить давно i початковi
умови не впливають на їх проходження в актуальний момент часу. Задачi без поча-
ткових умов для еволюцiйних рiвнянь дослiджувались у роботах багатьох математикiв
(див. [19, 20] i бiблiографiю там).

Вiдмiтимо, що теорiя оптимального керування детермiнованими системами, якi опи-
суються рiвняннями з частинними похiдними, активно розвивається в наш час. Зокре-
ма, цiй тематицi присвяченi роботи [1]–[15]. У роботах [6]–[8] стан керованої системи
описується задачею Дiрiхле для параболiчного рiвняння. Зокрема, у роботi [6] керу-
вання знаходиться у коефiцiєнтах при молодших членах рiвняння, а у роботах [7], [8]
дослiджуються задачi стартового оптимального керування. У працi [7], зокрема, роз-
глядається випадок фiнального спостереження. У роботах [9] та [10] стан системи опису-
ється також задачею Дiрiхле, але дослiджується випадок межового керування. У працi
[10] квадратична функцiя вартостi включає в себе також фiнальне спостереження, а
у працi [9] — розподiлене. У роботi [11] дослiджено задачу оптимального керування
для лiнiйного параболiчного рiвняння з необмеженими коефiцiєнтами в головнiй части-
нi елiптичного оператора у випадку, коли керування задане на частинi межi областi
визначення рiвняння. Робота [12] присвячена вивченню задач оптимального керування
системами, стан яких описується рiвнянням теплопровiдностi з динамiчною крайовою
умовою. Метою цiєї роботи є вiдшукання оптимального коефiцiєнта теплопередачi, що
знаходиться в крайовiй умови, i розглядається випадок розподiленого спостереження.

Як нам вiдомо серед робiт, присвячених данiй тематицi, тiльки в роботах [16], [17]
стан керованої системи описується задачею Фур’є для параболiчних рiвнянь. В нашiй
роботi на вiдмiну вiд цих робiт розглядається випадок межового керування при фi-
нальному спостереженнi. Тут доведено iснування та єдинiсть оптимального керування,
а також знайдено спiввiдношення, що його характеризують.

1. Основнi позначення. На протязi всiєї роботи вважаємо, що n — довiльне фiксоване
натуральне число, а Rn — евклiдiв простiр, складений з впорядкованих наборiв x =
(x1, . . . , xn) дiйсних чисел, зi скалярним добутком (x, y) := x1y1 + . . . + xnyn i нормою
|x| := (|x1|2 + . . .+ |xn|2)1/2.

Нехай Ω — обмежена область в Rn (n ∈ N) з кусково-гладкою межею Γ, а ν —
одиничний вектор зовнiшньої нормалi до Γ. Припускаємо, що Γ = Γ0 ∪ Γ1, де Γ0 —
замикання вiдкритої множини на поверхнi Γ (зокрема, Γ0 = ∅ або Γ0 = Γ), Γ1 := Γ \Γ0.
Нехай S := (−∞, 0], Q := Ω× S, Σ0 := Γ0 × S, Σ1 := Γ1 × S.
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Пiд H1(Ω) розумiємо гiльбертiв простiр вимiрних функцiй v : Ω → R, якi разом з
узагальненими похiдними першого порядку належать L2(Ω), зi скалярним добутком
(v, w)H1(Ω) :=

∫
Ω

{∑n
i=1 vxiwxi + vw

}
dx та нормою ‖v‖ :=

( ∫
Ω

{∑n
i=1 |vxi |2 + |v|2

}
dx
)1/2.

Нехай γ0 : H1(Ω) → L2(Γ) — оператор слiду, H̃1(Ω) := {v ∈ H1(Ω)
∣∣ γ0v|Γ0 = 0} —

пiдпростiр простору H1(Ω).
Вiдмiтимо, що з властивостей оператора слiду випливає iснування сталої K > 0

такої, що
‖γ0v‖L2(Γ1) ≤ K‖v‖H1(Ω) ∀ v ∈ H̃1(Ω). (4)

Пiд Lqloc(S;X), де q ∈ [1,∞], а X — довiльний банахiв простiр, розумiємо лiнiйний
простiр визначених на S зi значеннями в X функцiй, якi є вимiрними i їх звуження на
будь-який вiдрiзок [a, b] ⊂ S належать простору Lq(a, b;X).

Позначаємо L̃2
ω,β,γ(S;X) := {f ∈ L2

loc(S;X)|
∫
S
γ(t)e2ω

∫ t
0 β(s)ds‖f(t)‖2

Xdt < ∞}, де ω ∈
R, β ∈ L∞loc(S;R), γ : S → (0,+∞) — вимiрна функцiя та X — гiльбертiв простiр зi
скалярним добутком (·, ·)X та нормою ‖ · ‖X . Простiр L̃2

ω,β,γ(S;X) є гiльбертовим зi
скалярним добутком (f, g)L̃2

ω,β,γ(S;X) =
∫
S
γ(t)e2ω

∫ t
0 β(s)ds(f(t), g(t))Xdt i нормою

‖f‖L̃2
ω,β,γ(S;X) :=

(∫
S

γ(t)e2ω
∫ t
0 β(s)ds‖f(t)‖2

Xdt
)1/2

.

Через C1
c (I), де I — iнтервал числової осi, позначаємо лiнiйний простiр визначених

на I неперервно диференцiйованих та фiнiтних функцiй.

2. Формулювання задачi та основного результату Нехай α : S → R — неперервна
функцiя така, що α(t) > 0 для будь-якого t ∈ S.

З метою скорочення записiв приймемо L2
ω,α(S;X) := L̃2

ω,α,α(S;X), L2
ω,1/α(S;X) :=

L̃2
ω,α,1/α(S;X).

Нехай U := L2
ω,1/α(S;L2(Γ1)) — простiр керувань, U∂ — опукла та замкнена множина

в U (множина допустимих керувань).
Стан дослiджуваної еволюцiйної системи для заданого керування v ∈ U визначаємо

як функцiю y = y(v) = y(x, t; v), (x, t) ∈ Q, з простору L2
ω,α(S; H̃1(Ω))∩C(S;L2(Ω)), яка

задовольняє рiвняння

yt −
n∑

i,j=1

(
aij(x, t)yxi

)
xj

+ a0(x, t)y = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (5)

i крайову умову
∂y

∂νA

∣∣∣
Σ1

:=
n∑

i,j=1

aij
∂y

∂xj
cos(ν, xi) = g + v, (6)

в сенсi iнтегральної тотожностi∫∫
Q

{
− yψϕ′ +

n∑
i,j=1

aijyxiψxjϕ+ a0yψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt+

∫∫
Σ1

(g + v)ψϕdΣ, ψ ∈ H̃1(Ω), ϕ ∈ C1
c (−∞, 0), (7)
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та умову (“аналог початкової умови”)

lim
t→−∞

e2ω
∫ t
0 α(s)ds

∫
Ω

|y(x, t)|2dx = 0, (8)

припускаючи, що виконанi умови
(A1) : a0, aij ∈ L∞loc(Q), aij = aji (i, j = 1, n), a0(x, t) ≥ α(t) для м. в. (x, t) ∈ Q,∑n

i,j=1 aij(x, t)ξiξj ≥ α(t)‖ξ‖2 для всiх ξ ∈ Rn i м. в. (x, t) ∈ Q;

(A2) : f ∈ L2
ω,1/α(S;L2(Ω)), g ∈ L2

ω,1/α(S;L2(Γ1)).

Вище згадану функцiю y = y(v) будемо називати розв’язком задачi (5), (6), (8)
при заданому керуваннi v. Iснування i єдинiсть функцiї y(v) та її оцiнки доведено в
наступному пунктi (див. твердження 1).
Зауваження 1. Вiдмiтимо, що в умовi y ∈ L2

ω,α(S; H̃1(Ω)) “захована”, крайова умова
y
∣∣
Σ0

= 0.
Функцiя вартостi має вигляд

J(v) = ‖y(·, 0; v)− z0(·)‖2
L2(Ω) + µ‖v‖2

U , v ∈ U, (9)

де z0 ∈ L2(Ω), µ > 0 — заданi (нагадаємо, що ‖v‖2
U =

∫
Σ1

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)ds|v(x, t)|2dΓdt).

Розглядаємо таку задачу оптимального керування: знайти керування u ∈ U∂
таке, що

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (10)

Далi цю задачу коротко називатимемо задачею (10), а її розв’язки — оптимальними
керуваннями.

Для характеризацiї розв’язкiв задачi (10) використаємо поняття спряженого стану
дослiджуваної системи. Цей стан, що вiдповiдає керуванню v ∈ U∂, описується фун-
кцiєю p = p(v) = p(x, t; v), (x, t) ∈ Q, з простору L2

loc(S; H̃1(Ω)) ∩ C(S;L2(Ω)), яка
задовольняє рiвняння

−pt −
n∑

i,j=1

(
aij(x, t)pxi

)
xj

+ a0(x, t)p = 0, (x, t) ∈ Q, (11)

i крайову умову
∂p

∂νA
= 0, (x, t) ∈ Σ1, (12)

в сенсi iнтегральної тотожностi∫∫
Q

{
pψϕ′+

( n∑
i,j=1

aijpxiψxj+a0pψ
)
ϕ
}
dxdt = 0, ψ ∈ H̃1(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0), (13)

та умову
p(x, 0; v) = y(x, 0; v)− z0(x), x ∈ Ω, (14)

де y(x, 0; v), x ∈ Ω, — значення при t = 0 розв’язку задачi (5), (6), (8).
Вище вказану функцiю p коротко називатимемо розв’язком задачi (11), (12), (14).

В наступному пунктi доведено коректнiсть цiєї задачi i отримано вiдповiднi оцiнки її
розв’язку (див. твердження 3).

Основним результатом даної роботи є таке твердження.



ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ СИСТЕМАМИ БЕЗ ПОЧАТКОВИХ УМОВ 93

Теорема. При вказаних вище умовах iснує єдиний розв’язок u задачi (10) i вiн хара-
ктеризується варiацiйною нерiвнiстю

∫∫
Σ1

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)ds

(
p̃(u) + µu

)(
v − u

)
dΓdt ≥ 0

∀v ∈ U∂, де p̃(u) = p̃(x, t;u) := α(t)e−2ω
∫ t
0 α(s)dsp(x, t;u), (x, t) ∈ Q, а p(x, t;u), (x, t) ∈ Q,

— розв’язок задачi (11), (12), (14) при v = u (тобто, функцiя, що описує спряжений
стан, вiдповiдний оптимальному керуванню u), причому в умовi (14) y(x, 0, u), x ∈ Ω, —
значення при t = 0 розв’язку задачi (5), (6), (8), коли v = u.

3. Допомiжнi твердження. Для обгрунтування основного результату нам будуть
потрiбнi деякi допомiжнi твердження, якi сформулюємо i доведемо в цьому пунктi.

Лема 1. Нехай для деяких t1, t2 ∈ R (t1 < t2) функцiя z ∈ L2(t1, t2; H̃1(Ω)) задовольняє
тотожнiсть∫ t2

t1

∫
Ω

{
−zψϕ′+(g0ψ+

n∑
i=1

giψxi)ϕ
}
dxdt+

∫ t2

t1

∫
Γ1

h0ψϕdΓdt = 0, ψ ∈ H̃1(Ω), ϕ ∈ C1
c (t1, t2),

(15)
де h0 ∈ L2(Γ1 × (t1, t2)) та gj ∈ L2(Ω× (t1, t2)) (j ∈ {0, 1, . . . , n}) — деякi функцiї.

Тодi z ∈ C([t1, t2];L2(Ω)) i для будь-яких чисел τ1, τ2 ∈ [t1, t2] (τ1 < τ2) та довiльної
функцiї θ ∈ C1[t1, t2] правильна рiвнiсть

1

2
θ(t)

∫
Ω

|z(x, t)|2dx
∣∣∣t=τ2
t=τ1
− 1

2

∫ τ2

τ1

∫
Ω

|z|2θ′dxdt+

∫ τ2

τ1

∫
Ω

{
g0z +

n∑
i=1

gizxi
}
θdxdt+

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

h0zθdΓdt = 0.

(16)

Доведення. Доведення цiєї леми повнiстю аналогiчне доведенню леми 2 роботи [18].

Використовуючи лему 1, легко довести правильнiсть такого твердження.

Наслiдок 1. Нехай для кожного k∈{1, 2}функцiя zk∈L2(t1, t2; H̃1(Ω))∩C([t1, t2];L2(Ω))
задовольняє тотожнiсть∫ t2

t1

∫
Ω

{
− zkψϕ′ + (gk,0ψ +

n∑
i=1

gk,iψxi)ϕ
}
dxdt+

+

∫ t2

t1

∫
Γ1

hk,0ψϕdΓdt = 0, ψ ∈ H̃1(Ω), ϕ ∈ C1
c (t1, t2). (17)

Тодi для будь-яких чисел τ1, τ2 ∈ [t1, t2] (τ1 < τ2) i довiльної функцiї θ ∈ C1[t1, t2]
виконується рiвнiсть

θ(t)

∫
Ω

z1(x, t)z2(x, t)dx
∣∣∣t=τ2
t=τ1
−
∫ τ2

τ1

∫
Ω

z1z2θ
′dxdt+ (18)

+

∫ τ2

τ1

∫
Ω

{
g1,0z2 + g2,0z1 +

n∑
i=1

(g1,iz2,xi + g2,iz1,xi)
}
θdxdt+

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

(h1,0z2 + h2,0z1)θdΓdt = 0.

Доведення наслiдку 1. Додамо тотожнiсть (17) при k = 1 до неї ж при k = 2. У резуль-
татi отримаємо iнтегральну тотожнiсть∫ t2

t1

∫
Ω

{
− (z1 + z2)ψϕ′ + ((g1,0 + g2,0)ψ +

n∑
i=1

(g1,i + g2,i)ψxi)ϕ
}
dxdt+

+

∫ t2

t1

∫
Γ1

(h1,0 + h2,0)ψϕdΓdt = 0. (19)
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Ввiвши позначення z = z1 + z2, g0 = g1,0 + g2,0, gi = g1,i+ g2,i, h0 = h1,0 +h2,0, отримаємо
iнтегральну тотожнiсть (15) i, застосовуючи до (19) лему 1, отримаємо рiвнiсть (16).
Повертаючись до попереднiх позначень, матимемо
1

2
θ(t)

∫
Ω

|z1(x, t) + z2(x, t)|2dx
∣∣∣t=τ2
t=τ1
− 1

2

∫ τ2

τ1

∫
Ω

|z1 + z2|2θ′dxdt+

∫ τ2

τ1

∫
Ω

{
(g1,0 + g2,0)(z1 + z2)+

+
n∑
i=1

(g1,i + g2,i)(z1 + z2)xi
}
θdxdt+

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

(h1,0 + h2,0)(z1 + z2)θdΓdt = 0.

З цiєї рiвностi випливає рiвнiсть
1

2
θ(t)

∫
Ω

(
|z1(x, t)|2+ 2z1(x, t)z2(x, t) + |z2(x, t)|2

)
dx
∣∣∣t=τ2
t=τ1
− 1

2

∫ τ2

τ1

∫
Ω

(
|z1|2 + 2z1z2 + |z2|2

)
θ′dxdt+

+

∫ τ2

τ1

∫
Ω

{(
g1,0z1+g2,0z1+g1,0z2+g2,0z2

)
+

n∑
i=1

(
g1,iz1+g1,iz2+g2,iz1+g2,iz2

)
xi

}
θdxdt+ (20)

+

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

(
h1,0z1 + h1,0z2 + h2,0z1 + h2,0z2

)
θdΓdt = 0.

До тотожностей (17) при, вiдповiдно, k = 1 i k = 2 застосуємо лему 1. Отриманi рiв-
ностi типу рiвностi (16) пiдставимо у (20). Звiдси у результатi простих перетворень
отримаємо (18).

Далi наведемо твердження, якi обґрунтовують коректнiсть задач (5), (6), (8) та (11),
(12), (14).

Розглянемо задачу на знаходження функцiї y(x, t), (x, t) ∈ Q, з простору
L2
ω,α(S; H̃1(Ω)) ∩ C(S;L2(Ω)), яка задовольняє рiвняння (5) та умову

∂y

∂νA

∣∣∣
Σ1

:= h, (21)

в сенсi iнтегральної тотожностi∫∫
Q

{
− yψϕ′dxdt+

n∑
i,j=1

aijyxiψxjϕ+ a0yψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt+

∫∫
Σ1

hψϕdΣ, ψ ∈ H̃1(Ω), ϕ ∈ C1
c (−∞, 0), (22)

i умову (8).
Припускаємо, що виконується умова (A1) та

(A′2)
∫∫

Σ1
[α(t)]−1e2ω

∫ t
0 α(s)ds|h(x, t)|2dΣ <∞,

∫∫
Q

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)ds|f(x, t)|2dxdt <∞.

Цю задачу коротко називатимемо задачею (5), (21), (8). Очевидно, що задача (5), (6),
(8) є задачею (5), (21), (8) при h = g + v.

Твердження 1. Нехай ω < 1 — яке-небудь число i виконуються умови (A1), (A′2). Тодi
iснує i тiльки один розв’язок задачi (5), (21), (8). Крiм того, правильнi оцiнки

e2ω
∫ τ
0 α(s)ds‖y(·, τ)‖2

L2(Ω) ≤ C1

(∫ τ

−∞
[α(t)]−1e2ω

∫ t
0 α(s)ds‖f(·, t)‖2

L2(Ω)dt+

+

∫ τ

−∞
[α(t)]−1e2ω

∫ t
0 α(s)ds‖h(·, t)‖2

L2(Γ1)dt
)
∀ τ ∈ S, (23)

‖y‖L2
ω,α(S;H̃1(Ω)) ≤ C2(‖f‖L2

ω,1/α
(S;L2(Ω)) + ‖h‖L2

ω,1/α
(S;L2(Γ1))), (24)



ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ СИСТЕМАМИ БЕЗ ПОЧАТКОВИХ УМОВ 95

де C1, C2 — додатнi сталi, якi залежать лише вiд K i вiд ω (якщо 0 < ω < 1).

Доведення твердження 1. Єдинiсть розв’язку. Припустимо протилежне. Нехай y1, y2

— якi-небудь два розв’язки нашої задачi. Тодi пiдставивши їх по черзi в iнтегральну
тотожнiсть (22) та вiднявши отриманi рiвностi, для рiзницi z := y1 − y2 отримаємо
тотожнiсть

−
∫∫

Q

zψϕ′dxdt+

∫∫
Q

( n∑
i,j=1

aijzxiψxj+a0zψ
)
ϕdxdt = 0, ψ ∈ H̃1(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0). (25)

Очевидно, що виконується умова

e2ω
∫ t
0 α(s)ds

∫
Ω

|z(x, t)|2dx −→
t→−∞

0. (26)

Застосувавши лему 1 до тотожностi (25) при θ(t) = e2ω
∫ t
0 α(s)ds, отримаємо

1

2
e2ω

∫ τ2
0 α(s)ds

∫
Ω

|z(x, τ2)|2dx − 1

2
e2ω

∫ τ1
0 α(s)ds

∫
Ω

|z(x, τ1)|2dx−

− ω

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds|z(x, t)|2dxdt+

+

∫ τ2

τ1

∫
Ω

e2ω
∫ t
0 α(s)ds

[ n∑
i,j=1

aijzxi(x, t)zxj(x, t) + a0|z(x, t)|2
]
dxdt = 0.

де τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2) — довiльнi. Звiдси, враховуючи умову (A1), здобудемо

1

2
e2ω

∫ τ2
0 α(s)ds

∫
Ω

|z(x, τ2)|2dx − 1

2
e2ω

∫ τ1
0 α(s)ds

∫
Ω

|z(x, τ1)|2dx +

+ (1− ω)

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds|z(x, t)|2dxdt +

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds

n∑
i=1

|zxi(x, t)|2dxdt ≤ 0.

Оскiльки, ω < 1, то маємо

e2ω
∫ τ2
0 α(s)ds

∫
Ω

|z(x, τ2)|2dx ≤ e2ω
∫ τ1
0 α(s)ds

∫
Ω

|z(x, τ1)|2dx. (27)

В (27) зафiксуємо довiльним чином вибране τ2, a τ1 спрямуємо до −∞. На пiдставi
умови (8) отримаємо рiвнiсть e2ω

∫ τ2
0 α(s)ds

∫
Ω
|z(x, τ2)|2dx = 0. А оскiльки τ2 ∈ S — довiль-

не, то отримаємо рiвнiсть z(x, t) = 0 для майже всiх (x, t) ∈ Q. Отримане протирiччя
доводить єдинiсть розв’язку задачi (5), (21), (8).
Iснування розв’язку. Для кожного m ∈ N покладемо Σ0,m := Γ0 × (−m, 0], Σ1,m :=
Γ1 × (−m, 0], Qm := Ω× (−m, 0] i визначимо

fm(·, t) :=

{
f(·, t), −m < t ≤ 0,

0, t ≤ −m,
hm(·, t) :=

{
h(·, t), −m < t ≤ 0,

0, t ≤ −m.

Для довiльного m ∈ N розглянемо задачу: знайти функцiю ym ∈ L2(−m, 0; H̃1(Ω)) ∩
C([−m, 0];L2(Ω)), яка задовольняє рiвняння

ym,t −
n∑

i,j=1

(
aij(x, t)ym,xi

)
xj

+ a0(x, t)ym = fm(x, t), (x, t) ∈ Qm, (28)
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i крайову умову
∂y

∂νA

∣∣∣
Σ1,m

= hm (29)

в сенсi iнтегральної тотожностi

−
∫∫

Qm

ymψϕ
′dxdt+

∫∫
Qm

( n∑
i,j=1

aijym,xiψxj+a0ymψ
)
ϕdxdt=

∫∫
Qm

fmψϕdxdt+

∫∫
Σ1,m

hmψϕdΣ,

ψ ∈ H̃1(Ω), ϕ ∈ C1
c (−∞, 0), (30)

та початкову умову
ym(x,−m) = 0, x ∈ Ω, (31)

(як функцiя з простору C([−m, 0];L2(Ω))).
Цю задачу назвемо задачею (28), (29), (31). Iснування та єдинiсть її розв’язку легко

випливає з вiдомих результатiв. Продовжимо ym нулем на всю множину Q i за цим
продовженням залишимо теж саме позначення ym. Зауважимо, що для кожного m ∈ N
функцiя ym належить простору L2(S; H̃1(Ω)) ∩ C((S;L2(Ω)) i задовольняє iнтегральну
тотожнiсть (22) iз замiною f на fm та h на hm, тобто правильна тотожнiсть

−
∫∫

Q

ymψϕ
′dxdt+

∫∫
Q

( n∑
i,j=1

aijym,xiψxj + a0ymψ
)
ϕdxdt =

∫∫
Q

fmψϕdxdt+

∫∫
Σ1

hmψϕdΣ,

ψ ∈ H̃1(Ω), ϕ ∈ C1
c (−∞, 0). (32)

Зробимо деякi оцiнки членiв послiдовностi {ym}. Для цього до тотожностi (32) за-
стосуємо лему 1. У результатi для довiльної θ ∈ C1(S), θ(t) ≥ 0 ∀t ∈ S, i для будь-яких
τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2) отримаємо рiвнiсть

1

2
θ(τ2)

∫
Ω

|ym(x, τ2)|2dx− 1

2
θ(τ1)

∫
Ω

|ym(x, τ1)|2dx− 1

2

∫ τ2

τ1

∫
Ω

|ym|2θ′dxdt+

+

∫ τ2

τ1

∫
Ω

[ n∑
i,j=1

aijym,xiym,xj + a0|ym|2
]
θdxdt =

∫ τ2

τ1

∫
Ω

fmymθdxdt+

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

hmymθdΓdt. (33)

На пiдставi нерiвностi Кошi (ab ≤ ε
2
a2 + 1

2ε
b2) оцiнимо праву частину рiвностi (33) так∣∣∣∫ τ2

τ1

∫
Ω

fmymθ(t)dxdt+

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

hmymθ(t)dΓdt
∣∣∣≤∫ τ2

τ1

∫
Ω

∣∣fmymθ(t)∣∣dxdt+∫ τ2

τ1

∫
Γ1

∣∣hmymθ(t)∣∣dΓdt ≤

≤ ε

2

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)θ(t)|ym|2dxdt+
1

2ε

∫ τ2

τ1

∫
Ω

[α(t)]−1θ(t)|fm|2dxdt+ (34)

+
ε

2

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

α(t)θ(t)|(ym)2|dxdt+
1

2ε

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

[α(t)]−1θ(t)|h2
m|dxdt,

де ε > 0 — довiльне число.
Використовуючи (34) та умову (A1), з нерiвностi (33) здобудемо

1

2
θ(τ2)

∫
Ω

|ym(x, τ2)|2dx− 1

2
θ(τ1)

∫
Ω

|ym(x, τ1)|2dx− 1

2

∫ τ2

τ1

∫
Ω

|ym|2θ′(t)dxdt+

+

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)θ(t)
[
|∇ym|2 + |ym|2

]
dxdt ≤ ε

2

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)θ(t)|ym|2dxdt+

+
1

2ε

∫ τ2

τ1

∫
Ω

[α(t)]−1θ(t)|fm|2dxdt+
ε

2

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

α(t)θ(t)|ym|2dxdt+
1

2ε

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

[α(t)]−1θ(t)|hm|2dxdt.
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Взявши в цiй рiвностi θ(t) = 2e2ω
∫ t
0 α(s)ds, отримаємо

e2ω
∫ τ2
0 α(s)ds

∫
Ω

|ym(x, τ2)|2dx− e2ω
∫ τ1
0 α(s)ds

∫
Ω

|ym(x, τ1)|2dx− 2ω

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds|ym|2dxdt+

+2

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds

[
|∇ym|2 + |ym|2

]
dxdt ≤ ε

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds|ym|2dxdt+ (35)

+
1

ε

∫ τ2

τ1

∫
Ω

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)ds|fm|2dxdt+ ε

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds|ym|2dΓdt+

+
1

ε

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)ds|hm|2

)
dΓdt.

З (35), враховуючи властивостi оператора слiду (4), отримаємо

e2ω
∫ τ2
0 α(s)ds

∫
Ω

|ym(x, τ2)|2dx− e2ω
∫ τ1
0 α(s)ds

∫
Ω

|ym(x, τ1)|2dx−

−2ω

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds|ym|2dxdt+ 2

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds

[
|∇ym|2 + |ym|2

]
dxdt ≤

≤ ε

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds|ym|2dxdt+ εK

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds

[
|∇ym|2 + |ym|2

]
dxdt+ (36)

+
1

ε

∫ τ2

τ1

∫
Ω

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)ds|fm|2dxdt+

1

ε

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)ds|hm|2dΓdt.

Перенесемо першi два доданки з правої частини нерiвностi (36) в лiву i отримаємо

e2ω
∫ τ2
0 α(s)ds

∫
Ω

|ym(x, τ2)|2dx− e2ω
∫ τ1
0 α(s)ds

∫
Ω

|ym(x, τ1)|2dx+ 2(1− ω − ε(K + 1))×

×
∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds|ym|2dxdt+ 2(1− εK)

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds|∇ym|2dxdt ≤ (37)

≤ 1

ε

∫ τ2

τ1

∫
Ω

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)ds|fm|2dxdt+

1

ε

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)ds|hm|2dΓdt.

З (37), взявши ε = 1
2(K+1)

, якщо ω ≤ 0, i ε = 1−ω
2(K+1)

, якщо 0 < ω < 1, отримаємо

e2ω
∫ τ2
0 α(s)ds

∫
Ω

|ym(x, τ2)|2dx− e2ω
∫ τ1
0 α(s)ds

∫
Ω

|ym(x, τ1)|2dx+

+C3

∫ τ2

τ1

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds

[
|∇ym|2 + |ym|2

]
dxdt ≤ (38)

≤ C4

(∫ τ2

τ1

∫
Ω

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)ds|fm|2dxdt+

∫ τ2

τ1

∫
Γ1

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)ds|hm|2dΓdt

)
,

де C3 та C4 — додатнi сталi, котрi залежать лише вiд K та вiд ω (якщо 0 < ω < 1).
Врахувавши означення ym, перейдемо в (38) до границi при τ1 → −∞. У результатi,
прийнявши τ2 = τ ∈ S, отримаємо

e2ω
∫ τ
0 α(s)ds‖ym(·, τ)‖2

L2(Ω) + C3

∫ τ

−∞
α(t)e2ω

∫ t
0 α(s)ds‖ym(·, t)‖2

H1(Ω)dt ≤ (39)

≤ C4

(∫ τ

−∞
[α(t)]−1e2ω

∫ t
0 α(s)ds‖fm(·, t)‖2

L2(Ω)dt+

∫ τ

−∞
[α(t)]−1e2ω

∫ t
0 α(s)ds‖hm(·, t)‖2

L2(Γ1)dt
)
.
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Враховуючи означення fm, hm та умову (A′2), з (39) отримаємо оцiнки

e2ω
∫ τ
0 α(s)ds‖ym(·, τ)‖2

L2(Ω) ≤ C1

(∫ τ

−∞
[α(t)]−1e2ω

∫ t
0 α(s)ds‖f(·, t)‖2

L2(Ω)dt+

+

∫ τ

−∞
[α(t)]−1e2ω

∫ t
0 α(s)ds‖h(·, t)‖2

L2(Γ1)dt
)
, τ ∈ S, (40)

‖ym‖L2
ω,α(S;H̃1(Ω)) ≤ C2

(
‖f‖L2

ω,1/α
(S;L2(Ω)) + ‖h‖L2

ω,1/α
(S;L2(Γ))

)
, (41)

де C1 > 0, C2 > 0 — сталi, якi залежать лише вiд K i вiд ω (якщо 0 < ω < 1).
З оцiнок (40) та (41) випливає, що iснують функцiї y ∈ L2

ω,α(S; H̃1(Ω)),
z ∈ L∞loc(S;L2(Ω)) i пiдпослiдовнiсть {ymj}∞j=1 ⊂ {ym} такi, що

ymj −→
j→∞

y, слабко в L2
ω,α(S; H̃1(Ω)), (42)

ymj −→
j→∞

z ∗ – слабко в L∞loc(S;L2(Ω)). (43)

Зауважимо, що (42) еквiвалентне

ymj −→
j→∞

y, ymj ,xi −→
j→∞

yxi (i ∈ {1, . . . , n}) слабко в L2
ω,α(S;L2(Ω)), (44)

а (43) означає, що для будь-яких t1, t2 ∈ S (t1 < t2) i довiльного g ∈ L1(t1, t2;L2(Ω))
маємо ∫ t2

t1

∫
Ω

ymjgdxdt −→
j→∞

∫ t2

t1

∫
Ω

zgdxdt. (45)

Покажемо, що
z = y м. с. на Q. (46)

Нехай t1, t2 ∈ S, (t1 < t2) — довiльнi числа i ρ — будь-який елемент з L2(t1, t2;L2(Ω)) ⊂
L1(t1, t2;L2(Ω)). Продовжимо ρ нулем на весь промiнь S i залишимо за цим продов-
женням теж саме позначення ρ. Зауважимо, що [α(t)]−1e−2ω

∫ t
0 α(s)dsρ(x, t), (x, t) ∈ Q, є

елементом простору L2
ω,α(S;L2(Ω)). На пiдставi (44), враховуючи вище сказане, маємо∫ t2

t1

∫
Ω

ymjρdxdt =

∫
S

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds

(
ymj · [α(t)]−1e−2ω

∫ t
0 α(s)dsρ

)
dxdt −→

j→∞∫
S

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0 α(s)ds

(
y · [α(t)]−1e−2ω

∫ t
0 α(s)dsρ

)
dxdt =

∫ t2

t1

∫
Ω

yρdxdt.

Звiдси та з (45) випливає рiвнiсть (46). Тепер зауважимо, що з (41) та (42) маємо вико-
нання оцiнки (24).

Доведемо правильнiсть оцiнки (23). Зауважимо, що з оцiнки (40) випливає оцiнка

‖ym(τ)‖L2(Ω) ≤ ζ(τ), τ ∈ S, m ∈ N, (47)

де для кожного τ ∈ S ζ(τ) := C
1/2
1 e−ω

∫ τ
0 α(s)ds(

∫ τ
−∞[α(t)]−1e2ω

∫ t
0 α(s)ds‖f(·, t)‖2

L2(Ω)dt+

+
∫ τ
−∞[α(t)]−1e2ω

∫ t
0 α(s)ds‖h(·, t)‖2

L2(Γ1)dt)
1/2.

Нехай σ ∈ S, δ > 0 — якi-небудь фiксованi числа. Тодi з (47) маємо



ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ СИСТЕМАМИ БЕЗ ПОЧАТКОВИХ УМОВ 99

‖ymj(·, τ)‖L2(Ω) ≤ max
s∈[σ−δ,σ]

ζ(s), τ ∈ [σ − δ, σ]. (48)

З (43), (46), (48) i того, що y ∈ C(S;L2(Ω)), випливає оцiнка ‖y(·, τ)‖L2(Ω) ≤
maxs∈[σ−δ,σ] ζ(s), τ ∈ [σ−δ, σ]. Звiдси отримаємо нерiвнiсть ‖y(·, σ)‖L2(Ω)≤maxs∈[σ−δ,σ] ζ(s)
для будь-яких δ > 0, а це означає, що ‖y(·, σ)‖L2(Ω) ≤ ζ(σ). Отож, оцiнка (23) є правиль-
ною.

Залишилось показати, що y — розв’язок задачi (5), (21), (8). Поклавши в тотожно-
стi (32) m = mj (j ∈ N) i перейшовши до границi при j → ∞, з врахуванням (44) i
означення функцiй fm та hm отримаємо (22). Умова (8) випливає з оцiнки (23).

Твердження 2. Iснує єдиний розв’язок задачi (11), (12), (14) i, якщо ω < 1, то для
нього правильнi оцiнки∫

Ω

|p(x, τ)|2dx ≤ e2ω
∫ τ
0 α(s)ds

∫
Ω

|p(x, 0)|2dx, τ ∈ S, (49)∫∫
Σ1

α(t)e−2ω
∫ τ
0 α(s)ds|p(x, t)|dΓdt ≤ C5

∫
Ω

|p(x, 0)|2dx, (50)

де C5 > 0 — стала, що вiд p не залежить.

Доведення твердження 2. Iснування та єдинiсть розв’язку задачi (11), (12), (14) за
таких умов є вiдомим фактом, тому доведемо оцiнки (49), (50).

Використовуючи лему 1 з τ1 = τ < 0, τ2 = 0, z = −p, g0 = a0p, gi =
∑n

j=1 aijpxj , h0 =

0, на основi тотожностi (13), при θ ∈ C1(S) — довiльна функцiя, правильна рiвнiсть

1

2
θ(0)

∫
Ω

|p(x, 0)|2dx− 1

2
θ(τ)

∫
Ω

|p(x, τ)|2dx− 1

2

∫ 0

τ

∫
Ω

|p|2θ′dxdt−

−
∫ 0

τ

∫
Ω

[ n∑
i,j=1

aijpxipxj + a0|p|2
]
θdxdt = 0. (51)

У рiвностi (51) вiзьмемо θ(t) = e−2ω
∫ t
0 α(s)ds, t ∈ S. У результатi отримаємо

1

2
e−2ω

∫ τ
0 α(s)ds

∫
Ω

|p(x, τ)|2dx− ω
∫ 0

τ

∫
Ω

α(t)e−2ω
∫ t
0 α(s)ds|p|2dxdt+

+

∫ 0

τ

∫
Ω

e−2ω
∫ t
0 α(s)ds

[ n∑
i,j=1

aijpxipxj + a0|p|2
]
dxdt =

1

2

∫
Ω

|p(x, 0)|2dx. (52)

Використовуючи умову (A1), з (52) отримаємо

e−2ω
∫ τ
0 α(s)ds

∫
Ω

|p(x, τ)|2dx− 2ω

∫ 0

τ

∫
Ω

α(t)e−2ω
∫ t
0 α(s)ds|p|2dxdt+

+2

∫ 0

τ

∫
Ω

α(t)e−2ω
∫ t
0 α(s)ds

[
|∇p|2 + |p|2

]
dxdt ≤

∫
Ω

|p(x, 0)|2dx.

Звiдси маємо

e−2ω
∫ τ
0α(s)ds

∫
Ω

|p(x, τ)|2dx+ 2(1− ω)

∫ 0

τ

∫
Ω

α(t)e−2ω
∫ t
0 α(s)ds

[
|∇p|2 + |p|2

]
dxdt ≤

∫
Ω

|p(x, 0)|2dx.

(53)
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З (53) при ω < 1 отримаємо оцiнку (49).
Використовуючи (4), маємо∫ 0

τ

∫
Γ1

α(t)e−2ω
∫ τ
0 α(s)ds|p|dΓdt ≤ K

∫ 0

τ

∫
Ω

α(t)e−2ω
∫ t
0 α(s)ds

[ n∑
i=1

|pxi(x, t)|2 + |p(x, t)|2
]
dxdt.

Звiдси та з (53) при ω < 1 випливає оцiнка (50) з C5 = K
2(1−ω)

.

При доведеннi основних результатiв будемо використовувати таке вiдоме твердже-
ння (див. [1], с.18)

Твердження 3. Нехай v 7→ J(v) : U → R — строго опуклий i диференцiйовний фун-
кцiонал, який у випадку, коли U∂ — необмежена множина, задовольняє умову

J(v)→ +∞ при ‖v‖U → +∞, v ∈ U∂. (54)

Тодi iснує єдиний елемент u ∈ U∂ такий, що J(u) = infv∈U∂ J(v) i вiн характеризується
варiацiйною нерiвнiстю

J ′(u) · (v − u) ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (55)

4. Обґрунтування основних результатiв.

Доведення теореми. Покажемо, що в даному випадку виконуються всi умови твердже-
ння 3. Спочатку доведемо, що функцiонал J , визначений в (9), є диференцiйовним.
Для цього побудуємо оператор L : L2

ω,1/α(S;L2(Ω)) × L2
ω,1/α(S;L2(Γ1)) → L2(Ω), що дiє

за правилом: кожнiй парi (f, h) з декартового добутку L2
ω,1/α(S;L2(Ω))×L2

ω,1/α(S;L2(Γ1))

вiдповiдає значення y(·, 0) ∈ L2(Ω) розв’язку y ∈ L2
ω,α(S; H̃1(Ω))∩C(S;L2(Ω)) задачi (5),

(21), (8). Очевидно, що оператор L є лiнiйним i, згiдно з нашими припущеннями (зокре-
ма, ω < 1) та твердженням 1 (див. (24)), — неперервним. Крiм того, y(v)|t=0 = L(f, g+v),
де y(x, t, v), (x, t) ∈ Q, — розв’язок задачi (5), (6), (8).

Нехай v, w — довiльнi елементи U . Тодi згiдно з (9) маємо

J(v + w)−J(v)=‖y(v + w)|t=0− z0‖2
L2(Ω)+µ‖v + w‖2

U − ‖y(v)|t=0 − z0‖2
L2(Ω) − µ‖v‖2

U =

= ‖L(f, g + v + w)− z0‖2
L2(Ω) + µ‖v + w‖2

U − ‖L(f, g + v)− z0‖2
L2(Ω) − µ‖v‖2

U =

= ‖L(f, g + v)− z0 + L(0, w)‖2
L2(Ω) + µ‖v + w|2U − ‖L(f, g + v)− z0‖2

L2(Ω) − µ‖v|2U =

= ‖L(f, g + v)− z0‖2
L2(Ω) + 2

(
L(f, g + v)− z0,L(0, w)

)
L2(Ω)

+ ‖L(0, w)‖2
L2(Ω)− (56)

−‖L(f, g + v)− z0‖2
L2(Ω) + µ‖v‖2

U + 2µ(v, w)U + µ‖w‖2
U − µ‖v‖2

U =

= 2
(
L(f, g + v)− z0,L(0, w)

)
L2(Ω) + 2µ(v, w)U + ‖L(0, w)‖2

L2(Ω) +µ‖w‖2
U .

З оцiнки (23) при τ = 0 маємо

‖L(0, w)‖L2(Ω) ≤ C1‖w‖U , (57)

На пiдставi (56), (57) отримуємо, що функцiонал J є диференцiйовним i його диферен-
цiал має вигляд

J ′(v)w = 2(L(f, g + v)− z0,L(0, w))L2(Ω) + 2µ(v, w)U , v, w ∈ U. (58)
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Покажемо, що функцiонал J є строго опуклим, тобто, для довiльних v, w ∈ U (v 6= w)
та для будь-якого числа α ∈ (0, 1) виконується нерiвнiсть

J(αv + (1− α)w) < αJ(v) + (1− α)J(w). (59)

Справдi на пiдставi (9) маємо

J(αv + (1− α)w) = ‖y(·, 0;αv + (1− α)w)− z0(·)‖2
L2(Ω) + µ‖αv + (1− α)w‖2

U . (60)

Оскiльки, ‖v − w‖2
U > 0, то 2(v, w) < ‖v|2U + ‖v‖2

U , а отже, правильна нерiвнiсть

‖αv + (1− α)w‖2
U = α2‖v‖2

U + 2α(1− α)(v, w)U + (1− α)2‖w‖2
U <

< α2‖v‖2
U + α(1− α)(‖v‖2

U + ‖w‖2
U) + (1− α)2‖w‖2

U = α‖v‖2
U + (1− α)‖w‖2

U . (61)

Використовуючи лiнiйнiсть оператора L, отримаємо

‖y(·, 0;αv + (1− α)w)− z0(·)‖2
L2(Ω) = ‖L(f, g + αv + (1− α)w)− z0‖2

L2(Ω) =

= ‖L(αf, α(g + v))− αz0 + L((1− α)f, (1− α)(g + w))− (1− α)z0‖2
L2(Ω) =

= ‖α(L(f, g + v)− z0) + (1− α)(L(f, g + w)− z0)‖2
L2(Ω) = (62)

= ‖α
(
y(·, 0; v)− z0(·)

)
+ (1− α)

(
y(·, 0;w)− z0(·)

)
‖2
L2(Ω) ≤

≤ α‖y(·, 0; v)− z0(·)‖2
L2(Ω) + (1− α)‖y(·, 0;w)− z0(·)‖2

L2(Ω).

З (60) на пiдставi (61) та (62) отримаємо (59). Отож, ми переконалися, що виконуються
умови твердження 3 для функцiоналу визначеного в (9). Звiдси, отримаємо iснування та
єдинiсть оптимального керування u ∈ U∂ та виконання нерiвностi (55). Враховуючи (58)
нерiвнiсть (55) можна записати (L(f, g+u)−z0,L(0, v−u)L2(Ω)+µ(v, v−u)U ≥ 0 ∀ v ∈ U∂.

З цiєї нерiвностi, враховуючи лiнiйнiсть L, отримуємо нерiвнiсть (L(f, g + u) − z0,
L(f, g + v) − L(f, g + u))L2(Ω) + µ(u, v − u)U ≥ 0 ∀ v ∈ U∂, яка еквiвалентна нерiвностi
(y(·, 0;u) − z0(·), y(·, 0; v) − y(·, 0;u))L2(Ω) + µ(u, v − u)U ≥ 0 ∀ v ∈ U∂. Отже, у нашому
випадку нерiвнiсть, що характеризує оптимальне керування має вигляд∫

Ω

(y(x, 0;u)− z0(x))(y(x, 0; v)− y(x, 0;u))dx+

+µ

∫∫
Σ1

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)dsu(x, t)(v(x, t)− u(x, t))dΣ ≥ 0, v ∈ U∂. (63)

Зауважимо, що з означення функцiї y(v) (див. iнтегральну тотожнiсть (7) ) отрима-
ємо тотожнiсть

−
∫∫

Q

(y(v)− y(u))ψϕ′dxdt+

∫∫
Q

( n∑
i,j=1

aij(y(v)− y(u))xiψxj + a0(y(v)− y(u))ψ
)
ϕdxdt =

=

∫∫
Σ1

(v − u)ψϕdΓdt, ψ ∈ H̃1(Ω), ϕ ∈ C1
c (−∞, 0). (64)

Далi використаємо задачу на спряжений стан при оптимальному керуваннi u, тобто
задачу (11), (12), (14) при v = u i для скорочення записiв писатимемо p або p(x, t),
(x, t) ∈ Q, замiсть p(u) чи p(x, t;u), (x, t) ∈ Q.
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Нехай τ < 0 — довiльне число. До iнтегральних тотожностей (64) та (13) застосуємо
наслiдок 1 при τ1 = τ, τ2 = 0, z1 = y(v) − y(u), z2 = p i θ = 1. У результатi отримаємо∫

Ω
p(y(v)− y(u))dx|t=0

t=τ =
∫ 0

τ

∫
Γ1

(v − u)pdΓdt, тобто∫
Ω

p(x, 0)(y(x, 0; v)− y(x, 0;u))dx =

∫
Ω

p(x, τ)(y(x, τ ; v)−y(x, τ ;u))dx+

∫ 0

τ

∫
Γ1

(v−u)pdΓdt.

(65)

Покажемо, що в (65) можна перейти до границi при τ → −∞. Справдi, використовуючи
нерiвнiсть Кошi-Буняковського, отримаємо∣∣∣ ∫

Ω

p(x, τ)(y(x, τ ; v)− y(x, τ ;u))dx
∣∣∣ ≤

≤
∫

Ω

∣∣∣e−ω ∫ τ
0 α(s)dsp(x, τ)

∣∣∣∣∣∣eω ∫ τ
0 α(s)ds(y(x, τ ; v)− y(x, τ ;u))

∣∣∣dx ≤
≤
(∫

Ω

e−2ω
∫ τ
0 α(s)ds

∣∣p(x, τ)
∣∣2dx)1/2(∫

Ω

e2ω
∫ τ
0 α(s)ds

∣∣(y(x, τ ; v)− y(x, τ ;u))
∣∣2dx)1/2

. (66)

Застосувавши до першого множника в правiй частинi нерiвностi (66) оцiнку (49), а до
другого — умову (8), отримаємо |

∫
Ω
p(x, τ)(y(x, τ ; v)−y(x, τ ;u))dx| ≤ γ(τ)

∫
Ω
|p(x, 0)|2dx,

де γ — функцiя така, що γ(τ)→ 0 при τ → −∞.
Тепер розглянемо другий доданок правої частини рiвностi (65). Використовуючи

нерiвнiсть Кошi-Буняковського, маємо∫ 0

τ

∫
Γ1

|(v − u)p|dΓdt ≤
∫ 0

τ

∫
Γ1

|v − u| · |p|dΓdt ≤

≤
∫ 0

τ

∫
Γ1

[α(t)]−1/2eω
∫ t
0 α(s)ds|v − u| · [α(t)]1/2e−ω

∫ t
0 α(s)ds|p|dΓdt ≤

≤
(∫ 0

τ

∫
Γ1

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0 α(s)ds|v − u|2dΓdt

)1/2(∫ 0

τ

∫
Γ1

α(t)e−2ω
∫ t
0 α(s)ds|p|dΓdt

)1/2

.

На пiдставi (50) та того, що v, u ∈ U∂, можна зробити висновок про збiжнiсть другого
доданку правої частини рiвностi (65), а отже, в рiвностi (65) можна перейти до границi
при τ → −∞, що в результатi дає тотожнiсть∫

Ω

p(x, 0)(y(x, 0; v)− y(x, 0;u))dx =

∫∫
Σ1

(v − u)pdΓdt, v ∈ U. (67)

Використовуючи (14) при v = u, подамо (63) у виглядi
∫

Ω
p(x, 0)(y(x, 0; v)−y(x, 0;u))dx+

µ
∫∫

Σ1
[α(t)]−1e2ω

∫ t
0 α(s)dsu(x, t)(v(x, t)−u(x, t))dΓdt ≥ 0, v ∈ U∂. На пiдставi (67) приходи-

мо до висновку, що остання нерiвнiсть еквiвалентна до нерiвностi
∫∫

Σ1
[α(t)]−1e2ω

∫ t
0 α(s)ds×

×
(
p̃(u) + µu

)(
v − u

)
dΓdt ≥ 0, v ∈ U∂, тобто (p̃(u) + µu, v − u)U ≥ 0 для всiх v ∈ U∂, де

p̃(u) = p̃(x, t;u) = α(t)e−2ω
∫ t
0 α(s)dsp(x, t;u), (x, t) ∈ Q.
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