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S. V. Litynskyy, A. O. Muzychuk. Solving of initial-boundary value problems for the wave
equation using retarded surface potential and Laguerre transform, Mat. Stud. 44 (2015), 185–
203.

Approach for solving of initial-boundary value problems for the homogeneous wave equa-
tion is described and proved. It is based on the Laguerre transform in the time domain and the
boundary integral equations. Retarded potentials are used for representation of generalized so-
lutions of such problems. The densities of retarded potentials are expanded in Fourier-Laguerre
series which coefficients have special convolution form. As a result, initial-boundary value prob-
lems are reduced to a sequence of boundary integral equations.

С. В. Литынский, А. Е. Музычук. Решение смешанных задач для волнового уравнения с
использованием запаздывающих поверхностных потенциалов и преобразования Лагерра
// Мат. Студiї. – 2015. – Т.44, №2. – C.185–203.

Для решения смешанных задач для однородного волнового уравнения описан и обосно-
ван подход, который базируется на интегральном преобразовании Лагерра по временной
переменной и граничных интегральных уравнениях. Для представления обобщенных ре-
шений таких задач используются запаздывающие поверхностные потенциалы, плотности
которых ищут в виде ряда Фурье-Лагерра. Для коэффициентов разложения получены
аналитические формулы и исходные задачи сведены к последовательности граничных ин-
тегральных уравнений.

1. Вступ. Запiзнюючi потенцiали використовують для iнтегрального зображення кла-
сичних ([28]) i узагальнених ([2, 3, 9]) розв’язкiв мiшаних задач для хвильового рiвняння
в областях загального вигляду. Вони дають змогу замiнити мiшанi задачi для хвильово-
го рiвняння еквiвалентними залежними вiд часової змiнної граничними iнтегральними
рiвняннями (ЧГIР), у яких невiдомi величини — густини потенцiалiв — визначаються
в кожен момент часу лише на межi областi ([7, 11, 21, 17, 27]).

Вiдзначимо, що iснування та єдинiсть розв’язкiв ЧГIР дослiджено в працях [2, 3] з
використанням перетворення Лапласа за часовою змiнною у широких функцiйних про-
сторах. Там же обгрунтовано метод Гальоркiна для чисельного розв’язування таких
iнтегральних рiвнянь. Разом з тим, в працях [11, 4] вiдзначено складнiсть алгоритмiв
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реалiзацiї цього методу та пов’язанi з цим вимоги до обчислювальних ресурсiв. Причи-
ною є залежнiсть густин потенцiалiв вiд часової i просторових змiнних, яка у задачах
акустики зумовлена скiнченною швидкiстю поширення коливань i має назву запiзне-
ння. Тому зручнiшими є пiдходи, коли використовують традицiйну дискретизацiю за
просторовими змiнними (наприклад, метод граничних елементiв), а для врахування
залежностi вiд часу розв’язують допомiжнi задачi. Зокрема, це так званий метод ква-
дратури згортки (convolution quadrature [21]), який знайшов застосування у багатьох
прикладних задачах. Вiн базується на використаннi стiйких методiв розв’язування зви-
чайних диференцiальних рiвнянь.

У данiй роботi для розв’язування мiшаних задач для однорiдного хвильового рiв-
няння описано i обґрунтовано пiдхiд, який базується на iнтегральному перетвореннi
Лаґера за часовою змiнною i методi ГIР з використанням запiзнюючих поверхневих
потенцiалiв, густину яких шукають у виглядi ряду за полiномами Лаґера. Структура
роботи така. Опис методу на прикладi задачi Дiрiхле для хвильового рiвняння подано
у другому роздiлi. У третьому роздiлi введено потрiбнi функцiйнi простори, визначе-
но q-згортку нескiнченних послiдовностей та дано означення узагальненого розв’язку
мiшаної задачi для однорiдного хвильового рiвняння i наведено основнi результати цiєї
роботи. У четвертому роздiлi дано означення перетворення Лаґера для випадку фун-
кцiй, якi набувають значення у гiльбертових просторах, i дослiджено деякi властивостi
такого перетворення. У п’ятому роздiлi узагальнено класичне поняття запiзнюючого по-
тенцiалу простого шару, а також виведено формулу для коефiцiєнтiв розвинення цього
потенцiалу в ряд Фур’є-Лаґера. В останньому шостому роздiлi безпосередньо обґрун-
товано основний результат даної роботи.

2. Опис методу. Нехай Ω — область в R3 з лiпшицевою компактною межею Γ, R+ :=
(0,∞), Q := Ω× R+, Σ := Γ× R+.

Розглянемо задачу: знайти функцiю u(x, t), (x, t) ∈ Q, яка задовольняє (в певному
сенсi) однорiдне хвильове рiвняння

∂2u(x, t)

∂t2
−∆u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Q, (1)

однорiднi початковi умови

u(x, 0) = 0,
∂u(x, 0)

∂t
= 0, x ∈ Ω, (2)

i крайову умову Дiрiхле
u(x, t) = g(x, t), (x, t) ∈ Σ. (3)

Тут ∆ =
3∑

i=1

∂2/∂x2
i — диференцiальний оператор Лапласа.

Для розв’язування задачi (1)–(3) використовуватимемо запiзнюючий потенцiал про-
стого шару

(Sµ)(x, t) := 1

4π

∫
Γ

µ(y, t− |x− y|)
|x− y|

dΓy, (x, t) ∈ Q, (4)

де µ : Γ× R → R — густина.
Вiдомо (див., наприклад, [28]), що якщо функцiя µ(y, τ), (y, τ) ∈ Γ×R, є достатньо

гладкою i µ(y, τ) = 0 при y ∈ Γ, τ ≤ 0, то функцiя

u(x, t) := (Sµ)(x, t), (x, t) ∈ Q, (5)
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задовольняє в класичному сенсi хвильове рiвняння (1) i початковi умови (2). Для того,
щоб функцiя u задовольняла крайову умову (3) потрiбно, щоб функцiя µ була розв’яз-
ком такого залежного вiд часу граничного iнтегрального рiвняння (ЧГIР)

1

4π

∫
Γ

µ(y, t− |x− y|)
|x− y|

dΓy = g(x, t), (x, t) ∈ Σ. (6)

Для знаходження розв’язку рiвняння (6) використаємо перетворення Лаґера, а са-
ме, розвинення функцiй у ряди Фур’є-Лаґера за полiномами Лаґера {Lj(σ·)}j∈N0 , де
N0 := N ∪ {0}, N — множина натуральних чисел, σ > 0 — параметр. Як вiдомо (див.,
наприклад, [14]), система полiномiв Лаґера є ортогональним базисом у просторi L2

σ(R+)
функцiй v : R+ → R таких, що

∫
R+

|v(τ)|2e−στdτ < ∞, а отже, v(τ) =
∑∞

j=0 vj Lj(στ),
τ ∈ R+, де vj := σ

∫
R+

v(τ)Lj(στ) e−στdτ (j ∈ N0) — коефiцiєнти Фур’є-Лаґера фун-
кцiї v.

Отож, розв’язок ЧГIР (6) шукаємо у такому виглядi

µ(y, τ) =


∞∑
j=0

µj(y)Lj(στ), y ∈ Γ, τ ∈ R+;

0, y ∈ Γ, τ ∈ R \ R+,

(7)

де µj (j ∈ N0) — вiдповiднi коефiцiєнти Фур’є-Лаґера невiдомої функцiї µ.
На пiдставi (7) i властивостей полiномiв Лаґера для довiльного a > 0 маємо розви-

нення

µ(y, t− a) =
∞∑
j=0

µ̃j(y, a)Lj(σt), y ∈ Γ, t ∈ R+, (8)

де µ̃j(y, a) обчислюють за формулою

µ̃j(y, a) = e−σa

j∑
i=0

ζj−i(σa)µi(y), j ∈ N0, (9)

використовуючи позначення

ζ0(s) := 1, ζk(s) := Lk(s)− Lk−1(s), s ∈ R+ = [0,∞), k ∈ N. (10)

Врахувавши (8) i (9), отримаємо

µ(y, t− |x− y|) = e−σ|x−y|
∞∑
j=0

( j∑
i=0

ζj−i(σ|x− y|)µi(y)

)
Lj(σt), x, y ∈ Γ, t ∈ R+. (11)

Подамо функцiю g у виглядi суми ряду Фур’є-Лаґера

g(x, t) =
∞∑
j=0

gj(x)Lj(σt), (x, t) ∈ Σ, (12)

де gj(x) = σ
∫
R+

g(x, τ)Lj(στ) e−στdτ, x ∈ Γ, j ∈ N0. Врахувавши (11) i (12), з (6),
прирiвнюючи вирази при полiномах Лаґера з однаковими номерами, для знаходження
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коефiцiєнтiв Фур’є-Лаґера µ0, µ1, . . . , µj, . . . густини µ отримаємо нескiнченну трикутну
систему ГIР ∫

Γ

j∑
i=0

µi(y)ej−i(x− y) dΓy = gj(x), x ∈ Γ, j ∈ N0, (13)

де
ek(z) := (4π|z|)−1ζk(σ|z|)e−σ|z| при z ∈ R3 \ {0}, k ∈ N0. (14)

Вiдмiтимо, що в точцi z = 0 функцiя e0 має iнтегровну особливiсть, а для кожного
k ∈ N функцiя ek має усувну особливiсть, тобто, її можна довизначити в точцi z = 0
так, що вона буде неперервною на R3.

Легко бачити, що систему (13) можна записати у виглядi рекурсивної послiдовностi
рiвнянь 

∫
Γ
µ0(y)e0(x− y) dΓy = g0(x),∫

Γ
µ1(y)e0(x− y) dΓy = g̃1(x),

. . . . . . . . .∫
Γ
µj(y)e0(x− y) dΓy = g̃j(x), j ∈ N, x ∈ Γ,

. . . . . . . . .

(15)

де

g̃j(x) := gj(x)−
∫
Γ

j−1∑
i=0

µi(y)ej−i(x− y)dΓy, j ∈ N. (16)

Для кожного j ∈ N0 j-е рiвняння послiдовностi (15) є рiвнянням Фредгольма першого
роду з iнтегровною особливiстю в ядрi, тобто, має вигляд∫

Γ

ξ(y)e0(x− y) dΓy = h(x), x ∈ Γ. (17)

Вiдомо ([6, 13]), що рiвняння (17) має єдиний розв’язок ξ для функцiї h з досить ши-
рокого класу. Для знаходження розв’язку такого рiвняння можна використати вiдомi
числовi методи, зокрема, метод граничних елементiв (див., наприклад, [31] i наведенi
там посилання).

Якщо ми розв’яжемо систему (13) (що те саме — систему (15)), то на пiдставi (4),
(5) i (11) розв’язок задачi (1)–(3) можна подати у виглядi суми ряду

u(x, t) =
1

4π

∞∑
j=0

(∫
Γ

e−σ|x−y|

|x− y|

j∑
i=0

µi(y)ζj−i(σ|x− y|) dΓy

)
Lj(σt), (x, t) ∈ Q. (18)

Ввiвши позначення

uj(x) =
1

4π

∫
Γ

e−σ|x−y|

|x− y|

j∑
i=0

µi(y)ζj−i(σ|x− y|) dΓy, x ∈ Ω, j ∈ N0, (19)

формулу (18) можна записати так

u(x, t) =
∞∑
j=0

uj(x)Lj(σt), (x, t) ∈ Q. (20)
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Зауважимо, що при чисельному розв’язуваннi задачi (1)–(3) її наближений розв’язок
можна отримати як частинну суму ряду (20), обмежуючись N +1 доданком. Для цього
вибирають (з певних мiркувань) значення параметра N i знаходять наближенi розв’язки
µ0, µ1, . . . , µN послiдовностi ГIР (15). Далi обчислюють функцiй u0(x), u1(x), . . . , uN(x),
x ∈ Ω, за формулою (19). Пiсля цього знаходять значення наближеного розв’язку задачi
(1)–(3) за формулою

ũN(x, t) =
N∑
j=0

uj(x)Lj(σt), (x, t) ∈ Q. (21)

Описаний метод розв’язування задачi (1)–(3) є вдосконаленням способiв розв’язу-
вання цiєї задачi, запропонованих в працях [5, 12, 10, 18, 22, 27]. Вiдмiтимо, що в цих
працях немає обґрунтування методiв розв’язування. У данiй роботi ми обґрунтуємо
описаний вище метод.

3. Варiацiйне формулювання задачi (1)–(3). Спочатку введемо потрiбнi нам далi
позначення. Нехай L2(Ω) — простiр Лебега iнтегровних з квадратом функцiй v : Ω → R
зi скалярним добутком (v, w)L2(Ω) :=

∫
Ω
vwdx, v, w ∈ L2(Ω), i нормою ∥v∥L2(Ω) :=√

(v, v)L2(Ω), а H1(Ω) — простiр Соболєва функцiй v ∈ L2(Ω), якi мають узагальненi
похiднi vx1 , vx2 , vx3 з L2(Ω), зi скалярним добутком

(v, w)H1(Ω) :=

∫
Ω

(∇v∇w + vw) dx, v, w ∈ H1(Ω),

та нормою ∥v∥H1(Ω) :=
√

(v, v)H1(Ω), v ∈ H1(Ω). Позначимо H1/2(Γ) простiр слiдiв еле-
ментiв H1(Ω) на поверхнi Γ, γ0 : H

1(Ω) → H1/2(Γ) — оператор слiду, H−1/2(Γ) :=(
H1/2(Γ)

)′ — спряжений до H1/2(Γ) простiр, ⟨·, ·⟩Γ — вiдношення двоїстостi на
H−1/2(Γ)×H1/2(Γ).

Нехай X — гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·)X i породженою ним нор-
мою ∥ · ∥X , σ > 0 — яке-небудь число. Позначимо через L2

σ(R+;X) ваговий простiр Ле-
бега [8] з вагою ρσ(t) = e−σt, t ∈ R+, елементами якого є вимiрнi функцiй v : R+ → X
такi, що

∫
R+

∥v(t)∥2X e−σtdt < ∞, зi скалярним добутком

(v, w)L2
σ(R+;X) =

∫
R+

(
v(t), w(t)

)
X
e−σtdt, v, w ∈ L2

σ(R+;X), (22)

i нормою
∥v∥L2

σ(R+;X) =
√
(v, v)L2

σ(R+;X), v ∈ L2
σ(R+;X). (23)

Зазначимо, що простiр L2
σ(R+;X) є повним ([29, роздiл II.1]). Вважатимемо також, що

елементи простору L2
σ(R+;X) продовженi нулем для недодатнiх значень аргумента.

Для довiльного m ∈ N визначимо ваговий простiр Соболєва

Hm
σ (R+;X) := {v ∈ L2

σ(R+;X) | v(k) ∈ L2
σ(R+;X), k = 1,m} (24)

з нормою

∥v∥Hm
σ (R+;X) =

(
m∑
k=0

∥∥v(k)∥∥2
L2
σ(R+;X)

)1/2

. (25)
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Тут похiднi vk(k ∈ N) розумiємо в сенсi простору D′(R+;X), елементами якого є розпо-
дiли зi значеннями у просторi X. Вiдзначимо, що H1

σ(R+;X) ⊂ C(R+;X) ([8, теорема 7,
роздiл XVIII]).

Визначимо ще такi простори:

L2
loc(R+;X) := {v : R+ → X − вимiрна | ∥v(·)∥X ∈ L2(0, τ) ∀τ > 0},

H1
loc(R+;X) := {v ∈ L2

loc(R+;X)| v′ ∈ L2
loc(R+;X)}.

Означення 1. Нехай g ∈ L2
loc(R+;H

1/2(Γ)). Узагальненим розв’язком задачi (1)–(3)
називатимемо функцiю u ∈ H1

loc(R+;L
2(Ω)) ∩ L2

loc(R+;H
1(Ω)), яка задовольняє першу з

початкових умов (2), крайову умову

γ0u(·, t) = g(·, t) для м.в. t ∈ R+ (26)

та iнтегральну тотожнiсть ∫∫
Q

(
u′v′ −∇u∇v

)
dxdt = 0 (27)

для будь-яких v ∈ H1(R+;L
2(Ω))∩L2(R+;H

1(Ω)) таких, що supp v — обмежена множина
i γ0v(·, t) = 0 для м.в. t ∈ R+.

Зазначимо, що за теоремою 1 в монографiї [26, гл. V, §2], задача (1)–(3) може мати
не бiльше одного узагальненого розв’язку. Iснування ж узагальненого розв’язку можна
довести методом Фаедо-Гальоркiна ([16, гл. IV, §3]).

Введемо ще деякi позначення. Пiд послiдовнiстю елементiв множини X розумiємо
вiдображення V : N0 → X (позначаємо “жирною” лiтерою) i записуємо його у вигля-
дi вектора-стовпця v := (v0, v1, . . .)

⊤. Множину всеможливих послiдовностей елементiв
множини X позначимо через X∞. Ясно, що коли X — лiнiйний простiр, то i X∞ та-
кож лiнiйний простiр. Нагадаємо, що l2 :=

{
v ∈ R∞ |

∑∞
j=0 |vj|2 < +∞

}
зi скалярним

добутком (v,w) =
∑∞

j=0 vjwj, v,w ∈ l2, i нормою ∥ v∥l2 := (
∑∞

j=0 |vj|2)1/2, v ∈ l2.
Нехай X — гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·)X i породженою ним нор-

мою ∥·∥X . Будемо розглядати гiльбертiв простiр l2(X) :=
{
v ∈ X∞ |

∑∞
j=0 ∥vj∥2X < +∞

}
зi скалярним добутком (v,w) =

∑∞
j=0(vj, wj)X , v,w ∈ l2(X), i нормою ∥v∥l2(X) :=

(
∑∞

j=0 ∥vj∥2X)1/2, v ∈ l2(X). Очевидно, що l2 = l2(R).

Означення 2. ([19]) Нехай X, Y , Z — якi-небудь множини, q : X × Y → Z — деяке
вiдображення. Пiд q-згорткою послiдовностей u ∈ X∞ i v ∈ Y ∞ розумiтимемо послi-
довнiсть w := (w0, w1, . . . , wj, . . .)

⊤ ∈ Z∞, члени якої знаходять за правилом

wj :=

j∑
i=0

q (uj−i, vi) ≡
j∑

i=0

q (ui, vj−i) , j ∈ N0; (28)

q-згортку u i v коротко записують у виглядi w = u ◦
q
v.

Нехай X = R, а Y = Z — лiнiйнi простори i q(u, v) := uv, u ∈ R, v ∈ Y . Тодi
компоненти q-згортки довiльних послiдовностей u ∈ R∞ i v ∈ Y ∞ матимуть зображення

wj =

j∑
i=0

uj−ivi, j ∈ N0, (29)
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а згортку позначатимемо через w := u ◦
R×Y

v.

У випадку X = H−1/2(Γ), Y = H1/2(Γ), Z = R i q(u, v) := ⟨u, v⟩Γ, u ∈ H−1/2(Γ),
v ∈ H1/2(Γ), для компонентiв q-згортки довiльних послiдовностей u ∈

(
H−1/2(Γ)

)∞ i
v ∈

(
H1/2(Γ)

)∞ матимемо формулу

wj =

j∑
i=0

⟨uj−i, vi⟩Γ, j ∈ N0, (30)

i писатимемо w := u ◦
Γ
v.

Тепер зауважимо, що на пiдставi сказаного вище послiдовнiсть u :=(u0, u1, . . .uj,. . .)
⊤,

визначена формулою (19), є q-згорткою

u(x) = µ(·) ◦
Γ
e(x− ·), x ∈ Ω, (31)

де µ — послiдовнiсть коефiцiєнтiв Фур’є-Лаґера функцiї µ, а функцiйна послiдовнiсть e
задана формулою (14). Мiркуючи аналогiчно, систему ГIР (13) можна переписати так

µ(·) ◦
Γ
e(x− ·) = g(x), x ∈ Γ, (32)

де g — послiдовнiсть коефiцiєнтiв Фур’є-Лаґера функцiї g.
Тепер можемо сформулювати основний результат даної статтi у виглядi такого твер-

дження.

Теорема 1. Нехай g ∈ Hm+4
σ0

(R+;H
1/2(Γ)) для деяких σ0 > 0 i m ∈ N0. Тодi iснує єдиний

узагальнений розв’язок задачi (1)–(3), вiн належить простору Hm+1
σ0

(R+;H
1(Ω)) i для

довiльного σ ≥ σ0 правильна така його оцiнка

∥u∥Hm+1
σ (R+;H1(Ω)) ≤ C∥g∥Hm+4

σ (R+;H1/2(Γ)), (33)

де C > 0 — стала, яка вiд g не залежить.
Крiм того, узагальнений розв’язок задачi (1)–(3) можна подати у виглядi суми ря-

ду (20), збiжного в просторi L2
σ0
(R+;H

1(Ω)), де uj ∈ H1(Ω) (j ∈ N0) є вiдповiдними
компонентами q-згортки (31), а елементи послiдовностi µ ∈ l2(H−1/2(Γ)) є розв’язка-
ми системи ГIР (32), в якiй g ∈ l2(H1/2(Γ)) — послiдовнiсть коефiцiєнтiв Фур’є-Лаґера
функцiї g.

4. Перетворення Лаґера. Нагадаємо, що система полiномiв Лаґера {Lk(σ·)}k∈N0 є
ортогональним базисом у просторi L2

σ(R+), тобто довiльна функцiя f ∈ L2
σ(R+) має

розвинення

f(t) =
∞∑
k=0

fk Lk(σt), t ∈ R+, (34)

де коефiцiєнти f0, f1, . . . , fk, . . . виражаються єдиним чином за формулою

fk := σ

∫
R+

f(t)Lk(σt) e
−σtdt, k ∈ N0. (35)
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Вiдображення L : L2
σ(R+) → l2, яке ставить у вiдповiднiсть функцiї f послiдовнiсть

f = (f0, f1, . . . , fk, . . .)
⊤, компоненти якої визначенi за формулою (35), називають дискре-

тним iнтегральним перетворенням Лаґера ([14, 15]) i використовують також позначення
Lkf ≡ (Lf)(k) := fk ∀k ∈ N0. Крiм того, виконується рiвнiсть Парсеваля∫

R+

|f(t)|2 e−σtdt =
1

σ

∞∑
k=0

|fk|2. (36)

Перетворення Лаґера L є бiєктивним вiдображенням i обернене до нього L−1 : l2 →
L2
σ(R+) задається для довiльного h ∈ l2 так

(L−1h)(t) :=
∞∑
k=0

hk Lk(σt), t ∈ R+. (37)

Очевидно, що для будь-якої функцiї f ∈ L2
σ(R+) виконується рiвнiсть

L−1Lf = f. (38)

Узагальнимо поняття перетворення Лаґера на випадок векторнозначних функцiй.
Для цього будемо розглядати вiдображення L : L2

σ(R+;X) → X∞, де X — гiльбертiв
простiр зi скалярним добутком (·, ·)X i породженою ним нормою ∥ ·∥X , яке дiє за прави-
лом (35). Зазначимо, що оскiльки функцiя t 7→ ∥f(t)∥X |Lk(σt)|e−σt ∈ L1(R+), то iнтеграл
Бохнера у формулi (35) є збiжним i його значення є елементом простору X.

Теорема 2. Вiдображення L : L2
σ(R+;X) → X∞, яке довiльнiй функцiї f ставить у

вiдповiднiсть послiдовнiсть f = (f0, f1, . . . , fk, . . . )
⊤ за формулою (35), є iн’єктивним i

його образом є простiр l2(X), причому

∥f∥2L2
σ(R+;X) =

1

σ

∞∑
k=0

∥fk∥2X . (39)

Крiм того, для довiльної функцiї f ∈ L2
σ(R+;X) маємо рiвнiсть (38), де L−1 : l2(X) →

L2
σ(R+;X) — обернене до L вiдображення, яке довiльнiй послiдовностi h = (h0, h1, . . . ,

hk, . . . )
⊤ ставить у вiдповiднiсть функцiю h за формулою (37).

Доведення. Нехай f — довiльна функцiя з L2
σ(R+;X) i {φi}i∈N0 — ортонормований базис

у просторi X. Оскiльки f(t) ∈ X для м.в. t ∈ R+, то розвинення в ряд Фур’є

f(t) =
∞∑
i=0

f i(t)φi для м.в. t ∈ R+, (40)

де
f i(t) = (f(t), φi)X , i ∈ N0, (41)

є збiжним в X i є правильною рiвнiсть Парсеваля

∥f(t)∥2X =
∞∑
i=0

|f i(t)|2 для м.в. t ∈ R+. (42)
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Застосувавши нерiвнiсть Кошi-Буняковського, отримаємо оцiнку

|f i(t)|2 = |(f(t), φi)X |2 ≤ ∥f(t)∥2X∥φi∥2X = ∥f(t)∥2X для м.в. t ∈ R+, i ∈ N0.

Отже, для кожного i ∈ N0 функцiя f i належить L2
σ(R+) i маємо

∥f i∥2L2
σ(R+) =

∫
R+

|f i(t)|2 e−σtdt ≤
∫
R+

∥f(t)∥2X e−σtdt = ∥f∥2L2
σ(R+;X) < ∞.

Тому в L2
σ(R+) отримаємо розвинення Фур’є-Лаґера

f i(t) =
∞∑
k=0

f i
k Lk(σt) для м.в. t ∈ R+, (43)

де

f i
k = σ

∫
R+

f i(t)Lk(σt) e
−σtdt, k ∈ N0, (44)

а також є правильною рiвнiсть Парсеваля

∥f i∥2L2
σ(R+) =

1

σ

∞∑
k=0

|f i
k|2. (45)

З рiвностi (42) отримаємо

∥f∥2L2
σ(R+;X) =

∫
R+

∥f(t)∥2Xe−σtdt =
∞∑
i=0

∫
R+

|f i(t)|2e−σtdt =
∞∑
i=0

∥f i∥2L2
σ(R+),

звiдки, беручи до уваги (45), матимемо

∥f∥2L2
σ(R+;X) =

1

σ

∞∑
i=0

∞∑
k=0

|f i
k|2. (46)

Оскiльки ∥f∥L2
σ(R+;X) < ∞, то подвiйний ряд у правiй частинi рiвностi (46) є збiж-

ним. Беручи до уваги, що усi члени цього ряду невiд’ємнi, змiнимо в ньому порядок
сумування

∥f∥2L2
σ(R+;X) =

1

σ

∞∑
k=0

∞∑
i=0

|f i
k|2 < ∞. (47)

Тепер зазначимо, що вираз (44) ще можна подати так

f i
k = σ

∫
R+

(
f(t), φi

)
X
Lk(σt) e

−σtdt =

(
σ

∫
R+

f(t)Lk(σt) e
−σtdt, φi

)
X

=

=
(
fk, φ

i
)
X
, i, k ∈ N0, (48)

а тому при кожному фiксованому k ∈ N0 значення f i
k, i ∈ N0, є коєфiцiєнтами Фур’є

розвинення елемента fk ∈ X за базисом {φi}i∈N0 , i, зокрема,

∥fk∥2X =
∞∑
i=0

|f i
k|2. (49)
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На пiдставi (49) з (47) отримаємо (39), тобто f ∈ l2(X).
З (39) безпосередньо випливає iн’єктивнiсть вiдображення L. Покажемо тепер його

сюр’єктивнiсть. Нехай h — будь-який елемент простору l2(X), тобто

∥h∥2l2(X) =
∞∑
k=0

∥hk∥2X < ∞. (50)

Для довiльного n ∈ N0 позначимо частинну суму ряду (37):

h̃n(t) :=
n∑

k=0

hk Lk(σt), t ∈ R+. (51)

Тодi для довiльного m ∈ N матимемо

∥h̃n+m − h̃n∥2L2
σ(R+;X) =

∥∥ n+m∑
k=n+1

hk Lk(σ·)
∥∥2
L2
σ(R+;X)

=

=

∫
R+

( n+m∑
k=n+1

hk Lk(σt),
n+m∑
j=n+1

hj Lj(σt)

)
X

e−σtdt =

=
n+m∑
k=n+1

n+m∑
j=n+1

(
hk, hj

)
X

∫
R+

Lk(σt)Lj(σt)e
−σtdt =

n+m∑
k=n+1

∥hk∥2X . (52)

Оскiльки частиннi суми ряду (50) утворюють збiжну числову послiдовнiсть, а отже,
i послiдовнiсть Кошi, то з (52) випливає, що {h̃n}n∈N0 також є послiдовнiстю Кошi
в повному гiльбертовому просторi L2

σ(R+;X). Тодi iснує функцiя h ∈ L2
σ(R+;X), що

h = lim
n→∞

h̃n.
Рiвнiсть (38) доведемо вiд супротивного. Нехай для деякої функцiї f ∈ L2

σ(R+;X) ма-
ємо L−1Lf = f∗ ̸= f . Зi сказаного вище випливає, що f ∗

k = fk ∀k ∈ N0 i ∥f − f∗∥2L2
σ(R+;X)

= 1
σ

∑∞
k=0 ∥fk − f∗

k∥2X = 0, тобто, отримали протирiччя.

Означення 3. Нехай σ > 0, X — гiльбертiв простiр. Вiдображення L : L2
σ(R+;X) →

l2(X) i L−1 : l2(X) → L2
σ(R+;X), про якi говориться в теоремi 2, будемо називати,

вiдповiдно, прямим i оберненим перетвореннями Лаґера, а формулу (39) — рiвнiстю
Парсеваля.

Нехай маємо довiльну функцiю f ∈ L2
σ(R+;X). Беручи до уваги, що вона продов-

жена нулем при t ≤ 0, будемо розглядати утворенi з неї “запiзнюючi” функцiї f(· − a)
для будь-якого a > 0 i дослiдимо дiю на них перетворення Лаґера.

Позначимо ζ(a) := (ζ0(a), ζ1(a), . . . , ζk(a), . . .)
⊤, a > 0, послiдовнiсть функцiй, еле-

менти якої мають вигляд (10).

Лема 1. Нехай σ > 0, a > 0, X — гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·)X i
нормою ∥ · ∥X . Тодi для довiльної функцiї f(·) з простору L2

σ(R+;X) функцiя f(· − a)
належить простору L2

σ(R+;X) i правильнi рiвностi:

∥f(· − a)∥L2
σ(R+;X) = e−

σa
2 ∥f(·)∥L2

σ(R+;X), (53)

f̃a = e−σaζ(σa) ◦
R×X

f , (54)

f
(
· −a

)
= e−σa

∞∑
j=0

( j∑
i=0

ζj−i(σa)fi

)
Lj(σ·) в L2

σ(R+;X), (55)
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де f = (f0, f1, . . . )⊤ i f̃a := (fa,0, fa,1, . . . )⊤ — послiдовностi коефiцiєнтiв Фур’є-Лаґера
функцiй, вiдповiдно, f(·) i f(· − a).

Доведення. Використовуючи замiну змiнних t = τ + a i враховуючи, що f(t) = 0 при
t ≤ 0, виконаємо такi перетворення

∥f(· − a)∥2L2
σ(R+;X) = lim

T→∞

∫ T

0

∥f(t− a)∥2X e−σtdt = lim
T→∞

∫ T−a

−a

∥f(τ)∥2X e−σ(τ+a)dτ =

= e−σa

∫
R+

∥f(τ)∥2X e−στdτ = e−σa∥f(·)∥2L2
σ(R+;X). (56)

Оскiльки ∥f(·)∥L2
σ(R+;X) < ∞, то з отриманої рiвностi випливає, що ∥f(·−a)∥L2

σ(R+;X) < ∞
(тобто f(· − a) ∈ L2

σ(R+;X)), а також рiвнiсть (53).
Беручи до уваги, що L0 ≡ 1, легко бачити, що f̃a,0 = e−σaf0. Розглянемо тепер

коефiцiєнт Фур’є-Лаґера f̃a,j для довiльного j ∈ N. З врахуванням замiни змiнних
t = τ + a, можемо записати

f̃a,j = σ

∫
R+

f(t− a)Lj(σt) e
−σtdt = σ lim

T→∞

∫ T

0

f(t− a)Lj(σt) e
−σtdt =

= e−σaσ lim
T→∞

∫ T−a

−a

f(τ)Lj(στ + σa) e−στdτ = e−σaσ

∫
R+

f(τ)Lj(στ + σa) e−στdτ. (57)

Скориставшись вiдомим спiввiдношенням (див., наприклад, [10, формула (5.A13)])

Lj(τ + a) = Lj(τ) +

j−1∑
i=0

(
Lj−i(a)− Lj−i−1(a)

)
Li(τ), j ∈ N, τ ∈ R+, a > 0, (58)

з (58) матимемо

f̃a,j = e−σafj + σe−σa

j−1∑
i=0

(
Lj−i(σa)− Lj−i−1(σa)

)
fi. (59)

Беручи до уваги позначення (10), отримаємо

f̃a,j = e−σa

j∑
i=0

ζj−i(σa)fi, j ∈ N0, (60)

де вираз iз сумою є (вiдповiдно до означення 2 i формули (29)) компонентом q-згорт-
ки (54). Використовуючи значення f̃a,j (j ∈ N0) як коефiцiєнти Фур’є-Лаґера функцiї
f(· − a), матимемо її розвинення у виглядi (55).

5. Деякi властивостi запiзнюючого потенцiалу. Щоб скористатися результата-
ми, отриманими в працi [2] щодо побудови узагальненого розв’язку задачi (1)–(3) за
допомогою запiзнюючого потенцiалу, розглянемо ще допомiжнi простори. Нехай X —
довiльний банахiв простiр з нормою ∥ · ∥X . Позначимо D′(R;X) простiр розподiлiв зi
значеннями в просторi X i D′

+(R;X) — простiр так званих зумовлених розподiлiв (causal
distributions), що складається з розподiлiв v ∈ D′(R;X), для яких виконується умова
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⟨v, ϕ⟩ = 0 для всiх пробних функцiй ϕ ∈ D(R) з носiєм suppϕ ⊂ (−∞, 0). Для довiль-
ного σ0 > 0 визначимо простiр L′

+,σ0(R;X) := {f ∈ D′
+(R;X)|e−σ0·f(·) ∈ S ′

+(R;X)}, де
S ′
+(R;X) — простiр повiльних зумовлених розподiлiв.

Вiдзначимо, що для повiльних зумовлених розподiлiв визначено перетворення Фур’є
за часовою змiнною (див., наприклад, [8, роздiл XVI, §2, визначення 7])

F : S ′
+(R;X) → S ′

+(R;X), (61)

яке є iзоморфним вiдображенням S ′
+(R;X) на S ′

+(R;X) i дає змогу визначити для до-
вiльного елемента f ∈ L′

+,σ0(R;X) перетворення Фур’є-Лапласа ( [8, роздiл XVI, §2,
визначення 8])

f̂(ω) := F(e−σ·f(·))(η), ω = η + iσ ∈ R× (σ0,+∞). (62)

У випадку f ∈ L′
+,σ0(R;X) ∩ L1

loc(R+;X) це перетворення визначене так:

f̂(ω) :=

∫
R
eiηte−σtf(t)dt =

∫
R
eiωtf(t)dt, ω = η + iσ ∈ R× (σ0,+∞). (63)

Твердження 1 ([8], роздiл XVI, §2, теорема 1). Нехай X — довiльний банахiв простiр
над полем комплексних чисел C з нормою ∥ · ∥X , а ω 7→ f̂(ω) — функцiя, яка визначена
в C i набуває значення в просторi X. Для того, щоб функцiя f̂(ω) була перетворенням
Фур’є-Лапласа розподiлу f ∈ D′(R;X) з носiєм supp f ⊂ [α,+∞) необхiдно i достатньо,
щоб f̂(ω) була голоморфною в пiвпросторi R× (σ0,+∞) зi значеннями в X i задоволь-
няла нерiвнiсть

∥f̂(ω)∥X ≤ e−σαPol(|ω|), ω = η + iσ ∈ R× (σ0,+∞), (64)

де Pol(|ω|) — полiном вiд змiнної |ω|.
На множинi L′

+,σ0(R;X) для довiльних значень σ ≥ σ0 i p ∈ R будемо розглядати
простiр

Hp
σ(R+;X) := { f ∈ L′

+,σ0(R;X) |
∫
R+iσ

|ω|2p ∥f̂(ω)∥2Xdω < +∞} (65)

з нормою

∥f∥Hp
σ(R+;X) :=

(
1

2π

∫
R+iσ

|ω|2p ∥f̂(ω)∥2Xdω
)1/2

. (66)

Твердження 2 ([2], роздiл 3.1). Нехай σ > 0,m ∈ N0. Функцiя v належить простору
Hm

σ (R+;X) тодi i лише тодi, коли вона належить простору Hm
σ/2(R+;X).

Твердження 3 ([2], теорема 2). Нехай g ∈ H3/2
σ0/2

(R+;H
1/2(Γ)) при деякому σ0 > 0.

Тодi iснує єдиний узагальнений розв’язок задачi (1)–(3), вiн належить простору
H1

σ0
(R+;L

2(Ω)) ∩ L2
σ0
(R+;H

1(Ω)) i для нього правильна оцiнка

∥u∥L2
σ(R+;H1(Ω)) + ∥u′∥L2

σ(R+;L2(Ω)) ≤ C1∥g∥H3/2
σ/2

(R+;H1/2(Γ))
∀σ ≥ σ0, (67)

де C1 > 0 — стала.
Крiм того, узагальнений розв’язок задачi (1)–(3) можна подати у виглядi запiзню-

ючого потенцiалу простого шару Sµ з густиною µ ∈ H−1/2
σ/2 (R+;H

−1/2(Γ)), причому

∥µ∥H−1/2
σ/2

(R+;H−1/2(Γ))
≤ C2∥g∥H3/2

σ/2
(R+;H1/2(Γ))

∀σ ≥ σ0, (68)

де C2 > 0 — стала.
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Наведемо схему доведення твердження 3 стосовно узагальненого розв’язку u задачi
(1)–(3) з метою подальшого використання отриманих по ходу результатiв для доведення
теореми 1. Першим кроком є зведення за допомогою перетворення Фур’є-Лапласа задачi
(1)–(3) до такої крайової задачi вiдносно функцiї û(·, ω) ∈ H1(Ω)

∆û+ ω2û = 0 в Ω, (69)
γ0û = ĝ на Γ, (70)

де ĝ(·, ω) ∈ H1/2(Γ) — вiдома функцiя, а ω ∈ R× [σ0,+∞) — параметр перетворення.
Розв’язок задачi (69), (70) можна подати у виглядi потенцiалу простого шару

û(x, ω) =
(
Ŝωµ̂

)
(x) :=

1

4π

∫
Γ

µ̂(y, ω)
eiω|x−y|

|x− y|
dΓy, x ∈ Ω, (71)

густина µ̂(·, ω) ∈ H1/2(Γ) якого є розв’язком такого ГIР

V̂ωµ̂ = ĝ в H1/2(Γ), (72)

де V̂ω := γ0Ŝω. Граничний оператор V̂ω є H−1/2-елiптичний на Γ, звiдки випливає iсну-
вання та єдинiсть розв’язку ГIР (72).

Очевидно, що подання потенцiалу простого шару у виглядi iнтегралу (71) має сенс,
коли густина є iнтегровною з квадратом функцiєю. У цьому випадку для довiльного
фiксованого x ∈ Ω функцiя eiω|x−y|

|x−y| є нескiнченно диференцiйовною, тому iнтеграл (71)
можна трактувати як скалярний добуток в просторi L2(Γ), який, як вiдомо (див., на-
приклад, [1, роздiл 9.2]), можна продовжити на прямий добуток H−1/2(Γ) × H1/2(Γ).
Тодi, згiдно з [6, теорема 1], потенцiал простого шару та його слiд є обмеженими опе-
раторами, вiдповiдно, Ŝω : H

−1/2(Γ) → H1(Ω) та V̂ω : H
−1/2(Γ) → H1/2(Γ).

Як бачимо, крайова задача (69), (70) i ГIР (72) залежать вiд параметра ω, тому
їхнi розв’язки, вiдповiдно, û(·, ω) i µ̂(·, ω), а також потенцiал простого шару Ŝω i гра-
ничний оператор V̂ω можна розглядати як функцiї параметра ω. Доведено, що вони є
голоморфними у пiвпросторi R × (σ0,+∞) i стосовно них є правильними такi оцiнки
([2, нерiвностi (2.3),(2.7) i (2.11)], [30, нерiвнiсть (2.18)]):

∥û(·, ω)∥H1(Ω) ≤ C̃1|ω|3/2∥ĝ(·, ω)∥H1/2(Γ), (73)

∥µ̂(·, ω)∥H−1/2(Γ) ≤ C̃2|ω|2∥ĝ(·, ω)∥H1/2(Γ), (74)

∥V̂ωµ̂∥H1/2(Γ) ≤ C̃3|ω| ∥µ̂(·, ω)∥H−1/2(Γ), (75)

∥Ŝωµ̂∥H1(Ω) ≤ C̃4|ω| ∥µ̂(·, ω)∥H−1/2(Γ), (76)

де C̃i > 0 — деякi сталi.
З нерiвностей (73)–(76) на пiдставi твердження 1 випливає iснування розподiлiв, якi

вiдповiдають узагальненому розв’язку задачi (1)–(3), запiзнюючому потенцiалу i його
густинi. Вони є елементами просторiв L′

+,σ0(R;X) i набувають значення у вiдповiдному
просторi X (див. [2, теорема 1], а також [9, роздiл 2]), причому Ŝµ = Ŝωµ̂ i V̂µ = V̂ωµ̂.
Крiм того, за допомогою нерiвностей (73)–(76) можна зробити оцiнки узагальненого роз-
в’язку задачi (1)–(3), а також запiзнюючого потенцiалу простого шару i його густини
як елементiв просторiв Hp

σ(R+;X).
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Як бачимо, умова на граничне значення g у твердженнi 3 приводить до визначення
густини µ у просторi, який є ширшим вагового простору Лебега L2

σ(R+;H
1/2(Γ)), тобто

не завжди буде правомiрним розвинення густини у ряд Фур’є-Лаґера. Покажемо, у
яких просторах слiд задавати граничне значення, щоб мати змогу застосовувати для
розв’язування задачi (1)–(3) пiдхiд, опис якого подано у другому роздiлi даної роботи.

Спочатку визначимо достатню умову на густину µ запiзнюючого потенцiалу Sµ
i його слiду Vµ := γ0Sµ на Σ, щоб вони були елементами просторiв, вiдповiдно,
L2
σ(R+;H

1(Ω)) i L2
σ(R+;H

1/2(Γ)).

Лема 2. Нехай µ ∈ Hm+1
σ (R+;H

−1/2(Γ)) при деяких m ∈ N0 i σ > 0. Тодi Sµ ∈
Hm

σ (R+;H
1(Ω)) та Vµ ∈ Hm

σ (R+;H
1/2(Γ)). Крiм того, у просторi L2

σ(R+;H
1(Ω)) маємо

розвинення

(Sµ)(x, t) =
∞∑
j=0

uj(x)Lj(σt), (x, t) ∈ Q, (77)

i у просторi L2
σ(R+;H

1/2(Γ)) — розвинення

(Vµ)(x, t) =
∞∑
j=0

γ0uj(x)Lj(σt), (x, t) ∈ Σ, (78)

де функцiї uj (j ∈ N0) утворюють послiдовнiсть, яка є q-згорткою (31) послiдовностi µ,
яка складається з коефiцiєнтiв Фур’є-Лаґера функцiї µ, i функцiйної послiдовностi e,
заданої формулою (14).

Доведення. Нехай маємо довiльну функцiю µ ∈ Hm+1
σ (R+;H

−1/2(Γ)). Беручи до уваги
твердження 2 i означення норми (66), а також використовуючи нерiвнiсть (75), отри-
маємо

∥Vµ∥2Hm
σ/2

(R+;H1/2(Γ)) =
1

2π

∫
R+iσ/2

|ω|2m∥V̂µ∥2H1/2(Γ)dω =
1

2π

∫
R+iσ/2

|ω|2m∥V̂ωµ̂∥2H1/2(Γ)dω ≤

≤ C̃2
3

2π

∫
R+iσ/2

|ω|2m|ω|2∥µ̂(·, ω)∥2H−1/2(Γ)dω = C̃2
3∥µ∥2Hm+1

σ/2
(R+;H−1/2(Γ))

< ∞. (79)

Дiючи так само, але використовуючи нерiвнiсть (76), оцiнимо запiзнюючий потенцiал

∥Sµ∥2Hm
σ/2

(R+;H1(Ω)) =
1

2π

∫
R+iσ/2

|ω|2m∥Ŝµ∥2H1(Ω)dω =
1

2π

∫
R+iσ/2

|ω|2m∥Ŝωµ̂∥2H1(Ω)dω ≤

≤ C̃2
4

2π

∫
R+iσ/2

|ω|2m|ω|2∥µ̂(·, ω)∥2H−1/2(Γ)dω = C̃2
4∥µ∥2Hm+1

σ/2
(R+;H−1/2(Γ))

< ∞. (80)

З того, що Sµ ∈ Hm
σ/2(R+;H

1(Ω)) i Vµ ∈ Hm
σ/2(R+;H

1/2(Γ)), випливає, що Sµ ∈
Hm

σ (R+;H
1(Ω)) i Vµ ∈ Hm

σ (R+;H
1/2(Γ)), а отже i збiжнiсть розвинень (77) та (78) у

вiдповiдних вагових просторах Лебега.
Визначимо тепер коефiцiєнти зазначених розвинень. Розглянемо запiзнюючий по-

тенцiал (4) у довiльнiй точцi x ∈ Ω, припустивши спочатку, що µ ∈ H1
σ(R+;L

2(Γ)). Тодi
для Sµ як елемента простору L2

σ(R+;H
1(Ω)) коефiцiєнти Фур’є-Лаґера мають вигляд

uj(x) := Lj Sµ(x) =
σ

4π

∫
R+

e−σtLj(σt)

(∫
Γ

µ(y, t− |x− y|)
|x− y|

dΓy

)
dt, x ∈ Ω. (81)
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Беручи до уваги, що точки x та y не спiвпадають i µ ∈ H1
σ(R+;L

2(Γ)), на пiдставi
теореми Фубiнi змiнимо порядок iнтегрування

uj(x) =
1

4π

∫
Γ

σ

|x− y|

(∫
R+

µ(y, t− |x− y|)e−σtLj(σt)dt

)
dΓy, x ∈ Ω. (82)

Зауважимо, що в отриманому виразi внутрiшнiй iнтеграл вiдповiдає j-ому коефiцiєнту
Фур’є-Лаґера “запiзнюючої” функцiї µ. Тому згiдно з лемою 1 та формул (54) i (14)
можемо записати

uj(x) =
1

4π

∫
Γ

e−σ|x−y|

|x− y|

j∑
i=0

ζj−i(σ|x− y|)µi(y)dΓy =

j∑
i=0

∫
Γ

µi(y)ej−i(x− y)dΓy,

j ∈ N0, x ∈ Ω. (83)

Нехай оператор Si : L
2(Γ) → H1(Ω) дiє за правилом

Siη(x) :=

∫
Γ

η(y)ei(x− y)dΓy, x ∈ Ω, i ∈ N0, (84)

де η ∈ L2(Γ) — довiльна функцiя. Розглянемо, як отримати розширення цього оператора
Si : H

−1/2(Γ) → H1(Ω).
Як було зазначено вище, при фiксованому x ∈ Ω функцiї ei(i ∈ N0) разом з їхнiми

частинними похiдними в точцi x є обмеженими на Γ, тому для довiльної функцiї η
iнтеграл (84) iснує i його можемо трактувати як бiлiнiйну форму

(Siη)(x) =
⟨
η(·), ei(x− ·)

⟩
Γ
, x ∈ Ω, (85)

задану на L2(Γ)×H−1/2(Γ). При цьому виконується нерiвнiсть ([6, теорема 1])

∥Siη∥H1(Ω) ≤ Ci∥η∥H−1/2(Γ), i ∈ N0, (86)

де Ci — стала.
Нехай маємо довiльний елемент ξ ∈ H−1/2(Γ). Оскiльки простiр L2(Γ) є щiльним у

H−1/2(Γ), то iснує послiдовнiсть {ξn}n∈N0 елементiв простору L2(Γ), яка збiгається до ξ
при n → ∞ за нормою простору H−1/2(Γ). Вона є фундаментальною, тобто ∀ϵ > 0 ∃n ∈
N таке, що ∀m, p > n виконується нерiвнiсть ∥ξm − ξp∥H−1/2(Γ) < ϵ. Беручи до уваги
(86), покажемо, що з фундаментальностi послiдовностi {ξn}n∈N0 у просторi H−1/2(Γ)
випливає, що послiдовнiсть {Siξ

n}n∈N0 є фундаментальною у просторi H1(Ω)

∥Siξ
m − Siξ

p∥H1(Ω) = ∥Si(ξ
m − ξp)∥H1(Ω) ≤ Ci∥ξm − ξp∥H−1/2(Γ) < Ciϵ, i ∈ N0. (87)

Оскiльки простiр H1(Ω) є повним, то для кожного i ∈ N0 послiдовнiсть {Siξ
n}n∈N0

збiгається при n → ∞ до деякого елемента цього простору, який будемо позначати Siξ.
Беручи до уваги (85), будемо писати (Siξ)(x) =

⟨
ξ(·), ei(x − ·)

⟩
Γ
, x ∈ Ω. Тодi з (83)

отримаємо коефiцiєнти q-згортки (31)

uj(x) =

j∑
i=0

Sj−iµi(x), x ∈ Ω, j ∈ N0. (88)
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З (88) випливає, що у випадку µi ∈ H−1/2(Γ), i ∈ N0, матимемо uj ∈ H1(Ω), j ∈ N0.
Тому, вiдповiдно до [6, теорема 1], для кожного j ∈ N0 iснує слiд γ0uj ∈ H1/2(Γ). Позна-
чивши Vi := γ0Si i спрямувавши x на Γ, з (88) матимемо

uj(x) =

j∑
i=0

Vj−iµi(x), x ∈ Γ, j ∈ N0, (89)

тобто коефiцiєнти Фур’є-Лаґера для Vµ.

6. Обґрунтування розв’язку задачi (1)–(3). Розглянемо оператор

G : H3/2
α (R+;H

1/2(Γ)) → H0
α(R+;H

1(Ω)), α = σ0/2, (90)

який на пiдставi твердження 3 граничному значенню g, заданому на поверхнi Σ, ставить
у вiдповiднiсть функцiю u = Gg — узагальнений розв’язок задачi (1)–(3). Визначимо
звуження цього оператора на елементи вагових просторiв Соболєва. Принагiдно заува-
жимо очевидне вкладення просторiв H1

σ(R+;H
1(Ω)) ⊂

(
H1

σ(R+;L
2(Ω))∩L2

σ(R+;H
1(Ω))

)
.

Лема 3. Нехай g ∈ Hm+2
σ0

(R+;H
1/2(Γ)) при деяких σ0 > 0 i m ∈ N0. Тодi для довiльних

значень σ ≥ σ0 оператор

G : Hm+2
σ (R+;H

1/2(Γ)) → Hm
σ (R+;H

1(Ω)) (91)

є обмеженим.

Доведення. Нехай g — довiльна функцiя з Hm+2
σ0

(R+;H
1/2(Γ)). Розглядаючи її як еле-

мент просторiв Hm+2
α (R+;H

1/2(Γ)) ⊂ Hm+3/2
α (R+;H

1/2(Γ)) при α = σ0/2, матимемо
розв’язок u = Gg. Оцiнимо його, враховуючи нерiвнiсть (73)

∥u∥2Hm
α (R+;H1(Ω)) =

1

2π

∫
R+iα

|ω|2m∥û(·, ω)∥2H1(Ω)dω ≤

≤ C̃2
1

2π

∫
R+iα

|ω|2m|ω|3∥ĝ(·, ω)∥2H1/2(Γ)dω = C̃2
1∥g∥2Hm+3/2

α (R+;H1/2(Γ))
< ∞. (92)

З того, що u ∈ Hm
α (R+;H

1(Ω)), маємо u ∈ Hm
σ (R+;H

1(Ω)).

Тим самим шляхом можна також дослiдити залежнiсть гладкостi розв’язку ЧГIР

Vµ = g в L2
σ(R+;H

1/2(Γ)) (93)

вiд функцiї g.

Лема 4. Нехай g ∈ Hm+2
σ0

(R+;H
1/2(Γ)) при деяких σ0 > 0 i m ∈ N0. Тодi iснує єдиний

розв’язок ЧГIР (93) у Hm
σ (R+;H

−1/2(Γ)), який при довiльному σ ≥ σ0 задовольняє
умову

∥µ∥Hm
σ (R+;H−1/2(Γ)) ≤ C∥g∥Hm+2

σ (R+;H1/2(Γ)), (94)

де C > 0 — стала.
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Доведення. Вiдповiдно до твердження 3, розглянемо при значеннях p = 3/2 i α = σ0/2
оператор V−1 : Hp

α(R+;H
1/2(Γ)) → Hp−2

α (R+;H
−1/2(Γ)), який довiльнiй функцiї g ставить

у вiдповiднiсть єдиний розв’язок ЧГIР µ = V−1g. Беручи до уваги нерiвнiсть (74),
отримаємо таку оцiнку густини µ

∥µ∥2Hm
α (R+;H−1/2(Γ)) =

1

2π

∫
R+iα

|ω|2m∥µ̂(·, ω)∥2H−1/2(Γ)dω ≤

≤ C̃2
2

2π

∫
R+iα

|ω|2m|ω|4∥ĝ(·, ω)∥2H1/2(Γ)dω = C̃2
2∥g∥2Hm+2

α (R+;H1/2(Γ))
< ∞, (95)

звiдки випливає нерiвнiсть (94).

Як бачимо, на пiдставi лем 3 i 4 можна конкретизувати умови твердження 3 стосовно
функцiї g, щоб вiдповiднi звуження операторiв G i V−1 давали в результатi узагальне-
ний розв’язок задачi (1)–(3) i густину запiзнюючого потенцiалу у вагових просторах
Соболєва з потрiбним класом гладкостi.

Доведення теореми 1. Нехай граничнi данi в крайовiй умовi (3) заданi функцiєю g ∈
Hm+4

σ0
(R+;H

1/2(Γ)) для деяких σ0 > 0 i m ∈ N0. Тодi на основi твердження 3 iснує
єдиний узагальнений розв’язок задачi (1)–(3) як елемент простору H1

σ0
(R+;L

2(Ω)) ∩
L2
σ0
(R+;H

1(Ω)). Крiм того з леми 3 випливає, що при зазначених граничних даних
вiн належить простору Hm+2

σ0
(R+;H

1(Ω)) ⊂ Hm+1
σ0

(R+;H
1(Ω)) i для довiльного σ ≥ σ0

задовольняє нерiвнiсть

∥u∥Hm+2
σ (R+;H1(Ω)) ≤ C∥g∥Hm+4

σ (R+;H1/2(Γ)), (96)

де C > 0 — стала, яка вiд g не залежить. Очевидно, що тодi i оцiнка (33) є правильною.
Розглянемо тепер ЧГIР (93), вважаючи, як i ранiше, що g ∈ Hm+4

σ0
(R+;H

1/2(Γ)). Тодi
за лемою 4 маємо, що його розв’язок µ належить простору Hm+2

σ (R+;H
−1/2(Γ)), звiдки

випливають такi наслiдки:
1) перетворення Лагера є застосовним до µ (за теоремою 2) i µ := Lµ ∈ l2(H−1/2(Γ));
2) потенцiал Sµ належить простору розв’язкiв задачi (1)–(3), оскiльки на пiдставi

леми 2 Sµ ∈ Hm+1
σ (R+;H

1(Ω));
3) для потенцiалу Sµ можна застосовувати розвинення (77), коефiцiєнти якого мають

вигляд (31), i таке розвинення є збiжним в L2
σ(R+;H

1(Ω)).
Подiбнi результати випливають з леми 2 також стосовно граничного оператора Vµ,

а саме, Vµ ∈ Hm+1
σ (R+;H

1/2(Γ)) i розвинення (78) є збiжним в L2
σ(R+;H

1/2(Γ)). Якщо
у лiвiй частинi (93) використати розвиненння (78), а у правiй — розвинення Фур’є-
Лаґера функцiї g з коефiцiєнтами, якi є елементами послiдовностi g := Lg ∈ l2(H1/2(Γ)),
то, прирiвнюючи вирази бiля полiномiв Лаґера з однаковими номерами, отримаємо
нескiнченну трикутну систему ГIР (32) вiдносно членiв послiдовностi µ. Вiдомо [25],
що ця система має єдиний розв’язок.

Для знаходження членiв послiдовностi µ пiсля зведення системи ГIР (32) до послi-
довностi (15) можна використати один з методiв чисельного розв’язування ГIР (див.
[13, 23, 20, 24, 31] i наведенi там посилання), наприклад, метод граничних елементiв,
пiсля чого узагальнений розв’язок задачi (1)–(3) шукати як суму ряду (20).

Зауважимо, що за допомогою запропонованого методу можна отримати узагаль-
нений розв’язок мiшаної задачi для однорiдного хвильового рiвняння з однорiдними
початковими умовами, розглядаючи крайовi умови iншого типу.
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