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We show that C∗–algebras generated by Toeplitz operators on the Bergman space on the
strip with bounded measurable defining symbols, depending only on real variable, are commu-
tative.

Пусть R = (−∞; +∞), C = R2 — комплексная плоскость, D — простая связная
область в C с гладкой границей. Рассмотрим пространство L2(D) с обычной плоской
мерой Лебега dν(z) = dxdy, где z = x + iy, и его замкнутое подпространство — так
называемое ([1]) пространство Бергмана, состоящее из функций, аналитических в D.
Ортогональный проектор Бергмана BD : L2(D) → A2(D) в области D имеет следующее
интегральное представление ([2], теорема 2.2.7)

(BDf)(z) =

∫
D

KD(z, ξ)f(ξ)dν(ξ),

где KD(z, ξ) — кернфункция или ядро Бергмана в области D. Пусть a ∈ L∞(D). Тепли-
цевым оператором с символом a называется оператор Ta : φ ∈ A2(D) → BDaφ ∈ A2(D).

Фундаментальные результаты относительно коммутативных C∗–алгебр теплицевых
операторов в единичном круге и в верхней полуплоскости содержатся в монографии [2].
Теплицевы операторы в пространствах Бергмана рассматривались также, например, в
[3–7]. В данной работе представлен критерий коммутативности алгебры теплицевых
операторов в полосе. Известно (см., например, [1, стр. 38]), что ядро Бергмана в еди-
ничном круге D := {z ∈ C : |z| < 1}, имеет вид KD(w, ξ) =

1
π(1−wξ)2

.

Тогда ядро Бергмана в полосе G := {z ∈ C : |Re z| < 1} вычисляется по формуле
([2, лемма 2.2.5]):

KG(z, ξ) = KD(α(z), α(ξ))α
′(z)α′(ξ) =

π

16
· 1

cos2 π
4
(z + ξ)

,

где α(z) ≡ tg π
4
z — биголоморфное отображение G на D.
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Таким образом, проектор Бергмана BG : L2(G) → A2(G) имеет следующее инте-
гральное представление

(BGf)(z) =
π

16

∫
G

f(ξ)

cos2 π
4
(z + ξ)

dν(ξ).

Проекторы BG и BD ([2, лемма 2.2.8]) связаны соотношением BG = WαBDW
∗
α,

в котором Wα — унитарный оператор, действующий из L2(D) в L2(G) по формуле
(Wαf)(ξ) = α′(ξ)f [α(ξ)], ξ ∈ G.

Через L(H) будем обозначать C∗ — алгебру всех линейных ограниченных операто-
ров, действующих в гильбертовом пространстве H. Через I обозначим тождественный
оператор, | — сужение оператора, χD — характеристическая функция множества D.

Для данной функции a = a(z) ∈ L∞(G) введем теплицевый оператор Ta с символом
a = a(z), действующий в пространств Бергмана A2(G) следующим образом

Ta = BGa(z)|A2(G) : A
2(G) → A2(G)

или в интегральной форме

(Taf)(z) =
π

16

∫
G

a(ξ)φ(ξ)

cos2 π
4
(z + ξ)

dν(ξ).

Пространство Бергмана A2(G) можно рассматривать как замкнутое подпространс-
тво в L2(G), состоящее из всех функций, удовлетворяющих условию

∂

∂z̄
f =

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
f = 0, где z = x+ iy.

Введем унитарный оператор

U1 = I ⊗ F : L2(G) = L2(−1; 1)⊗ L2(R) → L2(−1; 1)⊗ L2(R),

где преобразование Фурье F : L2(R) → L2(R) определяется формулой

(Ff)(x) =
1√
2π

∫
R
e−ixξf(ξ)dξ.

Тогда образ A2
1 = U1(A

2(G)) можно рассматривать как замкнутое подпространство
в L2(G), состоящее из всех функций, удовлетворяющих условию

(I ⊗ F )

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(I ⊗ F−1)φ =

(
∂

∂x
− y

)
φ = 0.

Общее решение этого уравнения имеет вид φ(x, y) = ψ(y)exy. Отсюда получаем, что
A2

1 = {f(y)φy(x) : f ∈ L2(R)}, где

φy(x) =

√
y

sh(2y)
exy, x ∈ (−1; 1), y ∈ R.

Заметим, что ∥φy∥L2(−1;1) = 1 для всех y ∈ R. Поэтому формула

(R0f)(x, y) = f(y)φy(x), x ∈ (−1; 1), y ∈ R, f ∈ L2(R),
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определяет изометрический оператор R0 : L2(R) → L2(−1; 1) ⊗ L2(R), для которого
область значений совпадает с пространством A2

1. Поскольку оператор U1 является уни-
тарным, то оператор R := U−1

1 R0 является изометрическим с областью значений, сов-
падающей с пространством A2(G). Отсюда заключаем что оператор RR∗ является ор-
топроектором на A2(G). Следовательно, справедливо равенство

RR∗ = BG. (1)

В то же время,
R∗R = R∗

0R0 = I : L2(R) → L2(R). (2)

Обозначим через A∞ C∗–алгебру всех a ∈ L∞(G) таких, что a(z) = a(Re z), и пусть
T (A∞) — тёплицева операторная алгебра, порождённая операторами Ta с символами
a ∈ A∞.

Теорема 1. Пусть a ∈ A∞. Тогда оператор Ta ∈ L (A2(G)) унитарно эквивалентен
оператору Γa : L2(R → L2(R) умножения на непрерывную функцию

γa(y) =

∫ 1

−1

a(x)φ2
y(x)dx, y ∈ R, и Γa = R∗TaR.

Доказательство. На основании (1) и (2) находим

R∗TaR = R∗BGaBGR = R∗(RR∗)a(RR∗)R = (R∗R)(R∗aR)(R∗R) = R∗aR.

Очевидно, что оператор U1 коммутирует с оператором умножения на функцию a. Сле-
довательно, R∗aR = R∗

0U1aU
−1R0 = R∗

0aR0. Окончательно получаем (R∗
0aR0f)(y) =

γa(y)f(y), y ∈ R, f ∈ L2(R).

Обозначим через Cb(R) алгебру всех непрерывных и ограниченных на R функций.

Следствие 1. Алгебра T (A∞) коммутативна. Изоморфное отображение τ∞ : T (A∞) →
Cb(R) порождается отображением τ∞ : Ta → γa(y) образующих алгебры T (A∞), где
a = a(x) ∈ A∞.

Рассмотрим теперь некоторые важные специальные случаи.
Пусть R = R ∪ {−∞} ∪ {+∞} — двухточечная компактификация R.

Лемма 1. Пусть a = a(x) ∈ L∞(−1; 1) и пусть существуют следующие односторонние
пределы:

lim
x→−1+0

a(x) = a−1, lim
x→1−0

a(x) = a1.

Тогда γa ∈ C(R) и γa(−∞) = a−1, γa(+∞) = a1.

Доказательство. Очевидно, что γa(x)(−y) = γa(−x)(y) и γa ≡ 1, если a ≡ 1. Поэтому
достаточно доказать, что γa(+∞) = 0 в случае a1 = 0. Легко видеть, что при любом
δ ∈ (−1; 1)

|γa(y)| 6 ∥a∥∞
∫ δ

−1

φ2
y(x)dx+ ωδ

∫ 1

−1

φ2
y(x)dx,
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где mδ = supx∈[δ,1] |a(x)|. Поскольку

lim
y→+∞

∫ δ

−1

φ2
y(x)dx = 0,

∫ 1

−1

φ2
y(x)dx = 1,

то
lim

y→+∞
|γa(y)| 6 lim

δ→1−0
mδ = 0

Следовательно, γa(+∞) = 0.

Пусть A — линейное подмножество пространства L∞(−1; 1). Через H(A) обозначим
подмножество C∗–алгебры A∞, которое состоит из ограниченных измеримых функций
a = a(Rez), сужение которых на отрезок [−1, 1] принадлежит A. Пусть T (H(A)) —
C∗–алгебра всех теплицевых опрераторов Ta с символом a ∈ H(A). Обозначим через
L
(−1,1)
∞ [−1, 1] C∗–подалгебру пространства L∞[−1, 1], состоящую из функций, имеющих

пределы в точках −1 и 1.
Пусть PC([−1; 1],Λ) — алгебра кусочно-непрерывных на [−1, 1] функций, непре-

рывных на [−1, 1] \ Λ и имеющих односторонние пределы в точках множества Λ =
{x1, x2, ..., xn−1}. Пусть PC0([−1; 1],Λ) — подалгебра алгебры PC([−1; 1],Λ), состоящая
из кусочно-постоянных функций. Для данной функции a0 = a0(x) (x ∈ [−1, 1]) через
L(1, a0) обозначим линейное двумерное пространство, порожденное 1 и функцией a0.

Для непрерывной функции a0, множества Λ и произвольной точки xk ∈ Λ имеем
следующие цепочки включений

L(1, a0) ⊂ C[−1, 1] ⊂ PC([−1; 1],Λ) ⊂ L(−1,1)
∞ [−1, 1],

PC0([−1; 1], {xk}) ⊂ PC0([−1; 1],Λ) ⊂ PC([−1; 1],Λ) ⊂ L(−1,1)
∞ [−1, 1]. (3)

Теорема 2. Пусть вещественнозначная функция a0 ∈ L
(−1,1)
∞ [−1, 1] такова, что соответ-

ствующая ей функция γa0 разделяет точки на R. Тогда C∗–алгебра T (H(L(1, a0)))
изоморфна и изометрична пространству C(R). Изометрический изоморфизм
τ∞ : T (H(L(1, a0))) → C(R) порождается отображением τ∞ : Ta → γa образующих алге-
бры T (H(L(1, a0))).

Доказательство. Так как γa0(y) разделяет точки на R, то a0 — не постоянная фун-
кция. Отсюда C∗–алгебра T (H(L(1, a0))) порождается тождественным оператором и
теплицевым оператором Ta0 , действующим в A2(G). Из следствия 1 и леммы 1 выте-
кает, что τ∞(T H(L(1, a0)))) ⊂ C(R). Ясно, что единичная функция (на R) и символ γa0
принадлежат образу τ∞(T (H(L(1, a0)))).

Тогда из теоремы Стоуна-Вейерштрасса (см., напр., [11, стр. 53, теорема 1’]) следует
включение τ−1

∞ (C(R)) ⊂ T (H(L(1, a0))).

Следствие 2. Пусть a0(x) = x, x ∈ [−1, 1]. Тогда C∗–алгебра T (H(L(1, a0))) изоморфна
и изометрична C(R).

Доказательство. Непосредственно находим

γa0(y) =
y

sh 2y

∫ 1

−1

xe2xydx = cth 2y − 1

2y
.
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Функция γa0 непрерывна на R и

lim
y→0

γa0(y) = γa0(0) = 0, lim
y→+∞

γa0(y) = γa0(+∞) = 1, lim
y→−∞

γa0(y) = γa0(−∞) = −1.

Покажем, что γa0 разделяет точки на R. Действительно, поскольку | sh y| > y при
y ∈ R \ {0}, то

γ′a0(y) ≡ − 2

sh2 2y
+

1

2y2
> 0, y ∈ R \ {0},

и, следовательно, γa0 строго возрастает на R. Остается воспользоваться теоремой 2.

Следствие 3. Пусть x0 ∈ (−1; 1). Тогда C∗–алгебра T (H(PC0([−1; 1], {x0}))) изоме-
трически изоморфна C(R).

Доказательство. Имеем

PC0([−1; 1], {x0}) = L(1, χ[−1;x0]), γχ[−1,x0]
(y) =

e2x0y − e−2y

e2y − e−2y
, y ∈ R.

Как следует из теоремы 2, достаточно показать, что функция

γ(t) = γχ[−1,x0]
(t/2) =

eαt − 1

e2t − 1
, (α := x0 + 1 ∈ (0, 2))

строго убывает на R. Заметим, что γ′(t) = e(α+2)t

(e2t−1)2
g(t), где g(t) = α − 2 − αe−2t + 2e−αt.

Поэтому достаточно убедиться, что g(t) < 0 при t ∈ R \ {0}. Действительно, g′(t) =
2α(e−2t − e−αt) и, следовательно, функция g имеет строгий максимум в точке t = 0.
Поскольку g(0) = 0, то g(t) < 0 при t ∈ R \ {0}.

Теорема 3. C∗-алгебра T (H(L
(−1;1)
∞ [−1; 1])) изометрически изоморфна C(R). Изоме-

трический изоморфизм τ∞ : T (H(L
(−1;1)
∞ [−1; 1])) → C(R) порождается следующим ото-

бражением образующих алгебры T (H(L
(−1;1)
∞ [−1; 1])) τ∞ : Ta → γa(y), где a = a(x) ∈

H(L
(−1;1)
∞ [−1; 1]).

Доказательство. Из следствия 1 и леммы 1, следует, что τ∞ : T (H(L
(−1;1)
∞ [−1; 1])) ⊂

C(R). Обратное отображение соответствующих алгебр следует из включений (3) и те-
оремы 2.

Из вышесказанных утверждений можно сделать следующие выводы.

1. Алгебры теплицевых операторов с символами, принадлежащими пространствам
из цепочки (3), совпадают, хотя образующие таких алгебр различны;

2. Упомянутая (общая) C∗–алгебра с единицей может быть порождена единствен-
ным теплицевым оператором либо с непрерывным, либо с кусочно-непрерывным
символом на [−1; 1]. В частности, каждый теплицевый оператор с символом из
L

(−1;1)
∞ [−1; 1] (наибольшей алгебры из цепочки (3)) принадлежит C∗–алгебре с еди-

ницей, порожденной единственным теплицевым оператором либо с непрерывным,
либо с кусочно-непрерывным на [−1; 1] символом.
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