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In two particular cases it is proved I. E. Chyzhykov’s conjecture on the representation of
analytic functions in the unit disk with prescribed values of orders.

1. Вступ. Нехай D = {z ∈ C : |z| < 1}. Позначимо через A(D) та H(D) класи аналiти-
чних та гармонiйних функцiй в D вiдповiдно.

Для аналiтичної функцiї f ∈ A(D), z ∈ D, i p ≥ 1 визначимо

mp(r, f) =

(
1

2π

∫ 2π

0

| log |f(reiθ)||pdθ
) 1

p

, 0 < r < 1, ρp[f ] = lim
r↗1

logmp(r, f)

− log(1− r)
.

Порядок ρ∞[f ] функцiї f визначимо рiвнiстю

ρ∞[f ] = lim
p→+∞

ρp[f ].

Розглянемо канонiчний добуток Джрбашяна-Нафталевича-Цудзi вигляду

P(z, (an), q) =
∞∏
n=1

E

(
1− |an|2

1− ānz
, q

)
, (1)

де E(w, 0) = 1 − w, E(w, q) = (1 − w) exp{w + w2/2 + · · · + wq/q}, q ∈ N — первинний
множник Вейєрштрасса, (an) — послiдовнiсть в D. Цей добуток є аналiтичною функцiєю
з послiдовнiстю нулiв (an), якщо∑

an

(1− |an|)q+1 <∞.

Для того щоб сформулювати результат, нам потрiбнi деякi вiдомостi з iнтегрування
дробового порядку ([7], гл. IX; [5], гл. XII.8). Для f ∈ L(a, b) (iнтегрованої за Лебе-
гом на (a, b)) дробовий iнтеграл Рiмана-Лiувiлля Fα порядку α > 0 визначається за
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формулою ([7])

Fα(r) = D−αf(r) =
1

Γ(α)

∫ r

0

(r − x)α−1f(x)dx, r ∈ (a, b),

D0f(r) ≡ f(r), Dαf(r) =
dp

drp
(D−(p−α)f(r)), α ∈ (p− 1, p], p ∈ Z,

де Γ(α) — гамма-функцiя. Функцiя Fα неперервна при α ≥ 1 i збiгається з первiсними
вiдповiдного порядку при α ∈ N ([7], гл.IX; [5], гл.XII.8).

Для u ∈ H(D) означимо максимум модуля

M∞(r, u) = max{|u(z)| : |z| = r}, 0 < r < 1.

Якщо u субгармонiйна в D, то означимо характеристику Неванлiнни T (r, u) =
1
2π

∫ 2π

0
u+(reiφ)dφ, де x+ = max{x, 0}, 0 < r < 1. Введемо порядки

ρ∞[u] = lim sup
r↑1

ln+M∞(r, u)

− ln(1− r)
, ρT [u] = lim sup

r↑1

ln+ T (r, u)

− ln(1− r)
.

У випадку u = ln |f |, де f ∈ H(D), писатимемо T (r, f) = T (r, ln |f |) та ρT [f ] = ρT [ln |f |].
Використовуватимемо такi позначення для узагальнених ядер Кошi, Шварца та Пуас-
сона ([7], гл.IX)

Cα(z) =
Γ(1 + α)

(1− z)α+1
=

+∞∑
k=0

Γ(α+ k + 1)

Γ(k + 1)
zk, α > −1,

Sα(z) = 2Cα(z)− Cα(0), Pα(r, φ) = Re{2Cα(reiφ)− Cα(0)}.

Зазначимо, що ([7], гл. IX) P0(r, φ) = r−αD−α(Pα(r, φ)), Pα(r, φ) = Dα(rαP0(r, φ)), де
оператор D дiє за змiнною r.

Нехай Uα — пiдклас функцiй u з H(D) таких, що

sup
0<r<1

∫ 2π

0

|uα(reiφ)|dφ < +∞, uα(re
iφ) = r−αD−αu(reiφ),

i Ũρ
σ — пiдклас функцiй u з H(D) таких, що ρT [u] = σ, ρ∞[u] = ρ для заданих 0 ≤ σ ≤

ρ ≤ σ + 1 < +∞.
Нехай ψ : [0, 2π] → R. Через BV i AC позначимо класи функцiй обмеженої змiни

та абсолютно неперервних на [0, 2π] вiдповiдно. Якщо ψ−β ∈ AC, β > 0, писатимемо
ψ ∈ ACβ. Аналогiчно ψ ∈ BVβ, якщо ψ−β ∈ BV. Нехай

ω(δ, ψ) = sup{|ψ(x)− ψ(y)| : x, y ∈ [0, 2π], |x− y| < δ}

— модуль неперервностi функцiї ψ. Нехай γ ∈ (0, 1] : Λγ = {ψ : ω(δ, ψ) = O(δγ) (δ ↓ 0)}.
Позначимо

τ [ψ] = sup{γ ≥ 0: ψ ∈ Λγ},
γ[ψ] = sup{τ ≥ 0: ψ ∈ ACτ [0, 2π]} = sup{τ ≥ 0: ψ ∈ BVτ [0, 2π]}.
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Розглянемо функцiю f , що зображається у виглядi

f(z) = Kqz
λP(z, (an), q) exp

{
1

2π

∫ 2π

0

Sq(ze
−iθ)dψ∗(θ)

}
, (2)

де P(z, (an), q) має вигляд (1), ψ∗ ∈ BV, (an) — послiдовнiсть нулiв f(z) така, що
∑

n(1−
|an|)q+1 < +∞, λ ∈ Z+, Kq ∈ C. Нехай M — борелева пiдмножина D така, що M ∩
∂D вимiрна щодо лебегової мiри на колi ∂D. Повна мiра λf роду q в сенсi Гришина
визначається спiввiдношенням ([2, 6])

λf (M) =

∫
D∩M

(1− |ζ|)q+1dµf (ζ) + ψ(M ∩ ∂D),

де µf — мiра Рiсса ln |f |, тобто µf (ζ) =
∑

n δ(ζ−an), δ(ζ) — одинична маса, зосереджена
в точцi ζ, ψ — мiра Стiльтьєса, породжена ψ∗. Мiра λ = λf має властивостi такi ж, як
i повна мiра Гришина, зокрема dλ|D(ζ) = (1− |ζ|)q+1dµf (ζ) ≡ dµ∗(ζ).

Для мiри µ зосередженої на D i точки ζ ∈ ∂D означимо через µ̂ζ звуження µ на
множину S(ζ, 7) ∪ ∂D, де

S(ζ, σ) = {z ∈ D : |1− zζ̄| ≤ σ(1− |z|)}, σ ≥ 1

— кут Штольца з вершиною ζ. Означимо асимптотичний модуль неперервностi ω(δ, µ̂) =
supζ∈∂D |µ̂ζ |(D(ζ, δ) ∩ D). Писатимемо µ̂ ∈ Λγ, якщо ω(δ, µ̂) = O(δγ)(δ ↓ 0). Нехай також

τ [µ̂] = sup{τ ≥ 0: ω(·, µ̂) ∈ Λτ}.

Позначимо

γ[µ∗] = sup{τ ≥ 0: µ∗ ∈ BVτ (D)} = sup

{
τ :

∫
D
(1− |ζ|)q+1−τ |dµ(ζ)| < +∞

}
,

γ[λ] = sup{τ ≥ 0: λ ∈ BVτ [D]} = min{γ[ψ∗], γ[µ∗]}.

Для мiри Стiльтьєса ψ i мiри µ∗, асоцiйованих з аналiтичною функцiєю вигляду (2) (в
сенсi мiри асоцiйованi з субгармонiйною функцiєю ln |f |) означимо

∆(ψ) = γ[ψ∗] + τ [ψγ[ψ]], ∆(µ∗) = γ[µ∗] + τ [µ̂γ[µ∗]∗ ], ∆(λf ) = min{∆(ψ),∆(µ∗)}.

Наступну гiпотезу вперше сформулював I. Е. Чижиков в [1].

Гiпотеза. Нехай f ∈ A(D), i 0 ≤ σ ≤ ρ ≤ σ + 1 < +∞. Для того, щоб ρT [f ] = σ,
ρ∞[f ] = ρ необхiдно i досить, щоб f зображалась у виглядi (2) з q = [σ]+1, i повна мiра
λf роду q мала властивостi σ = (q − γ[λf ])

+, ρ = q + 1−∆(λf ).
Зазначимо, що твердження подiбне до гiпотези iз замiною ρ∞[f ] на порядок ρM [f ],

де

ρM [f ] = lim
r↑1

ln+ ln+M(r, f)

− ln(1− r)
, M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r},

доведено в [1] за обмеження ρ = ρM [f ] > 1.
У статтi ми доводимо гiпотезу у двох часткових випадках: коли f — канонiчний

добуток P(z, (ak), q), i коли функцiя f має вигляд f(z) = exp{ 1
2π

∫ 2π

0
Sq(ze

−iθ)dψ∗(θ)}.
2. Допомiжнi твердження. Вплив iнтегрування та диференцiювання на модуль не-
перервностi описує теорема А.
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Теорема A. 1. Нехай 0 ≤ α < 1, β > 0, f ∈ Λα. Тодi:

a) fβ ∈ Λα+β при α+ β < 1;
б) fβ ∈ Λ1 при α+ β > 1.

2. Нехай 0 < γ < α ≤ 1. Тодi f−γ ∈ Λα−γ при f ∈ Λα.

Пункти 2, 1а) випливають з теорем (8.13), (8.14) [5, гл. XII, теорема 2], пункт 1б)
доведено в [9].

З теорiї, побудованої М. М. Джрбашяном ([7, гл. IX]), можна отримати наступне
твердження, не сформульоване ним у явному виглядi.

Твердження A. Нехай u ∈ H(D). Тодi ρT [u] = inf{α ≥ 0: u ∈ Uα}.

Теорема B. ([8]) Нехай f ∈ A(D), p = ∞ та виконується умова γ ∈ (0, 1), α > γ − 1,
або α = 0, γ = 1 . Для того, щоб f зображалась у виглядi,

f(reiφ) =
1

2π

∫ 2π

0

Sα(re
i(φ−t))dψ(t) + iImf(0) (3)

де ψ ∈ BV ∩ Λγ, необхiдно i досить, щоб виконувалось

sup
0<r<1

∫ 2π

0

|uα(reiφ)|dφ =Mα < +∞, uα = Refα, (4)

M∞(r, f) = O((1− r)γ−α−1), r ↑ 1.

Для гармонiчних функцiй є подiбнi теореми ([4]), якi є узагальненнями результатiв
Г. Хардi i Дж. Лiттлвуда та М. Джрбашяна i описують зростання iнтегралiв Пуассона
i Пуассона-Стiльтьєса.

Лема A. ([9]) Нехай α > 0, β > −α, ψ ∈ AC (при β < 0 нехай ще ψ ∈ AC−β), u(z) має
вигляд

u(reiφ) =
1

2π

∫ 2π

0

Pα(r, φ− t)dψ(t). (5)

Тодi

u(reiφ) =

∫ 2π

0

Pα+β(r, φ− t) dψ∗
β(t) +D′

1Eαβ(re
iφ), (6)

де

Eαβ(re
iφ) =

{∫ 2π

0
Pα+β−1(r, φ− t) dχ(t), χ(t) = ψ∗

β(t) + χ̃(t), τ [χ̃] = 1, α + β > 1,∫ 2π

0
Pα+β−1(r, φ− t) dψ∗

β(t) + eαβ(z), 0 < α+ β < 1,

eαβ(z) — обмежена в D гармонiйна функцiя, D′
1 — стала залежна лише вiд α i β.

Теорема С встановлює, що за величину порядку ρT [u], де u має вигляд (5) вiдпо-
вiдають властивостi ψ, пов’язанi з абсолютною неперервнiстю.

Теорема C. ([9]) Нехай u має вигляд (5), α ≥ 0, ψ ∈ BV. Тодi
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1) ρT [u] = (α− γ1)
+, де γ1 = sup{τ ≥ 0: ψ ∈ ACτ};

2) ρT [u] = (α− γ2)
+, де γ2 = sup{τ ≥ 0: ψ ∈ BVτ}.

Нехай �(reiφ) =
{
ζ : r ≤ |ζ| ≤ 1+r

2
, | arg ζ − φ| ≤ π(1− r)

}
, ν(reiφ) — кiлькiсть нулiв

функцiї P(z, (an), q) в �(reiφ). Позначимо

ν1(φ) = lim
r↑1

log+ ν(reiφ, P )

− ln(1− r)
, ν[P ] = sup

φ
ν1(φ).

Лема B. ([1])

1) Iснує r0 ∈ (0, 1) таке, що �(reiφ) ⊂ S(eiφ, 7), r ∈ (r0, 1).

2) Iснує j0 ∈ N таке, що при j ≥ j0

S(ζ, 7) ∩ {|ζ| ≥ 1− 2−j} ⊂
∞∪
k=j

1∪
m=−1

�((1− 2−k)ζeimπ2
−k+1

).

Лема C. ([1]) Нехай q ∈ Z+, 0 ≤ |an| < 1,
∑

n(1 − |an|)q+1 < +∞. Якщо P(z) =
P(z; (an), q) — канонiчний добуток, то

ν[P ] = ρT [P ] + 1− τ [µ̂].

Теорема D. ([2]) Нехай A = (ak) — послiдовнiсть в D така, що ν = ν[A] < ∞ i цiле
s ≥ [ν] + 1, Ps(z) = P(z, A, s) — канонiчний добуток. Тодi ρ∞[Ps] = ν.

3. Основнi результати. Теорема 1 розв’язує таку проблему: для заданих 0 ≤ σ ≤
ρ ≤ σ + 1 < +∞ описати клас Ũρ

σ .

Теорема 1. Нехай 0 ≤ σ ≤ ρ ≤ σ+1 < +∞, u ∈ H(D). Для того, щоб u ∈ Ũρ
σ необхiдно

i досить, щоб для довiльного α > σ функцiя u мала вигляд (5), де ψ визначається за
функцiєю u i задовольняє умови σ = (α− γ[ψ])+ i τ [ψσ−α] = 1− ρ+ σ.

При цьому ψ ∈
∪
β<α−σ BV

β.

Доведення. Достатнiсть. Нехай α > σ. За теоремою C ρ[u] = (α− γ[ψ])+ = σ.
Припустимо спочатку, що σ < ρ. Виберемо α ∈ (σ, ρ). Оскiльки τ [ψσ−α] = 1− ρ− σ,

то ψσ−α ∈ Λδ при δ < 1− ρ+ σ. За теоремою A (1а), ψ ∈ Λγ при

γ = δ + α− σ < 1− ρ+ α.

З iншої сторони ψ ̸∈ Λγ при γ > 1− ρ+ α, бо в протилежному випадку за теоремою A
мали б τ [ψσ−α] > 1− ρ+ σ. Отже, τ [ψ] = 1− ρ+ α. За теоремою B ρ∞[u] = ρ.

Нехай тепер σ = ρ. Досить довести, що ρ∞[u] ≤ σ. Нехай α довiльне бiльше за σ.
Оскiльки τ [ψσ−α] = 1, за теоремою A (1б) маємо ψ ∈ Λ1. Звiдси за теоремою B
M∞(r, u) = O((1− r)−α), тобто ρ∞[u] ≤ α.
Необхiднiсть. Нехай ρ∞[u] = ρ, ρT [u] = σ, σ ≤ ρ ≤ σ + 1. За твердженням A для
довiльного α > σ функцiя u може бути зображена у виглядi (5), при цьому за теоремою
C маємо (α− γ[ψ])+ = σ.

Припустимо спочатку, що σ < ρ < σ + 1. Нехай α ∈ (σ, ρ). З означення ρ∞[u]
випливає, що M∞(r, u) = O((1 − r)−ρ−ε), r ↑ 1 для довiльного ε > 0. Нехай 0 < ε <
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1− ρ+ σ. За теоремою B маємо ψ ∈ Λα+1−ρ−ε. Тодi ψσ−α ∈ Λσ+1−ρ−ε. Крiм того, ψσ−α ̸∈
Λσ+1−ρ+ε для додатного ε < ρ − α, бо в протилежному випадку ψ ∈ Λα+1−ρ+ε i за
теоремою B мали б M∞(r, u) = O((1− r)−ρ+ε), r ↑ 1, але M∞(rn, u) ̸= O((1− rn)

−ρ+ε) на
деякiй послiдовностi rn ↑ 1. Отже, τ [ψσ−α] = 1− ρ+ σ.

Нехай тепер α ≥ ρ > σ, u зображається у виглядi (5). За лемою А з маємо для
β ∈ (σ, ρ), χ ∈ BV

u(reiφ) =

∫ 2π

0

Pβ(r, φ− t) dψ∗
β−α(t) +

∫ 2π

0

Pβ−1(r, φ− t) dχ(t) ≡ I8 + I9. (7)

Оскiльки M∞(r, I9) = O((1− r)−β), r ↑ 1, а ρ∞[u] = ρ, то ρ∞[I8] = ρ.
За теоремою B,

τ [ψ∗
β−α] = τ [ψβ−α] = β + 1− ρ.

Звiдси за теоремою A (2а) τ [ψσ−α] = σ + 1− ρ.
Далi розглянемо випадок ρ = σ + 1. Досить довести, що τ [ψσ−α] < ε для довiльно-

го додатного ε. Припустимо, що це не так. Тодi iснує ε0 ∈ (0, 2(σ + 1 − α)) таке, що
τ [ψσ−α] = ε0. Звiдси ψσ−α ∈ Λε0/2. При α < ρ = σ + 1 це дає ψ ∈ Λε0/2+α−σ. Звiдси

M∞(r, u) = O
(
(1− r)α+1−(ϵ0/2+α−σ)

)
= O

(
(1− r)σ+1−ε0/2

)
, r ↑ 1.

Отримали суперечнiсть.
Нехай тепер ρ = σ + 1 i α ≥ ρ. Мiркуємо як i у випадку ρ < σ + 1, α ≥ ρ. Для

довiльного β ∈ (σ, ρ) маємо τ [ψβ−α] = β + 1− ρ, звiдки τ [ψσ−α] = σ + 1− ρ.
Нарештi, нехай ρ = σ < α, ε > 0, β = σ + ε < α. За лемою А знову маємо (5).

Спiввiдношення ρ∞[u] = ρ, та ρ∞[I9] ≤ β дають ρ∞[I8] ≤ ρ + ε. Отже, M∞(r, I8) =
O((1− r)−ρ−2ε), r ↑ 1. За теоремою B

τ [ψβ−α] ≥ β − 1− ρ− 2ε = 1− ε.

Звiдси за теоремою A (2а) τ [ψσ−α] ≥ 1 − 2ε. З довiльностi ε > 0 випливає τ [ψσ−α] =
σ + 1− ρ.

Наслiдок 1. Нехай u має вигляд (5), α ≥ 0, ψ ∈ BV. Тодi

ρT [u] = (α− γ[ψ])+, ρ∞[u] = ρT [u] + 1− τ [ψρT [u]−α].

З теорем C i теореми 1 та того факту, що для аналiтичної функцiї g без нулiв ln |g(z)|
— гармонiчна функцiя, випливає така теорема.

Теорема 2. Нехай g(z) = exp{h(z)}, де

h(z) =
1

2π

∫ 2π

0

Sα(ze
−it) dψ(t) + iImh(0),

α ≥ 0, ψ ∈ BV. Тодi

ρT [g] = (α− γ[ψ])+, ρ∞[g] = ρT [g] + 1− τ [ψρT [g]−α].
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Теорема 3. Нехай q ∈ Z+. Нехай P(z) — канонiчний добуток вигляду (1) i∑
n

(1− |an|)q+1 < +∞.

Тодi

1) ρT [P ] = (q − γ[µ∗])
+;

2a) ρ∞[P ] = ρM [P ] = ρT [P] + 1− τ [µ̂∗
q−ρT [P ]] = q− 1− γ[µ∗]− τ [µ̂∗

γ[µ∗]] при ρM [P ] ≥ 1;

2б) ρ∞[P ] = ρT [P ] + 1− τ [µ̂∗
q−ρT [P ]] ≤ 1 при ρ∞[P ] < 1.

Доведення. Пункти 1 i 2а доведенi в [1]. Пункт 2б випливає з леми A, B i теореми Д.
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