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ПРО ФОРМУЛИ IНТЕГРУВАННЯ ЧАСТИНАМИ

ДЛЯ СТЕПЕНЕВИХ ФУНКЦIЙ СПЕЦIАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ
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Stud. 45 (2016), 118–131.

We investigate properties of the function ψα(u), where α > 0, u ∈ Cm(G) or u ∈Wm,p(G),
G ⊂ RN , ψα is some power function, for example, ψα(s) = |s|α−1s. In particular, some formu-
laes of integration by parts and differentiation for observed functions are proved.

Вступ. В цiй працi дослiджено питання про iнтегральнi та диференцiальнi властивостi
композицiй ψα(u) функцiй u з Cm(G), або з Wm,p(G), де m ∈ N, p ∈ (1,∞), G —
обмежена область в RN , та функцiй ψα, якi є однiєю з таких

s 7→ (s+)α, s 7→ (s−)α, s 7→ |s|α, s 7→ |s|α−1s, s ∈ R, (1)

де s± = max{±s, 0}, α > 0.
Зрозумiло, що якщо α > 1, то ψα є неперервно диференцiйовною i тому для довiль-

ного u ∈ C1(G) матимемо включення ψα(u) ∈ C1(G). Проте якщо 0 < α ≤ 1, то кожна
з функцiй (1) не є диференцiйовною в точцi s = 0, а отже, навiть коли u ∈ C∞(G),
то може бути, що ψα(u) ̸∈ C1(G). Наприклад, якщо 0 < α < 1, G = (0, 1), u(y) = y,
y ∈ G, то ψα(u) = yα i функцiя (ψα(u))

′ = α yα−1, y ∈ G, не є неперервною на G i не
належить до L

1
1−α (G), хоча u ∈ C∞(G). Тобто, зокрема, виникає запитання: з якого

простору має бути функцiя u i яким має бути параметр p, щоб функцiя ψα(u) нале-
жала до C1(G) чи W 1,p(G)? Вiдповiдь на нього, частково, i дає ця стаття. Нас також
цiкавитимуть формули для обчислення похiдних функцiй ψα(u), якщо такi iснують, та
формули iнтегрування частинами для ψα(u).

З результатiв [1, с. 359] випливає, що |u|α−1u ∈ W 1,2(G) при u ∈ W 2,2α(G) i 1
2
< α < 1.

У працi [2, с. 66] розглянуто ситуацiю G = Ω × (0, T ), де Ω — обмежена область в Rn,
n ∈ N, T > 0. Доведено таке: якщо u ∈ L∞(0, T ;L2(α−1)(Ω)), ut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) i α ≥ 2,
або u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), ut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) i 1 < α < 2, то

(
|u|α−1u

)
t
∈ L∞(0, T ;L1(Ω))

i виконується формула
(
|u|α−1u

)
t
= α|u|α−1ut.

1. Формулювання основних результатiв. Нехай N ∈ N — фiксоване число, Nk =
{m ∈ Z | m ≥ k}, де k ∈ Z, Ck,1 (k ∈ N0) — клас областей в просторi RN , визначений,
наприклад, в [3, c. 48], зокрема, C0,1 — клас областей зi строго лiпшицевими межа-
ми. Припустимо, що G ⊂ RN — обмежена область класу C0,1. Оскiльки G ∈ C0,1,

2010 Mathematics Subject Classification: 35R45, 46E35, 47H30.
Keywords: integration by parts formulae; differentiation formulae; exponential functions.
doi:10.15330/ms.45.2.118-131

c⃝О. М. Бугрiй, 2016



ПРО ФОРМУЛИ IНТЕГРУВАННЯ ЧАСТИНАМИ 119

то (див., наприклад, [3, c. 46]) у майже всiх точках iз гiперповерхнi ∂G (вiдносно
(N − 1)-вимiрної поверхневої мiри) однозначно визначений одиничний вектор норма-
лi до ∂G, зовнiшнiй по вiдношенню до G. Позначимо його через ν⃗ = (ν1, . . . , νN).

Нехай для довiльного α ∈ R

ϕα(s) :=

{
sα, s > 0,

0, s ≤ 0,
s ∈ R. (2)

Теорема 1. Нехай α > 1, ψα — одна з функцiй, визначених в (1). Тодi правильнi такi
твердження.

1) Якщо u ∈ C1(G), то ψα(u) ∈ C1(G). Крiм того, для кожного j ∈ {1, . . . , N} скрiзь
на G правильна рiвнiсть (

ψα(u)
)
yj
= ψ′

α(u)uyj (3)

i виконується формула iнтегрування частинами∫
G

(
ψα(u)

)
yj
v dy =

∫
∂G

ψα(u) v νj dS −
∫
G

ψα(u) vyj dy (4)

для довiльної v ∈ C1(G).
2) Якщо u ∈ W 1,p(G) при p ≥ α, то ψα(u) ∈ W 1, p

α (G). Крiм того, для кожного
j ∈ {1, . . . , N} рiвнiсть (3) виконується майже скрiзь в G, рiвнiсть (4)
правильна за однiєї з таких умов:

(i) v ∈ W 1,r(G), де 1 < r < N , α
p
+ 1

r
≤ 1 + 1

N
, якщо 1 < p

α
< N ;

(ii) v ∈ W 1,r(G), де r > N , або v ∈ W 1,N(G) ∩ L∞(G), якщо p
α
= 1.

Також для кожного j ∈ {1, . . . , N} правильна оцiнка

∥
(
ψα(u)

)
yj
;L

p
α (G)∥ ≤ C1∥u;Lp(G)∥α−1∥uyj ;Lp(G)∥, (5)

де C1 > 0 — стала, яка не залежить вiд u.

Теорема 2. Нехай 0 < α ≤ 1, m ∈ N — найменше число таке, що α > 1
m

, ψα — одна з
функцiй, визначених в (1). Тодi правильнi такi твердження.

1) Якщо u ∈ Cm(G), то ψα(u) ∈ C(G) ∩ W 1, m
m−1 (G). Крiм того, для кожного j ∈

{1, . . . , N} майже скрiзь в G виконуються рiвностi(
(u±)α

)
yj
= ±αϕα−1(u

±)uyj , (6)(
|u|α

)
yj
= αϕα−2(|u|)uuyj , (7)

(|u|α−1u)yj = αϕα−1(|u|)uyj (8)

i виконуються формули iнтегрування частинами

±
∫
G

αϕα−1(u
±)uyj v dy =

∫
∂G

(u±)α v νj dS −
∫
G

(u±)α vyj dy, (9)∫
G

αϕα−2(|u|)uuyj v dy =

∫
∂G

|u|α v νj dS −
∫
G

|u|α vyj dy, (10)∫
G

αϕα−1(|u|)uyj v dy =

∫
∂G

|u|α−1u v νj dS −
∫
G

|u|α−1u vyj dy (11)

для всiх v ∈ W 1,1(G) ∩ Lm(G).
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2) Якщо u ∈ Wm,p(G) при p ≥ mα i G — обмежена область класу Cm−1,1, то ψα(u) ∈
W 1, m

m−1 (G). Крiм того, для кожного j ∈ {1, . . . , N} рiвностi (6)–(8) виконується
майже скрiзь в G, правильнi рiвностi (9)–(11) для всiх v ∈ W 1,m(G), а також
виконується оцiнка

∥ψα(u);W
1, m

m−1 (G)∥ ≤ C2∥u;Wm,p(G)∥α, (12)

де C2 > 0 — стала, яка не залежить вiд u.

Зауваження 1. У рiвностях (6)–(11) замiсть ϕβ(s), де β ≤ 0, можна писати sβ для
будь-яких s ∈ R, якщо формально вважати, що 0β = 0.

Зауваження 2. Нехай N = 1, G = (0, 1), 0 < α ≤ 1, ψα — одна з функцiй, визначених
в (1). Якщо α = 1

m
, де m ≥ 2, то гладкiсть функцiї u не може забезпечити виконання

включення ψα(u) ∈ W 1, m
m−1 (G). Справдi, якщо u(y) = y, y ∈ G, а отже, u ∈ C∞(G), то∣∣∣(ϕα(u)

)
y

∣∣∣ m
m−1

=
∣∣∣(y 1

m

)′∣∣∣ m
m−1

= C1(m)
∣∣∣y 1

m
−1
∣∣∣ m
m−1

= C1(m) y−1 ̸∈ L1(G).

Отож, умова α > 1
m

твердження теореми 2 є точна в такому розумiннi: якщо α > 1
m

,
то ψα(u) ∈ W 1, m

m−1 (G) для досить гладких функцiй u; якщо α = 1
m

, то, взагалi кажучи,
ϕα(u) ̸∈ W 1, m

m−1 (G) для деяких, навiть, нескiнченно диференцiйовних u.

2. Допомiжнi твердження. Спершу наведемо позначення i факти, якi використову-
ватимемо далi. Очевидно, що якщо α > 0, то

ϕα(s) = (s+)α, s ∈ R, (13)

i для всiх s ∈ R виконуються рiвностi

s− = (−s)+, |s|α = (s+)α + (s−)α, |s|α−1s = (s+)α − (s−)α. (14)

Легко переконатися, що для будь-яких s, s1, s2 ∈ R виконуються (див., наприклад, [4,
с. 82]) нерiвностi

s+ ≤ |s|, |s+1 − s+2 | ≤ |s1 − s2|. (15)

Як випливає з теореми A.1 ([5, c. 47]), якщо v ∈ W 1,r(G), де 1 ≤ r ≤ ∞, то v+ ∈
W 1,r(G) i, крiм того, для кожного j ∈ {1, . . . , N} правильна рiвнiсть (v+)yj = χ̃(v)vyj
майже скрiзь в G, де

χ̃(s) :=

{
1, s > 0,

0, s ≤ 0,
s ∈ R. (16)

Також вiдомо (див. [3, с. 49] i [6, с. 103]), що для всiх w ∈ W k,p(G), де k = p = 1 або
1 < p <∞ i k ∈ N, а G — обмежена область класу Ck−1,1 виконується оцiнка

∥w;W k−1,p(∂G)∥ ≤ C3∥w;W k,p(G)∥, (17)

де C3 > 0 — стала, яка не залежить вiд w.

Лема 1. Якщо G ⊂ RN — обмежена область класу C0,1, то∫
G

wyj v dy =

∫
∂G

w v νj dS −
∫
G

w vyj dy, j ∈ {1, . . . , N}, (18)

де функцiї w, v задовольняють одну з таких умов:
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i) v ∈ W 1,q(G), w ∈ W 1,r(G), де 1 < q < N , 1 < r < N , 1
q
+ 1

r
≤ 1 + 1

N
;

ii) v ∈ W 1,1(G) i або w ∈ W 1,r(G) при r > N , або w ∈ W 1,N(G) ∩ L∞(G);
iii) v ∈ W 1,1(G) ∩ Lm(G), w ∈ W 1, m

m−1 (G) ∩ C(G), m > 1.

Доведення. Правильнiсть тверджень (i) та (ii) випливає з [4, с. 70, 79, 80]. Доведемо
(iii). Нехай v ∈ W 1,1(G) ∩ Lm(G), w ∈ W 1, m

m−1 (G) ∩ C(G), {wk}k∈N ⊂ C1(G), wk −→
k→∞

w в

W 1, m
m−1 (G)∩C(G). Згiдно з пунктом (ii) записуємо (18) для wk замiсть w. Спрямувавши

в отриманiй рiвностi k до +∞, одержимо (18).

Лема 2. Нехай α > 0, ψα — одна з функцiй, визначених в (1), Q = G або Q = ∂G. Тодi,
якщо u ∈ Lp(Q), де p ≥ max{1, α}, то ψα(u) ∈ L

p
α (Q) i для всiх q ∈ [1, p

α
] правильнi такi

твердження:

1) виконується оцiнка
∥ψα(u);L

q(Q)∥ ≤ C4∥u;Lp(Q)∥α, (19)

де C4 > 0 — стала, яка не залежить вiд u;
2) якщо um −→

m→∞
u сильно в Lp(Q), то

ψα(u
m) −→

m→∞
ψα(u) сильно в Lq(Q). (20)

Доведення. Спершу доведемо лему для функцiї ψα = ϕα (див. (2)), а затим використа-
ємо (13) i (14).

а) Зрозумiло, що p
α
≥ 1. З (13) i (15) маємо, що |ϕα(u)|

p
α = |u+|p ≤ |u|p ∈ L1(Q). Тому

з [7, с. 297] випливає, що ϕα(u) ∈ L
p
α (Q) i тодi для кожного q ∈ [1, p

α
] матимемо оцiнку

∥ϕα(u);L
q(Q)∥ ≤ C5∥ϕα(u);L

p
α (Q)∥ ≤ C5∥u;Lp(Q)∥α, тобто виконується (19).

б) З теореми 2.1 [8, c. 2] випливає, що для всiх η1, η2 ∈ R виконується нерiвнiсть∥∥η1|r−2η1 − |η2|r−2η2
∣∣ ≤ C6(r)(|η1|+ |η2|)r−1−β|η1 − η2|β, (21)

де r > 1, 0 ≤ β ≤ min{1, r − 1}, C6(r) > 0 — стала, яка не залежить вiд η1, η2. Вiзьмемо
тут r = α+ 1, η1 = s+1 , η2 = s+2 , де s1, s2 ∈ R. Тодi отримаємо нерiвнiсть

|ϕα(s1)− ϕα(s2)| ≤ C7(α)(s
+
1 + s+2 )

α−β|s+1 − s+2 |β,

де C7(α) > 0 — стала, яка не залежить вiд s1, s2. Використавши оцiнки (15), одержимо

|ϕα(s1)− ϕα(s2)| ≤ C7(α)(|s1|+ |s2|)α−β|s1 − s2|β, (22)

де 0 ≤ β ≤ min{1, α}. Розглянемо два випадки: 0 < α ≤ 1 i α > 1. Нехай спершу
0 < α ≤ 1. Тодi в (22) вiзьмемо β = α i отримаємо, що |ϕα(s1)−ϕα(s2)| ≤ C7(α)|s1−s2|α.
Звiдси випливає оцiнка∫

Q

|ϕα(u
m)− ϕα(u)|

p
α dy ≤ C8(α)

∫
Q

|um − u|p dy,

а з неї отримаємо (20) для q = p
α
, а тому i для 1 ≤ q < p

α
. Якщо α > 1, то вiзьмемо

в (22) β = 1 i одержимо, що |ϕα(s1) − ϕα(s2)| ≤ C7(α)(|s1| + |s2|)α−1|s1 − s2|. Звiдси,
використавши нерiвнiсть Гельдера, отримаємо∫

Q

|ϕα(u
m)− ϕα(u)|

p
α dy ≤ C8(α)

(∫
Q

(|um|+ |u|)p dy
) 1

α′
(∫

Q

|um − u|p dy
) 1

α
,
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де α′ = α
α−1

, i знову матимемо правильнiсть твердження 2 леми для q = p
α
, а тому i для

1 ≤ q < p
α
.

в) Ми довели твердження леми для функцiї ψα = ϕα. Тому, використавши рiвностi
(13) та (14), одержимо (19) i (20) для кожної функцiї, визначеної в (1).

Лема 3. Нехай 0 < β ≤ 1, ϕβ — функцiя, яка визначена в (2) з β замiсть α,

χk(s) =

{
1, s > 1

k
,

0, s ≤ 1
k
,

k ∈ N. (23)

Тодi для функцiї u ∈ C1(G) i кожного j ∈ {1, . . . , N} функцiя β ϕβ−1(u)uyj є вимiрною
на G i для всiх v ∈ W 1,1(G) виконується рiвнiсть

lim
k→∞

∫
G

χk(u) β ϕβ−1(u)uyj v dy =

∫
∂G

ϕβ(u) v νj dS −
∫
G

ϕβ(u) vyj dy. (24)

Доведення. Нехай v ∈ W 1,1(G), j ∈ {1, . . . , N}. Визначимо функцiї ϕβ,k i ξ̃β,k так:

ϕβ,k(s) =


kβ, s ≥ k,

sβ, 1
k
< s < k,

1
kβ
, s ≤ 1

k
,

ξ̃β,k(s) =

{
β sβ−1, 1

k
< s < k,

0, s ≤ 1
k

або s ≥ k,
s ∈ R, k ∈ N2.

Зрозумiло, що ϕβ,k(s) −→
k→∞

ϕβ(s) для кожного s ∈ R. Крiм того, для кожного k ∈ N2

функцiя ϕβ,k задовольняє умову Лiпшiца на R i є недиференцiйовною лише в точках
s = 1

k
i s = k, причому d

ds
ϕβ,k(s) = ξ̃β,k(s) при s ̸= 1

k
i s ̸= k. Тому з наслiдку А.6 [5,

c. 50] i леми А.4 ([5, c. 49]) випливає, що ϕβ,k(u) ∈ W 1,∞(G) i(
ϕβ,k(u)

)
yj
= ξ̃β,k(u)uyj майже всюди на G. (25)

Тодi з пункту (ii) леми 1 з w = ϕβ,k(u) матимемо рiвнiсть (18) у виглядi∫
G

(
ϕβ,k(u)

)
yj
v dy =

∫
∂G

ϕβ,k(u) v νj dS −
∫
G

ϕβ,k(u) vyj dy. (26)

Нехай M = maxy∈G |u(y)|, k0 ∈ N — таке, що k0 ≥ max{2,M}. Оскiльки |u| ≤M ≤ k0 ≤
k, то з (25) отримаємо рiвнiсть

(
ϕβ,k(u)

)
yj
= ξ̃β,k(u)uyj = χk(u) β ϕβ−1(u)uyj при k ∈ Nk0 .

З оцiнки |ϕβ,k(u(y))| ≤Mβ ∀ y ∈ G i теореми Лебега про перехiд до границi пiд знаком
iнтеграла (теорема 6 [7, с. 302]) випливає, що

lim
k→∞

∫
∂G

ϕβ,k(u) v νj dS =

∫
∂G

ϕβ(u) v νj dS, lim
k→∞

∫
G

ϕβ,k(u) vyj dy =

∫
G

ϕβ(u) vyj dy.

(27)
З (27) випливає iснування границi справа в (26) при k → ∞, а тому i границi злiва в
(26). Отже, виконується (24).

Оскiльки χk(u) β ϕβ−1(u)uyj −→
k→∞

β ϕβ−1(u)uyj поточково в областi G i функцiя
χk(u) β ϕβ−1(u)uyj є вимiрною для будь-якого k ∈ N, то з теореми 3 [9, с. 63] випливає
вимiрнiсть функцiї β ϕβ−1(u)uyj на G.
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3. Обґрунтування основних результатiв.

Доведення твердження 1 теореми 1. Припустимо, що u ∈ C1(G). Оскiльки α > 1, то
ψα ∈ C1(R) i тодi

(
ψα(u)

)
yj

= ψ′
α(u)uyj на G. Тому з вигляду функцiї ψ′

α отримаємо
рiвностi (6)–(8) i включення ψα(u) ∈ C1(G). Крiм того, з леми 1 одержимо (4) для всiх
v ∈ C1(G).

Доведення твердження 2 теореми 1. Нехай u ∈ W 1,p(G) при p ≥ α, а v ∈ C1(G).
Виберемо послiдовнiсть {um}m∈N ⊂ C1(G) таку, що um −→

m→∞
u сильно в W 1,p(G), а тому

(див. оцiнку (17)) i сильно в Lp(∂G).
Одержимо спершу твердження 2 теореми для функцiї ψα = ϕα (див. (2)).
a) Оскiльки 1 < α ≤ p, то p

α−1
> 1. Тодi на пiдставi твердження 2 леми 2

ϕα−1(u
m) −→

m→∞
ϕα−1(u) сильно в L

p
α−1 (G).

Вiдомо, що [L
p

α−1 (G)]∗ ∼= L
p

p−(α−1) (G). Оскiльки p ≥ (α − 1) + 1, то p ≥ p
p−(α−1)

. Тому з

вибору {um}m∈N випливає, що umyj −→
m→∞

uyj сильно в L
p

p−(α−1) (G). Тодi з леми 5.2 [3,
с. 19] матимемо таке:∫

G

αϕα−1(u
m)umyj v dy −→

m→∞

∫
G

αϕα−1(u)uyj v dy (28)

i αϕα−1(u)uyj ∈ L1(G). На пiдставi твердження 2 леми 2 для ψα = ϕα отримаємо, що

ϕα(u
m) −→

m→∞
ϕα(u) сильно в L

p
α (G), (29)

ϕα(u
m) −→

m→∞
ϕα(u) сильно в L

p
α (∂G). (30)

З (4) для ψα = ϕα i для um замiсть u випливає рiвнiсть∫
G

αϕα−1(u
m)umyj v dy =

∫
∂G

ϕα(u
m) vνj dS −

∫
G

ϕα(u
m) vyj dy.

Звiдси, спрямувавши m→ ∞ i використавши (28)–(30), одержимо рiвнiсть∫
G

αϕα−1(u)uyj v dy =

∫
∂G

ϕα(u) v νj dS −
∫
G

ϕα(u) vyj dy. (31)

б) Беручи в (31) v ∈ C∞
0 (G), одержимо

∫
G
αϕα−1(u)uyj v dy = −

∫
G
ϕα(u) vyj dy. Отже,

згiдно з означенням похiдної функцiї в сенсi Соболєва маємо виконання рiвностi(
ϕα(u)

)
yj
= αϕα−1(u)uyj майже скрiзь на G. (32)

в) З нерiвностi Юнга для показникiв α ∈ (1, p], α′ = α
α−1

> 1 матимемо таке:∣∣(ϕα(u)
)
yj

∣∣ p
α = α

p
αϕ p

α′ (u)|uyj |
p
α ≤ C9(ϕp(u) + |uyj |p) ≤ C9(|u|p + |uyj |p)∈L1(G).

Тому з [7, с. 297] отримаємо, що
(
ϕα(u)

)
yj

∈ L
p
α (G) для кожного j ∈ {1, . . . , N}. Отож,

ϕα(u) ∈ W 1, p
α (G).
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г) З (32) i нерiвностi Гельдера для показникiв α, α′ матимемо таке:∫
G

∣∣∣(ϕα(u)
)
yj

∣∣∣ p
α
dy =

∫
G

∣∣∣αϕα−1(u)uyj

∣∣∣ p
α
dy = α

p
α

∫
G

ϕ p
α′ (u)|uyj |

p
α dy ≤

≤ α
p
α

(∫
G

|ϕ p
α′ (u)|

α′
dy

) 1
α′
(∫

G

|uyj |p dy
) 1

α ≤ α
p
α

(∫
G

|u|p dy
) 1

α′
(∫

G

|uyj |p dy
) 1

α
,

звiдки i випливає (5) для ψα = ϕα. Правильнiсть (4) випливає з леми 1.
ґ) З (13), (14) i щойно отриманих для ϕα результатiв випливає повне доведення

твердження 2 теореми 1.

Доведення твердження 1 теореми 2. Нехай ϕα — функцiя, визначена в (2).
1) Спершу доведемо таке: для довiльного m ∈ N2 виконується твердження
Pm: для кожних α ∈ ( 1

m
, 1] i u ∈ Cm(G) маємо, що ϕα(u) ∈ C(G) ∩W 1, m

m−1 (G),
правильнi рiвнiсть (32) майже скрiзь в G та рiвнiсть (31) для довiльної
v ∈ W 1,1(G) ∩ Lm(G).

Використаємо метод математичної iндукцiї.
а) Доведемо твердження P2. Нехай α ∈ (1

2
, 1], u ∈ C2(G). Взявши в (24) v = uyj , що

законно, бо uyj ∈ W 1,1(G), отримаємо рiвнiсть

lim
k→∞

∫
G

fk dy =

∫
∂G

ϕβ(u)uyjνj dS −
∫
G

ϕβ(u)uyjyj dy, (33)

де fk = χk(u) β ϕβ−1(u)|uyj |2, β ∈ (0, 1], χk визначено в (23), k ∈ N. Зрозумiло, що

fk(y) −→
k→∞

f(y) для y ∈ G, (34)

де f = β ϕβ−1(u)|uyj |2 = β|ϕβ−1
2
(u)uyj |2. З iснування цiєї границi випливає, що iснує стала

C10 > 0 така, що правильна оцiнка∫
G

fk dy ≤ C10 ∀ k ∈ N. (35)

Очевидно, що fk1 ≤ fk2 при k1 ≤ k2. Тому з теореми Левi про монотонну збiжнiсть
(теорема 7 [7, с. 303]) та (34) матимемо, що f ∈ L1(G) i∫

G

fk dy −→
k→∞

∫
G

f dy. (36)

З того, що f ∈ L1(G) випливає включення

ϕβ−1
2
(u)uyj ∈ L2(G). (37)

Поєднуючи (33) i (36), отримаємо рiвнiсть∫
G

β|ϕβ−1
2
(u)uyj |2 dy =

∫
∂G

ϕβ(u)uyjνj dS −
∫
G

ϕβ(u)uyjyj dy. (38)

З (36) також одержимо збiжнiсть

∥χk(u)ϕβ−1
2
(u)uyj ;L

2(G)∥ −→
k→∞

∥ϕβ−1
2
(u)uyj ;L

2(G)∥. (39)



ПРО ФОРМУЛИ IНТЕГРУВАННЯ ЧАСТИНАМИ 125

З оцiнки (35) i теореми 5.9 [3, c. 20] випливає iснування елемента g ∈ L2(G) i пiдпо-
слiдовностi {fkℓ}ℓ∈N ⊂ {fk}k∈N таких, що

√
fkℓ −→

ℓ→∞
g слабко в просторi L2(G). Тодi з

поточкової збiжностi
√
fkℓ −→

ℓ→∞

√
f i леми 1.19 [3, c. 39] випливає рiвнiсть g =

√
f . Отже,

χkℓ(u)ϕβ−1
2
(u)uyj −→

ℓ→∞
ϕβ−1

2
(u)uyj слабко в L2(G). Тому з рiвномiрної опуклостi простору

L2(G) (див. лему 1.15 [3, c. 38]), збiжностi (39) i теореми 5.12 [3, c. 21] одержимо таке:

χkℓ(u)ϕβ−1
2
(u)uyj −→

ℓ→∞
ϕβ−1

2
(u)uyj сильно в L2(G) (40)

для будь-якого β ∈ (0, 1]. Зрозумiло, що значення виразу β−1
2

пробiгає пiвiнтервал
(−1

2
, 0], якщо β пробiгає (0, 1]. Ту саму множину (−1

2
, 0] пробiгає значення виразу α− 1

при α ∈ (1
2
, 1]. Тому для всiх α ∈ (1

2
, 1] iснує β ∈ (0, 1] таке, що β−1

2
= α− 1 i (див. (40))

χkℓ(u)ϕα−1(u)uyj −→
ℓ→∞

ϕα−1(u)uyj сильно в L2(G). (41)

З (37) матимемо включення ϕα−1(u)uyj ∈ L2(G).
Вiзьмемо в (24) β = α, k = kℓ, v ∈ W 1,1(G) ∩ L2(G). Використавши (41), отримаємо

(31) для будь-яких α ∈ (1
2
, 1], u ∈ C2(G), v ∈ W 1,1(G) ∩ L2(G).

З (31) вже стандартно одержимо рiвнiсть (32), з (41) — включення (ϕα(u))yj ∈ L2(G),
а з вигляду ϕα — включення ϕα(u) ∈ C(G). Твердження P2 доведено.

б) Припустимо, що виконується твердження Pm, де m ∈ N2, i доведемо Pm+1. Отже,
нехай α ∈ ( 1

m+1
, 1], u ∈ Cm+1(G). Для доведення можна в (24) взяти v = |uyj |γ−1uyj , де

γ ∈ ( 1
m
, 1]. Проте обчислити похiдну vyj на цьому етапi доведення ми ще не вмiємо.

Щоб коректно реалiзувати вказану пiдстановку вiзьмемо в (24) v = ϕγ(uyj)− ϕγ(−uyj),
де γ ∈ ( 1

m
, 1]. Це законно, бо з припущення iндукцiї матимемо, що ϕγ(±uyj) ∈ C(G) ∩

W 1, m
m−1 (G) ⊂ W 1,1(G). Крiм того,

(
ϕγ(±uyj)

)
yj
= ±γϕγ−1(±uyj)uyjyj . У результатi

lim
k→∞

∫
G

χk(u)β ϕβ−1(u)uyj
(
ϕγ(uyj)− ϕγ(−uyj)

)
dy =

=

∫
∂G

ϕβ(u)
(
ϕγ(uyj)−ϕγ(−uyj)

)
νj dS−

∫
G

ϕβ(u) γ
(
ϕγ−1(uyj)+ϕγ−1(−uyj)

)
uyjyj dy, (42)

де β ∈ (0, 1], γ ∈ ( 1
m
, 1], χk визначено в (23), k ∈ N. Зрозумiло, що s|s+|γ = |s+|γ+1 =

χ̃(s)|s|γ+1, де s ∈ R, χ̃ визначено в (16). Тому

gk := χk(u)β ϕβ−1(u)uyj
(
ϕγ(uyj)− ϕγ(−uyj)

)
=

= χk(u)β ϕβ−1(u)
(
uyj

∣∣(uyj)+∣∣γ − uyj
∣∣(−uyj)+∣∣γ) =

= χk(u)β ϕβ−1(u)
(
χ̃(uyj)

∣∣uyj ∣∣γ + χ̃(−uyj)
∣∣uyj ∣∣γ) = χk(u) β

∣∣∣ϕβ−1
γ+1

(u)
∣∣∣γ+1

×

×
(
χ̃(uyj) + χ̃(−uyj)

)
|uyj |γ+1 = χk(u) β

∣∣∣ϕβ−1
γ+1

(u)uyj

∣∣∣γ+1

≥ 0, k ∈ N. (43)

З iснування границi в (42) випливає оцiнка

∀k ∈ N :

∫
G

gk dy ≤ C11 (44)
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де C11 > 0 — стала, яка не залежить вiд k. Тому як i (36), (37) отримуємо∫
G

gk dy −→
k→∞

∫
G

g dy, де g = β
∣∣∣ϕβ−1

γ+1
(u)uyj

∣∣∣γ+1

, (45)

ϕβ−1
γ+1

(u)uyj ∈ Lγ+1(G). (46)

З (42), (43) i (45) отримаємо рiвнiсть∫
G

β
∣∣∣ϕβ−1

γ+1
(u)uyj

∣∣∣γ+1

dy =

=

∫
∂G

ϕβ(u)
(
ϕγ(uyj)−ϕγ(−uyj)

)
νj dS−

∫
G

ϕβ(u) γ
(
ϕγ−1(uyj)+ϕγ−1(−uyj)

)
uyjyj dy. (47)

Далi, аналогiчно як з (35)–(37) одержали (40), з (44)–(46) для всiх β ∈ (0, 1], γ ∈ ( 1
m
, 1]

отримаємо, що

χkℓ(u)ϕβ−1
γ+1

(u)uyj −→
ℓ→∞

ϕβ−1
γ+1

(u)uyj сильно в Lγ+1(G). (48)

Оскiльки γ + 1 > 1
m
+ 1 = m+1

m
, то з (48) одержимо збiжнiсть

χkℓ(u)ϕβ−1
γ+1

(u)uyj −→
ℓ→+0

ϕβ−1
γ+1

(u)uyj сильно в L
m+1
m (G). (49)

Зрозумiло, що функцiя z(β, γ) = β−1
γ+1

, (β, γ) ∈ (0, 1] × ( 1
m
, 1], є неперервною. Оскiльки

z(+0, 1
m
+0) = −1

1
m
+1

= − m
m+1

, z(1, 1) = 0, то множиною значень z є пiвiнтервал (− m
m+1

, 0].
Цю ж множину (− m

m+1
, 0] пробiгає значення виразу α− 1, якщо α ∈ ( 1

m+1
, 1]. Тому для

всiх α ∈ ( 1
m+1

, 1] iснують β ∈ (0, 1] та γ ∈ ( 1
m
, 1] такi, що β−1

γ+1
= α − 1, тобто α = β+γ

γ+1
, i

(49) означає, що
ϕα−1(u)uyj ∈ L

m+1
m (G), (50)

χkℓ(u)ϕα−1(u)uyj −→
ℓ→+0

ϕα−1(u)uyj сильно в L
m+1
m (G). (51)

Вiдомо, що [L
m+1
m (G)]∗ ∼= Lm+1(G). Тому з (24) при β = α, k = kℓ, v ∈ W 1,1(G) ∩ Lm(G),

перейшовши до границi пiд знаком iнтеграла, отримаємо (31) для α ∈ ( 1
m+1

, 1], u ∈
Cm+1(G), v ∈ W 1,1(G) ∩ Lm+1(G). Далi, як i при завершеннi доведення твердження P2,
одержимо (32). Крiм того, з (50) маємо включення

(
ϕα(u)

)
yj
∈ L

m+1
m (G) при α ∈ ( 1

m+1
, 1]

i зрозумiло, що ϕα(u) ∈ C(G).
Твердження Pm+1 доведено, а тому згiдно з методом математичної iндукцiї маємо,

що для кожного m ∈ N2 виконується Pm.
2) З рiвностей (13), (14) i отриманих для ϕα результатiв випливає правильнiсть

твердження 1 теореми 2.

Доведення твердження 2 теореми 2. Нехай ϕα — функцiя з (2).
1) Спершу доведемо таке: для довiльного m ∈ N2 виконується твердження
Qm: якщо α ∈ ( 1

m
, 1], G — обмежена область класу Cm−1,1, u ∈ Wm,p(G) при p ≥ mα,

то ϕα(u) ∈ W 1, m
m−1 (G) i правильнi оцiнка (12) з ψα = ϕα, рiвнiсть (32) майже

скрiзь в G i рiвнiсть (31) для всiх функцiй v ∈ W 1,m(G).
Використаємо метод математичної iндукцiї.
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а) Доведемо твердження Q2. Нехай α ∈ (1
2
, 1], G — обмежена область класу C1,1.

Перш за все для довiльної фiксованої функцiї u ∈ C2(G) доведемо оцiнку (12) при
m = 2, тобто, покажемо, що

∥ψα(u);W
1,2(G)∥ ≤ C12∥u;W 2,p(G)∥α, (52)

де p ≥ 2α, C12 > 0 — стала, яка не залежить вiд u. Зауважимо, що згiдно з тверджен-
ням 1 цiєї теореми маємо таке: ψα(u) ∈ C(G)∩W 1,2(G), правильна рiвнiсть (32) i рiвнiсть
(31) для всiх функцiй v ∈ W 1,m(G). Нехай j ∈ {1, . . . , N} i вiзьмемо в (38) β = 2α − 1
(тодi β ∈ (0, 1], бо α ∈ (1

2
, 1]). Подiливши отриману рiвнiсть на 2α−1

α2 i використавши
рiвнiсть (32), яка виконується згiдно вже доведеного твердження P2, одержимо, що∫

G

∣∣∣(ϕα(u)
)
yj

∣∣∣2 dy =
α2

2α− 1

(∫
∂G

ϕ2α−1(u)uyjνj dS −
∫
G

ϕ2α−1(u)uyjyj dy
)
≤

≤ α2

2α− 1

(∫
∂G

ϕ2α−1(u)|uyj | dS +

∫
G

ϕ2α−1(u)|uyjyj | dy
)
. (53)

Нехай J1 =
∫
∂G
ϕ2α−1(u)|uyj | dS. Тодi для всiх r > 1

J1 ≤ ∥ϕ2α−1(u);L
r′(∂G)∥ · ∥uyj ;Lr(∂G)∥.

Оскiльки p ≥ 2α > 1, то при r = 2α маємо такi оцiнки:

r > 1, r′ =
r

r − 1
> 1, r ≤ p, r′ =

r

2α− 1
≤ p

2α− 1
, 2α− 1 < p.

Тому з оцiнки (19) при Q = ∂G i ψα = ϕα одержимо, що

∥ϕ2α−1(u);L
r′(∂G)∥ ≤ C13∥u;Lp(∂G)∥2α−1,

а тому, врахувавши, що Lp(∂G) 	 Lr(∂G), матимемо оцiнку

J1 ≤ C14∥u;Lp(∂G)∥2α−1 · ∥uyj ;Lp(∂G)∥,

де C14 > 0 — стала, яка не залежить вiд u. Аналогiчну оцiнку отримаємо для друго-
го iнтегралу в правiй частинi нерiвностi (53). Остаточно, взявши з обох частин (53)
квадратний корiнь, матимемо таке

∥
(
ϕα(u)

)
yj
;L2(G)∥ ≤ C15

(
∥u;Lp(∂G)∥α−

1
2 · ∥uyj ;Lp(∂G)∥

1
2 +

+ ∥u;Lp(G)∥α−
1
2 · ∥uyjyj ;Lp(G)∥

1
2

)
, (54)

де C15 > 0 — стала, яка не залежить вiд u.
Оскiльки p ≥ 2α, то 2 ≤ p

α
i з оцiнки (19) для Q = G i ψα = ϕα одержимо, що

∥ϕα(u);L
2(G)∥ ≤ C16∥u;Lp(G)∥α, (55)

де C16 > 0 — стала, яка не залежить вiд u. З (54), (55) i (17) (тут використаємо умову
G ∈ C1,1) отримаємо (52) для u ∈ C2(G).
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Нехай тепер u ∈ W 2,p(G), p ≥ 2α, {uℓ}m∈N ⊂ C2(G) — послiдовнiсть така, що uℓ −→
ℓ→∞

u

сильно в W 2,p(G). З (52) маємо оцiнку

∥ϕα(u
ℓ);W 1,2(G)∥ ≤ C17∥uℓ;W 2,p(G)∥α, (56)

де C17 > 0 — стала, яка не залежить вiд ℓ та u.
З вибору {uℓ}ℓ∈N випливає обмеженiсть правої частини (56) сталою, яка не залежить

вiд ℓ. Тому iснує пiдпослiдовнiсть {uℓk}k∈N ⊂ {uℓ}ℓ∈N i функцiя χ ∈ W 1,2(G) такi, що

ϕα(u
ℓk) −→

k→∞
χ слабко в W 1,2(G). (57)

Це означає, що
ϕα(u

ℓk) −→
k→∞

χ сильно в L2(G),(
ϕα(u

ℓk)
)
yj
= αϕα−1(u

ℓk)uℓkyj −→
k→∞

χyj слабко в L2(G), j = 1, N.

Також з вибору послiдовностi {uℓ}ℓ∈N матимемо (можливо при переходi до нової пiдпо-
слiдовностi) збiжнiсть

uℓk −→
k→∞

u, uℓkyj −→k→∞
uyj майже скрiзь в G, j = 1, N. (58)

Тому χ = ϕα(u) i χyj = αϕα−1(u)uyj . Отже, виконується (31) i (32). Використовуючи
лему 5.3 [3, с. 20], з (56) одержимо (52) для u ∈ W 2,p(G) i p ≥ 2α. Твердження Q2

доведено.
б) Припустимо, що виконується твердження Qm, де m ∈ N2, i доведемо Qm+1. Нехай

α ∈ ( 1
m+1

, 1], G — обмежена область класу Cm,1. Перш за все для довiльного фiксованого
u ∈ Cm+1(G) доведемо оцiнку (12) з ψα = ϕα та з m+ 1 замiсть m, тобто покажемо, що

∥ϕα(u);W
1,m+1

m (G)∥ ≤ C18∥u;Wm+1,p(G)∥α, (59)

де p ≥ (m+ 1)α, C18 > 0 — стала, яка не залежить вiд u.
Нехай, спочатку, α > 1

m
. Оскiльки m+1

m
< m

m−1
, то

W 1, m
m−1 (G) 	 W 1,m+1

m (G)

i за припущенням iндукцiї (див. (12)) матимемо

∥ϕα(u);W
1,m+1

m (G)∥≤C19∥ϕα(u);W
1, m

m−1 (G)∥≤C20∥u;Wm,p(G)∥α≤C21∥u;Wm+1,p(G)∥α,

тобто маємо (59).
Далi припускаємо, що 1

m+1
< α ≤ 1

m
. Як ми вже зазначали при доведеннi Pm+1, для

кожного α ∈ ( 1
m+1

, 1] (а тому i для α ∈ ( 1
m+1

, 1
m
]) iснують такi (β, γ) ∈ (0, 1]× ( 1

m
, 1], що

виконується рiвнiсть

α =
β − 1

γ + 1
+ 1 =

β + γ

γ + 1
. (60)

Оскiльки γ ∈ ( 1
m
, 1], то γ + 1 > m+1

m
i тодi∫

G

∣∣∣ϕβ−1
γ+1

(u)uyj

∣∣∣γ+1

dy =
∣∣∣∣∣∣ϕα−1(u)uyj ;L

γ+1(G)
∣∣∣∣∣∣γ+1

≥ C22

∣∣∣∣∣∣(ϕα(u)
)
yj
;L

m+1
m (G)

∣∣∣∣∣∣γ+1

,
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де стала C22 > 0 не залежить вiд u. Звiдси та з (47) випливає оцiнка∣∣∣∣∣∣(ϕα(u)
)
yj
;L

m+1
m (G)

∣∣∣∣∣∣γ+1

≤ C23

(∫
∂G

ϕβ(u)ϕγ(uyj) dS +

∫
∂G

ϕβ(u)ϕγ(−uyj) dS +

+

∫
G

ϕβ(u)
∣∣∣(ϕγ(uyj)

)
yj

∣∣∣ dy + ∫
G

ϕβ(u)
∣∣∣(ϕγ(−uyj)

)
yj

∣∣∣ dy), (61)

де

α ∈
( 1

m+ 1
,
1

m

]
, γ ∈

( 1

m
, 1
]
, β = α(γ + 1)− γ ∈ (0, 1], C23 > 0

не залежить вiд u.
Покажемо, що

p ≥ 1 + β. (62)

Справдi, оскiльки α > 1
m+1

, то α(m+ 1) > 1. Отже,

α(m+ 1)
(
1− 1

m

)
> 1− 1

m
, α(m+ 1) > 1− 1

m
+ α(m+ 1)

1

m
= 1 + α− 1

m
(1− α).

Звiдси, врахувавши, що p ≥ α(m+ 1) i γ > 1
m

, отримаємо (див. (60)) таке:

p ≥ 1 + α− 1

m
(1− α) > 1 + α− γ(1− α) = 1 + α(γ + 1)− γ = 1 + β,

тобто, виконується (62).
Розглянемо вираз I1 =

∫
∂G
ϕβ(u)ϕγ(uyj) dS. Для всiх r > 1 отримаємо, що

I1 ≤ ∥ϕβ(u);L
r′(∂G)∥ · ∥ϕγ(uyj);L

r(∂G)∥.

Взявши r = 1 + β, з (62) одержимо, що r ≤ p. Крiм того, r > 1, а тому 1 < r′ = r
r−1

=
r
β
≤ p

β
. Тому з оцiнки (19) для Q = ∂G одержимо, що

∥ϕβ(u);L
r′(∂G)∥ ≤ C24∥u;Lp(∂G)∥β. (63)

Оскiльки γ ≤ 1, то 1 ≤ 1
γ

та r ≤ r
γ
≤ p

γ
. Крiм того, p > 1 ≥ γ i r > 1. Тому з (19) для

Q = ∂G матимемо, що ∥ϕγ(uyj);L
r(∂G)∥ ≤ C25∥uyj ;Lp(∂G)∥γ. Отже,

I1 ≤ C26∥u;Lp(∂G)∥β∥uyj ;Lp(∂G)∥γ.

Аналогiчну оцiнку зробимо для другого доданку правої частини нерiвностi (61).
Розглянемо вираз I2 =

∫
G
ϕβ(u)|

(
ϕγ−1(uyj)

)
yj
| dy. Для всiх r > 1 отримаємо, що

I2 ≤ ∥ϕβ(u);L
r′(G)∥ · ∥

(
ϕγ(uyj)

)
yj
;Lr(G)∥.

Аналогiчно як (63) одержимо, що ∥ϕβ(u);L
r′(G)∥ ≤ C27∥u;Lp(G)∥β.

Покажемо, що r ≤ m
m−1

. Дiйсно, для виразу s = r − m
m−1

маємо, що

s = 1− m

m− 1
+ α(γ + 1)− γ = − 1

m− 1
+ α(γ + 1)− γ.
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Оскiльки α ≤ 1
m

, то

s ≤ − 1

m− 1
+

1

m
(γ + 1)− γ =

1

m
− 1

m− 1
+ γ

( 1

m
− 1

)
= − 1

m(m− 1)
− γ

m− 1

m
< 0.

Отже, r ≤ m
m−1

i з припущення iндукцiї та (12) для ψα = ϕα матимемо, що

∥
(
ϕγ(uyj)

)
yj
;Lr(G)∥ ≤ C28∥

(
ϕγ(uyj)

)
yj
;L

m
m−1 (G)∥ ≤ C29∥uyj ;Wm,p(G)∥γ ≤

≤ C30∥u;Wm+1,p(G)∥γ.

Отже,
I2 ≤ C31∥u;Lp(G)∥β∥u;Wm+1,p(G)∥γ.

Аналогiчну оцiнку зробимо для четвертого доданку правої частини нерiвностi (61).
Остаточно з (61), (17) i (60) отримаємо оцiнку∣∣∣∣∣∣(ϕα(u)

)
yj
;L

m+1
m (G)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C32

(
∥u;Lp(∂G)∥

β
γ+1∥uyj ;Lp(∂G)∥

γ
γ+1 +

+ ∥u;Lp(G)∥
β

γ+1∥u;Wm+1,p(G)∥
γ

γ+1

)
≤ C33∥u;Wm+1,p(G)∥α, (64)

де стала C33 > 0 не залежить вiд u.
Оскiльки p ≥ (m + 1)α > 1 ≥ α, то m+1

m
≤ m + 1 ≤ p

α
i з оцiнки (19) для q = m+1

m

одержимо, що
∥ϕα(u);L

m+1
m (G)∥ ≤ C34∥u;Lp(G)∥α, (65)

де α ∈ ( 1
m+1

, 1
m
], C34 > 0 — стала, яка не залежить вiд u.

З (64), (65) i випливає оцiнка (59) для u ∈ Cm+1(G).
Нехай тепер u ∈ Wm+1,p(G) при p ≥ (m + 1)α, {uℓ}ℓ∈N ⊂ Cm+1(G) — послiдовнiсть

така, що uℓ −→
ℓ→∞

u сильно в Wm+1,p(G). Записавши (59) для u = uℓ i спрямувавши ℓ→ ∞,

аналогiчно як при доведеннi (52) отримуємо (59) для u ∈ Wm+1,p(G). Далi доведення за-
вершуємо як i при доведеннi твердження Q2 i отримаємо включення ϕα(u) ∈ W 1,m+1

m (G),
рiвнiсть (32) майже скрiзь в G, рiвнiсть (31) для всiх функцiй v ∈ W 1,1(G) ∩ Lm+1(G).

Твердження Qm+1 доведено, а тому згiдно з методом математичної iндукцiї маємо,
що для кожного m ∈ N2 виконується Qm.

2) З рiвностей (13), (14) i отриманих для ϕα результатiв випливає доведення другого
пункту теореми 2.
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3. Gajewski H., Gröger K., Zacharias K. Nichtlineare operatorgleichungen und operatordifferentialglei-
chungen. – Moscow, 1978, 336 p. (in Russian)



ПРО ФОРМУЛИ IНТЕГРУВАННЯ ЧАСТИНАМИ 131

4. Ladyzenskaya O.A., Uraltseva N.N. Linear and quasilinear elliptic equations. – Moscow, 1973, 576 p. (in
Russian)

5. Kinderlehrer D., Stampacchia G. An introduction to variational inequalities and their applications –
Moscow, 1983, 256 p. (in Russian)

6. Baiocchi C., Capelo A. Variational and quasivariational inequalities. Applications to free boundary
problems. – Moscow, 1988, 448 p. (in Russian)

7. Kolmogorov A.N., Fomin S.V. Theory of functions and functional analysis. – Moscow, 1972, 496 p. (in
Russian)

8. Byström J. Sharp constants for some inequalities connected to the p-Laplace operator// Jour. of Ineq. in
Pure and Appl. Math. – 2005. – V.6, Issue2. – Article 56.

9. Gorodetskyi V.V., Nagnybida N.I., Nastasiev P.P. Methods of solving of function analysis problems. –
Kyiv, 1990, 479 p. (in Russian)

Ivan Franko National University of Lviv
ol_buhrii@i.ua

Надiйшло 30.12.2015


