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Nonlinear differential inclusion with variable dimension and justification of the step scheme
of the averaging method on a finite interval is considered in this paper.

1. Введение. Теория дифференциальных включений начала свое развитие в начале
тридцатых годов 20-го века с публикаций А. Маршо и С. Заремба. Однако бурное разви-
тие данной теории началось с 60-х годов прошлого века благодаря работам Т. Важев-
ского и А. Ф. Филиппова, которые обосновали ее тесную связь с теорией оптимального
управленния и дифференциальными уравнениями с разрывной правой частью. Основ-
ные результаты теории дифференциальных включений изложены в работах [1–5].

Математическое обоснование метода усреднения для обыкновенных дифференци-
альных уравнений берет начало с фундаментальной работы Н. М. Крылова и Н. Н.
Боголюбова ([6]). Большую роль в разработке метода усреднения для различных клас-
сов динамических систем сыграли работы Ю. А. Митропольского, В. И. Арнольда,
В. М. Волосова, Н. Н. Моисеева, Н. А. Перестюка, В. А. Плотникова, А. М. Самой-
ленко, А. Н. Филатова, О. П. Филатова, М. М. Хапаева, T. Dontchev, M. Kisieliwicz,
J. A. Sanders и др. [3, 4, 7–14]).

В данной статье мы рассмотрим дифференциальные включения с переменной ра-
змерностью. Такие дифференциальные включения относятся к импульсным диффе-
ренциальным включениям ([3, 4]). Однако в отличие от ранее рассматриваемых им-
пульсных дифференциальных включений, в данном случае в моменты импульсных во-
здействий меняется размерность системы, а сам импульс “связывает” разноразмерные
решения в эти моменты времени. Также к таким системам сводятся, например, управля-
емые процессы возникновения и развития объектов, дифференцированных по моменту
создания ([15–17]) и управляемые системы переменной размерности ([19]).

В этой статье обоснована возможность применения для исследования таких систем
пошаговой схемы усреднения на конечном промежутке.

2. Основные определения и обозначения. Пусть θ > 0 произвольное действитель-
ное число, N — множество натуральных чисел, а N0 = N

∪
0.

Обозначим через Σθ множество функций n(·) : R+ → N, которые удовлетворяют
следующим условиям
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1) n(·) — кусочно-постоянные и кусочно-непрерывные справа;
2) если n(t− 0)− n(t) ̸= 0, то n(τ)− n(t) = 0 для всех τ ∈ [t, t+ θ].
Очевидна справедливость следующей леммы.

Лемма 1. Для любой функции n(·) ∈ Σθ полупрямую R+ можно разбить не более чем
на счетное число множеств Ii = [ti, ti+1), i = 0, 1, ... таких, что R+ =

∪
i Ii и Ii ∩ Ij = ∅,

если i ̸= j, где n(t)− n(ti) = 0 для всех t ∈ Ii.

Обозначим через Φn множество функций φ(t, x), соответствующих функции n(·) ∈
Σθ таких, что

φ(t, x) =

{
x, n(t− 0) = n(t),

ψ(x), n(t− 0) ̸= n(t),

где ψ : Rn(t−0) → Rn(t) — непрерывная функция.
Например, ψ(x) =M(n(t), n(t− 0))x, где M(n(t), n(t− 0)) = (mij)

n(t),n(t−0)
i=1,j=1 — матри-

ца размерности n(t) × n(t − 0), принадлежащая некоторому множеству матриц M =
{(mij)

k,l
i=1,j=1}

∞,∞
k=1,l=1 размерностей (k × l), k = 1, 2, ..., l = 1, 2, ... .

Возьмем произвольную функцию n(·) ∈ Σθ и φ(·, ·) ∈ Φn.

Определение 1. Функцию x(·, n) назовем функцией с переменной размерностью, если
x(t, n) ∈ Rn(t) для всех t ≥ 0.

Определение 2. Будем говорить, что функция с переменной размерностью x(·, n) не-
прерывна на интервале (t′, t′′) ⊂ R+, если она непрерывна в точках t ∈ (t′, t′′), где
n(t)− n(t− 0) = 0 и непрерывна справа в точках t ∈ (t′, t′′), где n(t)− n(t− 0) ̸= 0.

Определение 3. Будем говорить, что функция с переменной размерностью x(·, n) абсо-
лютно непрерывна на сегменте [t′, t′′] ⊂ R+, если она непрерывна на (t′, t′′) и абсолютно
непрерывна на любом сегменте [τ ′, τ ′′] ⊂ [t′, t′′], где n(t)−n(t−0) = 0 для всех t ∈ [τ ′, τ ′′].

Замечание 1. Аналогично, можно ввести определение измеримости (дифференцируе-
мости, интегрируемости, липшицевости и др.) функции x(·, n).

Определение 4. Многозначное отображение F (·, n) назовем отображением с пере-
менной размерностью, если множество F (t, n) ⊂ Rn(t) для всех t ∈ R+.

Определение 5. Будем говорить, что многозначное отображение с переменной ра-
змерностью F (·, n) непрерывно на интервале (t′, t′′) ⊂ R+, если оно непрерывно в то-
чках t ∈ (t′, t′′), где n(t) − n(t − 0) = 0 и непрерывно справа в точках t ∈ (t′, t′′), где
n(t)− n(t− 0) ̸= 0.

Определение 6. Будем говорить, что многозначное отображение F (·, n) удовлетво-
ряет условию Липшица на сегменте [t′, t′′] ⊂ R+ с постоянной L > 0, если оно непре-
рывно на (t′, t′′) и удовлетворяет условию Липшица с постоянной L на любом сегменте
[τ ′, τ ′′] ⊂ [t′, t′′], где n(t)− n(t− 0) = 0 для всех t ∈ [τ ′, τ ′′].

Рассмотрим следующую систему с переменной размерностью

ẋ(t, n, φ) ∈ F (t, x(t, n, φ), n), x(0, n, φ) = x0, (1)

где t ∈ R+ — время; n(·) ∈ Σθ; φ(·, ·) ∈ Φn; x(t, n, φ) — фазовый вектор; F (t, x, n) : R+ ×
Rn(t) → comp(Rn(t)) — многозначное отображение с переменной размерностью.
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Определение 7. Абсолютно непрерывная функция с переменной размерностью
x(·, n, φ) называется решением системы (1) на отрезке [0, T ], если

1) ẋ(t, n, φ) ∈ F (t, x(t, n, φ), n) для почти всех t ∈ (0, T ),
2) x(0, n, φ) = x0,
3) x(t, n, φ) = φ(t, x(t− 0, n, φ)) для всех t ∈ [0, T ].

Замечание 2. Если n(t) ≡ n, то система (1) будет обычным дифференциальным вклю-
чением.

Предложение 1. Пусть функция n(·) ограничена n ≥ 1 для всех t ≥ 0.

Обозначим через Qi = { (t, x) : t ∈ Ii, x ∈ Rn(t)}, где Ii соответствуют лемме 1.

Предложение 2. Многозначное отображение F (t, x, n) удовлетворяет следующим
условиям:

a) F (·, x, n) непрерывно по t на R+;
b) F (t, ·, n) липшицево с постоянной λ по x на Qi, i = 0, 1, ...;
c) существует такая постоянная κ > 0, что hn(t)(F (t, x, n), {0}n(t)) ≤ κ(1 + ∥x∥Rn(t))

для всех (t, x) ∈ Qi, i = 0, 1, ..., где {0}n(t) — нулевой вектор в пространстве Rn(t),
∥x−y∥Rn(t) — евклидова метрика в пространстве Rn(t), a hn(t)(A,B) — метрика Хаусдорфа
в пространстве comp(Rn(t)).

Теорема 1 ([18]). Если n(·) ∈ Σθ, φ(·, ·) ∈ Φn и F (t, x, n) удовлетворяют условиям
предположений 1 и 2, то на некотором отрезке [0, T ] у системы (1) существует решение
x(·, n, φ).

Обозначим через X(t, n, φ) сечение множества решений системы (1) в момент вре-
мени t ∈ [0, T ].

Теорема 2 ([18]). Если n(·) ∈ Σθ, φ(·, ·) ∈ Φn и F (t, x, n) удовлетворяют условиям
предположений 1 и 2 и многозначное отображение F (t, x, n) : R+ × Rn(t) → conv(Rn(t)),
то X(t, n,M) ∈ comp(Rn(t)) для всех t ∈ [0, T ].

3. Метод пошагового усреднения. Пусть Gi = { (t, x) : t ∈ Ii, x ∈ Mi ⊂ Rn(t)}, где
Ii соответствуют лемме 1, Mi — выпуклые множества, а G =

∪
iGi.

Теперь рассмотрим следующую систему с малым параметром.

ẋ ∈ εF (t, x, n), x(0, n, φ) = x0, (2)

где ε > 0 — малый параметр, t ∈ R+ — время; n(·) ∈ Σθ; φ(·, ·) ∈ Φn; x(t, n, φ) —
фазовый вектор; F (t, x, n) : G→ comp(Rn(t)) — многозначное отображение с переменной
размерностью.

Возьмем некоторое ω > 0. Обозначим через Γ множество точек пространства R+

таких, что γi = iω, i = 0, 1, ..., а через Υ множество точек τi таких, что n(τi−0)−n(τi+
0) ̸= 0.

Обозначим через Ξ множество точек ti, i = 0, 1, ... таких, что Ξ = Γ ∪Υ.
Очевидно, что ti+1 − ti ≤ ω для всех i = 0, 1, ....
Поставим в соответствие системе (2) следующую усредненную систему

ẏ ∈ εF (t, y, n), y(0, n, φ) = x0, (3)
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где

F (t, x, n) =
{
Fi(x, n) : Fi(x, n) =

1

ti+1 − ti

∫ ti+1

ti

F (s, x, n)ds, t ∈ [ti, ti+1), i = 0, 1, ...
}
.

(4)

Теорема 3. Пусть в области G выполняются следующие условия:

1) функция n(·) ∈ Σθ ограничена константой n > 0 для всех t ≥ 0;

2) F (·, ·, n) : G→ conv(Rn(t)) – непрерывно, равномерно ограниченно константой b > 0
и удовлетворяет условию липшица по x с константой λ > 0, т.е.

hn(t)(F (t, x, n), {0}n(t)) ≤ b, hn(t)(F (t, x1, n), F (t, x2, n)) ≤ λ∥x1 − x2∥n(t);

3) существует 0 < µ < 1 такое, что для всех τi ∈ Υ и любых x1, x2 ∈Mi−1

∥φ(τi, x1)− φ(τi, x2)∥Rn(τi) ≤ µ∥x1 − x2∥Rn(τi−0) ;

4) для всех x0 ∈ M ′
0 ⊂ M0 и t > 0 решения системы (3) с некоторой ρ-окрестностью

принадлежат области G.

Тогда для любого L > 0 существуют ε0(L) > 0 и C(L) > 0 такие, что для всех
ε ∈ (0, ε0] и t ∈ [0, Lε−1] справедливы следующие утверждения

1) для любого решения x(·) системы (2) существует решение y(·) системы (3) такое,
что

∥x(t)− y(t)∥Rn(t) < Cε; (5)

2) для любого решения y(·) системы (3) существует решение x(·) системы (2) такое,
что выполняется неравенство (5).

Доказательство. Из условия 2) теоремы следует, что отображение F (t, x, n) равномер-
но ограниченно константой b > 0 и удовлетворяет условию Липшица по x с константой
λ > 0, т.е. для любого t ∈ [ti, ti+1), i = 0, 1, 2, ... имеем

hn(t)(F (t, x, n), {0}n(t)) ≤ hn(t)

( 1

ti+1 − ti

∫ ti+1

ti

F (s, x, n)ds, {0}n(t)
)
≤

≤ 1

ti+1 − ti

∫ ti+1

ti

hn(t)(F (s, x, n), {0}n(t))ds ≤ b;

hn(t)(F (t, x1, n), F (t, x2, n))×

×hn(t)
( 1

ti+1 − ti

∫ ti+1

ti

F (s, x1, n)ds,
1

ti+1 − ti

∫ ti+1

ti

F (s, x2, n)ds
)
≤

≤ 1

ti+1 − ti

∫ ti+1

ti

hn(t)(F (t, x1, n), F (t, x2, n)) ≤ λ∥x1 − x2∥n(t).

Теперь докажем выполнение первого утверждения. Обозначим через Ξε и Υε мно-
жества [0, Lε−1] ∩ Ξ и [0, Lε−1] ∩Υ. Очевидно, что множества Ξε и Υε конечны и будем
считать, что они содержат k + 1 элементов t0, t1, ..., tk и l элементов τ1, ..., τl, соответ-
ственно. Так же обозначим через tk+1 = Lε−1.
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Возьмем любое решение x(·, n, φ) системы (2). Тогда

x(t, n, φ) = x(ti, n, φ) + ε

∫ t

ti

u(s)ds (6)

для всех t ∈ [ti, ti+1), если ti+1 ∈ Υ и t ∈ [ti, ti+1], если ti+1 ̸∈ Υ, i = 0, 1, ..., k, где
u(·) — измеримая вектор-функция такая, что u(t) ∈ F (t, x(t, n, φ), n) почти для всех
t ∈ [0, Lε−1]. А так же x(0, n, φ) = x0 и x(ti, n, φ) = φ(ti, x(ti−0, n, φ)) для всех ti ∈ Ξε∩Υ.

Теперь рассмотрим функцию

x1(t, n, φ) = x1(ti, n, φ) + ε

∫ t

ti

ui(s)ds, (7)

для всех t ∈ [ti, ti+1), если ti+1 ∈ Υ и t ∈ [ti, ti+1], если ti+1 ̸∈ Υ, i = 0, 1, ..., k, где uj(·) —
измеримая вектор-функция такая, что ui(t) ∈ F (t, x1(ti, n, φ), n) и

∥ui(t)− u(t)∥Rn(t) = min
u∈F (t,x1(ti,n,φ),n)

∥u− u(t)∥Rn(t)

почти для всех t ∈ [ti, ti+1], i = 0, 1, ..., k. А так же x1(0, n, φ) = x0 и x1(ti, n, φ) =
φ(ti, x

1(ti − 0, n, φ)) для всех ti ∈ Ξε ∩Υ.
Возьмем произвольное t ∈ (0, Lε−1). Тогда возможны следующие случаи:
1) t ∈ (0, τ1), где τ1 ∈ Υε;
2) t ∈ (τj, τj+1), где τj, τj+1 ∈ Υε, j ∈ {1, ..., l − 1};
3) t ∈ (τl, tk+1), где τl ∈ Υε;
4) t = τr, где τr ∈ Υε, r ∈ {1, ..., l}.
Рассмотрим первый случай. Предположим, что [0, τ1] ∩ Ξε = {t0, ..., tm}, где t0 =

0, tm = τ1. Пусть t ∈ (tj−1, tj), j ∈ {1, ...,m}. Из (6) и (7), имеем

∥x(t, n, φ)− x(tj−1, n, φ)∥Rn(0) ≤ εb(t− tj−1) ≤ εbω,

∥x1(t, n, φ)− x1(tj−1, n, φ)∥Rn(0) ≤ εb(t− tj−1) ≤ εbω.

Пусть δj−1 = ∥x(tj−1, n, φ)− x1(tj−1, n, φ)∥Rn(0) , тогда

∥x(t, n, φ)− x1(tj−1, n, φ)∥Rn(0) ≤
≤ ∥x(t, n, φ)− x(tj−1, n, φ)∥Rn(0) + ∥x(tj−1, n, φ)− x1(tj−1, n, φ)∥Rn(0) ≤

≤ δj−1 + εb(t− tj−1),

∥u(t)− uj(t)∥Rn(0) ≤ hRn(0)(F (t, x(t, n, φ), n), (F (t, x1(tj−1, n, φ), n)) ≤
≤ λ(δj−1 + εb(t− tj−1)).

Следовательно, δj ≤ δj−1 + ελ(δj−1 + εbω)ω = (ελω + 1)δj−1 + λε2bω2.
Так как δ0 = 0, то

δj+1 ≤ (ελω + 1)δj + λε2bω2 ≤
≤ (ελω + 1)((ελω + 1)δj−1 + λε2bω2) + λε2bω2 ≤

= (ελω + 1)2δj−1 + λε2bω2[(ελω + 1) + 1] ≤
≤ (ελω + 1)2((ελω + 1)δj−2 + λε2bω2) + λε2bω2[(ελω + 1) + 1] =

= (ελω + 1)3δj−2 + λε2bω2[(ελω + 1)2 + (ελω + 1) + 1] ≤ ... ≤
≤ (ελω + 1)j+1δ0 + λε2bω2[(ελω + 1)j + ...+ (ελω + 1) + 1] ≤

≤ εbω((1 + ελω)j+1 − 1) ≤ εbω((1 + ελω)
L
εω − 1) ≤ εbω(eλL − 1).
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Тогда для t ∈ [0, τ1) имеем

∥x(t, n, φ)− x1(t, n, φ)∥Rn(0) ≤ ∥x(t, n, φ)− x(tj, n, φ)∥Rn(0)+

+∥x(tj, n, φ)− x1(tj, n, φ)∥Rn(0) + ∥x1(tj, n, φ)− x1(t, n, φ)∥Rn(0) ≤
≤ 2bωε+ bωε(eλL − 1) = bωε(eλL + 1). (8)

Если t = τ1, то

∥x(τ1, n, φ)− x1(τ1, n, φ)∥Rn(τ1)= ∥φ(τ1, x(τ1− 0, n, φ))− φ(τ1, x
1(τ1 − 0, n, φ)∥Rn(τ1)∥Rn(τ1)≤

≤ µ∥x(τ1 − 0, n, φ)− x1(τ1 − 0, n, φ)∥Rn(0) ≤ µbωε(eλL + 1). (9)

Теперь рассмотрим второй случай, когда t ∈ (τj, τj+1). Предположим так же, что
[τj, τj+1] ∩ Ξε = {t0, ..., tm} и t ∈ (ti−1, ti), i ∈ {1, ...,m}, где t0 = τj, tm = τj+1. Тогда,
аналогично, имеем

∥x(t, n, φ)− x(ti−1, n, φ)∥Rn(τj) ≤ εb(t− ti−1) ≤ εbω,

∥x1(t, n, φ)− x1(ti−1, n, φ)∥Rn(τj) ≤ εb(t− ti−1) ≤ εbω,

δi ≤ (ελω + 1)δi−1 + λε2bω2 ≤
≤ (ελω + 1)iδ0 + λε2bω2[(ελω + 1)i−1 + ...+ (ελω + 1) + 1] ≤
≤ (ελω + 1)iδ0 + λε2bω2[(ελω + 1)i−1 + ...+ (ελω + 1) + 1] ≤

≤ eλL(µj + ...+ µ)bωε(eλL + 1) + εbω(eλL − 1),

∥x(t, n, φ)− x1(t, n, φ)∥Rn(τj) ≤ eλL(µj + ...+ µ+ 1)bωε(eλL + 1) ≤ eλL
1

1− µ
bωε(eλL + 1).

Если t = τj+1, то ∥x(τj+1, n, φ)− x1(τj+1, n, φ)∥Rn(j+1) ≤ eλL µ
1−µ

bωε(eλL + 1).

Следовательно, если t ∈ (τl, tk+1), то

∥x(t, n, φ)− x1(t, n, φ)∥Rn(τl) ≤ eλL
1

1− µ
bωε(eλL + 1). (10)

Далее из (4), имеем для t ∈ [tj, tj+1), j = 0,m

F (t, x1(tj, n, φ), n) =
1

tj+1 − tj

∫ tj+1

tj

F (s, x1(tj, n, φ), n)ds.

Тогда существует измеримая функция vj(·) такая, что vj(t) ∈ F (t, x1(tj, n, φ), n) для
почти всех t ∈ [tj, tj+1), j = 0,m и∫ tj+1

tj

vj(s)ds =

∫ tj+1

tj

uj(s)ds.

Рассмотрим функцию

y1(t, n, φ) = y1(tj, n, φ) + ε

∫ tj+1

tj

vj(s)ds, j = 0,m, y1(0) = x0.

Так как x1(0, n, φ) = y1(0, n, φ) = x0, то для всех j ∈ {1, ...,m+ 1} мы имеем

x1(tj, n, φ) = y1(tj, n, φ), ∥y1(t, n, φ)− y1(tj, n, φ)∥Rn(tj) ≤ bωε,
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∥x1(t, n, φ)− y1(t, n, φ)∥Rn(tj) ≤ 2bωε. (11)
Далее, для t ∈ [tj, tj+1), j = 0,m имеем

dist
n(t)

(y1(t, n, φ), εF (t, y1(t, n, φ), n)) ≤ εhn(t)(F (t, x
1(tj, n, φ), n), F (t, y

1(t, n, φ), n)) ≤

≤ ελ∥x1(tj, n, φ)− y1(t, n, φ)∥Rn(t) ≤ λbωε2, (12)

где distn(t)(a, C) = min
c∈C

∥a− c∥Rn(t) , a ∈ Rn(t), C ∈ comp(Rn(t)).

Теперь воспользуемся теоремой А. Ф. Филиппова ([3, 4]) и найдем ближайшее к
функции y1(·, n, φ) решение y(·, n, φ) системы (3) и оценим ∥y1(t, n, φ) − y(t, n, φ)∥Rn(t)

для всех t ∈ [0, Lε−1].
Возьмем τj ∈ Υε, j ∈ {1, ..., l} и обозначим через Ij, j = 0, l промежутки [0, τ1),

[τj, τj+1), j = 1, l − 1 и [τl, Lε
−1].

Из (12) и теоремы А. Ф. Филиппова существует решение y(·, n, φ) системы (3) такое,
что для всех t ∈ I0

∥y1(t, n, φ)− y(t, n, φ)∥Rn(t) ≤ ∥y1(0, n, φ)− y(0, n, φ)∥Rn(t)eελt + bωε2
∫ t

0

eελ(t−s)ds.

Так как y1(0, n, φ) = y(0, n, φ) = x0, то для всех t ∈ I0

∥y1(t, n, φ)− y(t, n, φ)∥Rn(t) ≤
bωε

λ
(eελt − 1).

Так как y1(τ1, n, φ) = φ(τ1, y
1(τ1 − 0, n, φ)), y(τ1, n, φ) = φ(τ1, y(τ1 − 0, n, φ)), то

∥y1(τ1, n, φ)− y(τ1, n, φ)∥Rn(t) ≤ µ
bωε

λ
(eελτ1 − 1).

Аналогично, для t ∈ I1 получим

∥y1(t, n, φ)− y(t, n, φ)∥Rn(t) ≤ ∥y1(τ1, n, φ)− y(τ1, n, φ)∥Rn(t)eελ(t−τ1) + bωε2
∫ t

τ1

eελ(t−s)ds ≤

≤ µ
bωε

λ
(eελτ1 − 1)eελ(t−τ1) +

bωε

λ
(eελ(t−τ1) − 1).

Так как µ < 1, то ∥y1(t, n, φ)− y(t, n, φ)∥Rn(t) ≤ bωε
λ
(eελt − 1).

Далее, используя метод математической индукции, легко получить, что для всех
t ∈ Ij и любого j ∈ {0, ..., l} выполняется неравенство

∥y1(t, n, φ)− y(t, n, φ)∥Rn(t) ≤
bωε

λ
(eελt − 1).

Следовательно, для всех t ∈ [0, Lε−1]

∥y1(t, n, φ)− y(t, n, φ)∥Rn(t) ≤
bωε

λ
(eλL − 1). (13)

Из (10), (11) и (13) получим

∥x(t, n, φ)− y(t, n, φ)∥Rn(t) ≤ 2bωε+
bωε

λ
(eλL − 1) + eλL

1

1− µ
bωε(eλL + 1), (14)

то есть ∥x(t, n, φ) − y(t, n, φ)∥Rn(t) ≤ Cε, где C = 2bω + bω
λ
(eλL − 1) + eλL 1

1−µ
bω(eλL + 1).

Тем самым первое утверждение теоремы доказано. Аналогично доказывается второе
утверждение теоремы.
Замечание 3. Если в условии 3) теоремы µ ≥ 1, то утверждения теоремы остаются
справедливыми, если множество Υ конечно.
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