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In the paper we consider the maximal non-Gelfand ideals and establish their properties.
We study also the locally non-Gelfand Bezout duo-domains and establish their connection with
elementary divisors of the rings.

Гельфандовi кiльця введенi в 1979 р. Малвеєм, як кiльця, для яких можливi уза-
гальнення гельфандової дуальностi. Найбiльш вiдомим їхнiм прикладом є кiльця C(X)
неперервних дiйсних функцiй на топологiчному просторi X (див., наприклад, [3]).

У данiй статтi на основi поняття гельфандового елемента, введено поняття макси-
мально негельфандового iдеалу i дослiджено деякi властивостi цих iдеалiв. Зокрема,
розглянуто гельфандовий аналог радикала Джекобсона i дослiджено його властивостi.
Вивчено локально негельфандову дуо-область Безу.

Нехай R — дуо-область. Всi необхiднi означення i факти можна знайти в [2]–[3].

Означення 1. Ненульовий елемент a ∈ R називається гельфандовим, якщо довiльний
простий правий iдеал P такий, що a ∈ P , мiститься у єдиному максимальному правому
iдеалi.

Позначимо через S = S(R) множину всiх гельфандових елементiв кiльця R. Вiдзна-
чимо, що множина S = S(R) непорожня, оскiльки, 1 ∈ S = S(R).

Твердження 1. Множина S всiх гельфандових елементiв дуо-областi Безу на R є
насиченою мультиплiкативно замкненою множиною.

Доведення. Нехай a, b ∈ S. Припустимо, що iснує простий правий iдеал P такий, що
ab ∈ P i P ⊂ M1∩M2, де M1,M2 — рiзнi максимальнi правi iдеали R. Оскiльки, ab ∈ P ,
то або a ∈ P , або b ∈ P . Якщо a ∈ P , то a ∈ P ⊂ M1 ∩ M2, що неможливо, позаяк
a ∈ S. Випадок b ∈ P розглядається подiбно. Отриманi суперечностi доводять, що S
мультиплiкативно замкнена.

Нехай ab ∈ S i a /∈ S. Тодi iснує простий правий iдеал P такий, що a ∈ P ⊂ M1∩M2,
де M1,M2 — рiзнi максимальнi правi iдеали. Тому, ab ∈ P ⊂ M1 ∩M2, що неможливо,
бо a, b ∈ S. Отже, S — насичена мультиплiкативно замкнена множина.
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Означення 2. Правий iдеал I кiльця R називається гельфандовим, якщо I мiстить хоча
б один гельфандовий елемент. У протилежному випадку, правий iдеал I називається
негельфандовим.

Зауважимо, що довiльний ненульовий елемент правого негельфандового iдеалу I є
негельфандовим.

Нехай H — множина всiх негельфандових правих iдеалiв кiльця R. Оскiльки, 0 ∈ H
то множина H непорожня. Нехай {Iα}α∈Ω — довiльний ланцюг правих iдеалiв множи-
ни H. Розглянемо правий iдеал I = ∪α∈ΩIα.

Якщо I /∈ H, то iснує такий гельфандовий елемент a, що a ∈ I. За означенням
правого iдеала I маємо, що iснує такий β ∈ Ω, що a ∈ Iβ. Тобто, за означенням, правий
iдеал Iβ є гельфандовим, що неможливо, тому, що Iβ ∈ H.

Отже, множина H — iндукована. За лемою Цорна в H iснує принаймнi один макси-
мальний елемент.

Означення 3. Правий негельфандовий iдеал N кiльця R називається максимально
негельфандовим, якщо для довiльного правого iдеалу I, де N ⊂ I, I ̸= N , iснує гель-
фандовий елемент a такий, що a ∈ I.

Сформулюємо таке елементарне твердження.

Твердження 2. Довiльний негельфандовий правий iдеал дуо-областi Безу мiститься
хоча б в одному максимальному негельфандовому правому iдеалi.

У статтi [2] доведене таке твердження.

Твердження 3. Кожний максимально негельфандовий правий iдеал дуо-областi Безу
є простим iдеалом.

Доведення. Нехай P — довiльний максимально негельфандовий правий iдеал. Доведе-
ння проведемо, мiркуючи вiд супротивного. Нехай iснують такi елементи b, c ∈ R, що
c /∈ P , b /∈ P , але cb ∈ P . Розглянемо правий iдеал P + cR. Оскiльки,

P ⊂ P + cR,

де c /∈ P , то правий iдеал P + cR є гельфандовим, тобто, iснують такi елементи p1 ∈ P
та r1 ∈ R, що елемент x = p1 + cr1 теж гельфандовий.

У випадку

P ⊂ P + bR,

подiбно маємо, що y = p2+ br2 є гельфандовим елементом для деяких елементiв p2 ∈ P
та r2 ∈ R.

Оскiльки cb ∈ P , то, очевидно, що xy ∈ P , що неможливо, бо за твердженням 1, xy
— гельфандовий елемент.

Твердження 4. Нехай R — дуо-область Безу, в якiй довiльний ненульовий простий
правий iдеал мiстить гельфандовий елемент. Тодi R — область, у якiй довiльний нену-
льовий простий правий iдеал мiститься у єдиному максимальному.
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Доведення. За твердженням 3, достатньо довести, що R не має негельфандових еле-
ментiв. Припустимо, що в R iснує ненульовий негельфандовий елемент a. Розглянемо
правий iдеал aR. Очевидно, що вiн є негельфандовим, оскiльки, a ∈ aR. Зауважимо,
що всi елементи правого iдеалу aR є негельфандовими, бо у протилежному випадку
елемент a як дiльник гельфандового елемента був би гельфандовим.

Тодi aR ⊂ M , де M — максимально негельфандовий правий iдеал, який є простим.
Оскiльки, довiльний ненульовий простий правий iдеал мiстить гельфандовий елемент
то отримаємо суперечнiсть.

Позначимо через A(R) перетин усiх максимально негельфандових правих iдеалiв.

Твердження 5. Нехай R — дуо-область Безу i елемент a — гельфандовий в R, а
b ∈ A(R). Тодi, для довiльного x ∈ R, елемент a+ bx гельфандовий.

Доведення. Припустимо, що елемент a+bx негельфандовий. Тодi, (a+bx)R негельфан-
довий правий iдеал R. За твердженням 2, iснує максимально негельфандовий правий
iдеал N , який мiстить правий iдеал (a+ bx)R, а тому, i елемент a+ bx. Оскiльки, b на-
лежить до всiх максимально негельфандових правих iдеалiв, то a = (a+ bx)− bx ∈ N ,
що неможливо за означенням правого iдеалу N .

Твердження 6. Якщо I такий правий iдеал дуо-областi Безу, що для довiльних i ∈ I
та гельфандового елемента a, елемент i+ a є гельфандовим, то I ⊂ A(R).

Доведення. Припустимо, що iснує максимально негельфандовий правий iдеал N такий,
що I * N . За означення максимально гельфандового правого iдеала, iснує гельфандо-
вий елемент a, що належить до I+N . Тодi, a = −i+n, де i ∈ I, n ∈ N . За визначенням
I маємо, що n = a+ i є гельфандовим елементом, що неможливо, бо n ∈ N .

Зауважимо, що твердження 5 та 6, встановлюють для правого iдеалу A(R) властиво-
стi, подiбнi до властивостей радикала Джекобсона. Тому, A(R) назвемо гельфандовим
аналогом радикала Джекобсона.

Наступне твердження у випадку єдиного максимального негельфандового право-
го iдеала вказує на те, що така дуо-область має властивостi подiбнi до властивостей
локальної областi.

Твердження 7. Для дуо-областi Безу, наступнi властивостi еквiвалентнi:

1) у кiльцi R iснує єдиний максимально негельфандовий правий iдеал N ;

2) сума довiльних двох негельфандових елементiв є негельфандовим елементом.

Доведення. (1) ⇒ (2). Припустимо, що iснують негельфандовi елементи a та b сума
яких a + b — гельфандовий. Через обмеження накладенi на R маємо, що a ∈ N та
b ∈ N . Оскiльки, N — правий iдеал, то

a+ b ∈ N ,

що неможливо через припущення, що a+b — гельфандовий елемент, а N — максимально
негельфандовий правий iдеал.
(2) ⇒ (1). Очевидно, оскiльки добуток будь-якого негельфандового елемента на довiль-
ний елемент кiльця є негельфандовим елементом.
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Означення 4. Дуо-кiльце R називається PM -кiльцем, якщо довiльний простий правий
iдеал R мiститься у єдиному максимальному правому iдеалi.

Зауважимо, що елемент a дуо-областi R є гельфандовим тодi i тiльки тодi, коли
фактор-кiльце R/aR є PM -кiльцем.

Поширюючи мiркування зi статтi [1] на випадок дуо-кiльця, отримаємо наступне
твердження.

Твердження 8. Нехай R є дуо-кiльце. Наступнi два твердження еквiвалентнi:

1) R є PM -кiльце;

2) з рiвностi a + b = 1 в R випливає, що (1 + ar)(1 + bs) = 0 для деяких елементiв
r, s ∈ R.

Теорема 1. Нехай R — дуо-область Безу i a ∈ R. Наступнi два твердження еквiвален-
тнi:

1) a — гельфандовий елемент;

2) якщо aR + bR + cR = R, то a = r · s, rR + bR = R, sR + bR = R.

Доведення. Нехай aR + bR + cR = R. Позначимо R = R/aR, b = b + aR, c = c + aR.
Тодi

bR + cR = R.

За твердженням 8, iснують такi елементи p, q ∈ R, що

(1 + bp)(1 + c q) = 0.

Позначимо α = 1+ bp, β = 1+ cq. Очевидно, що αR+ bR = R i βR+ cR = R, а для
α = α+R, β = β +R маємо

αβ = αβ = 0.

Звiдси αβ ∈ aR, тобто, αβ = at, для деякого елемента t ∈ R.
Нехай αR + aR = rR тодi α = rx, a = rs i xR + sR = R. Оскiльки α = rx, то a = rs

i αR+ aR = rR, то xR+ sR = R, бо xR+ bR = R. Звiдки rR+ bR = R. З огляду на те,
що αβ = at, а R — дуо-область, з рiвностi

rxβ = rst,

маємо xβ = st.
З рiвностi xR + sR = R маємо xu + sv = 1 для деяких елементiв u, v ∈ R. Звiдси

xuβ + svβ = β, а тому

xβu′ + svβ = β,

де u′ деякий елемент кiльця R такий, що uβ = βu′. З рiвностi xβ = st маємо

ytu′ + svβ = β,

тобто yj = β, а з рiвностi βR + cR = R отримуємо

sR + cR = R.
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Отже, ми довели, що a = r · s, де r, s такi, що rR + bR = R, sR + cR = R.
Нехай b + c = 1 в R. Тодi, b + c + ax = 1 для деякого елемента x ∈ R. З рiвностi

a = r · s, де r, s такi, що rR + bR = R, sR + cR = R, отримуємо

rk + bλ = 1, sω + cµ = 1,

для деяких елементiв k, λ, µ, ω ∈ R. Звiдси, (1− bλ) (1− cµ) = 0 в R. Тодi, за твердже-
нням 8, R/aR є PM -кiльцем, тобто, a — гельфандовий елемент.

Означення 5. Нехай R — дуо-область Безу. Назвемо кiльце R, кiльцем гельфандового
рангу 1, якщо для довiльних елементiв a, b ∈ R таких, що aR + bR = R, iснує такий
елемент r ∈ R, що a+ br — гельфандовий елемент.

Теорема 2. Нехай R — дуо-область Безу гельфандового рангу 1. Тодi R — кiльце
елементарних дiльникiв.

Доведення. Нехай A — довiльна матриця вигляду A =

(
a 0
b c

)
, де a, b, c такi, що

aR + bR + cR = R. Для доведення теореми нам досить встановити, що матриця A
володiє канонiчною дiагонально редукцiєю ([1]). Запишемо

ax+ by + cz = 1,

для деяких елементiв x, y, z ∈ R, звiдки bR + (ax+ cz)R = R.
Кiльце R є кiльцем гельфандового рангу 1, тому, iснує елемент t ∈ R такий, що

b+ (ax+ cz)t — гельфандовий елемент. Послiдовно маємо(
1 0
α 1

)(
a 0
b c

)(
1 0
zt 1

)
=

(
a 0
d c

)
= B

де α ∈ R такий елемент, що αa = axt, оскiльки, aR + bR + cR = R i b + (ax + cz)t = d.
Вiдповiдно до обмежень, накладених на d, за твердженням 4 маємо, що елемент d можна
подати у виглядi d = rs, де r, s такi, що rR + aR = R i sR + cR = R.

Нехай елемент p ∈ R такий, що sp + ck = 1 для деякого елемента k ∈ R. Звiдси,
отримаємо rsp+ rck = r та dp+ cr′k = r, де r′ такий елемент, що rc = cr′.

Також маємо (dp+ cq)R + aR = R, де використано позначення r′k := q.
Нехай Rp+Rq = δR. Тодi p = δp1, q = δq1 i δ = up+vq, де Rp1+Rq1 = R. Зауважимо,

що Rp ⊂ Rp1 i Rp+Rc = R, Rp1 +Rc = R. Оскiльки, Rp1 +Rq1 = R, то

Rp1 +R(p1d+ q1c) = R.

З того, що dp+ cq = (dp1 + cp1)δ та (dp+ cq)R + aR = R випливає

(dp1 + cp1)R + aR = R.

Оскiльки Rp1 +R(dp1 + cq1) = R, то p1R + (dp1 + cq1)R = R, звiдки маємо

ap1R + (dp1 + cp1)R = R.

Отже, матриця
(
a 0
d c

)
володiє дiагональною редукцiєю. Тодi, звiдси випливає, що ма-

триця A теж володiє дiагонально канонiчною редукцiєю.

Наслiдок 1. Нехай R є PM∗-дуо-область Безу. Тодi, R — кiльце елементарних дiльни-
кiв.
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Доведення. Твердження наслiдку слiдує з того факту, що PM∗-дуо-область є дуо-
областю гельфандового рангу 1.

Теорема 3. Дуо-область Безу R є областю з єдиним максимально негельфандовим
правим iдеалом тодi i лише тодi, коли для довiльних елементiв a, b ∈ R таких, що
aR + bR = R, один з елементiв a або b є гельфандовим.

Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай R — кiльце з єдиним гельфандовим правим
iдеалом, тодi для елементiв a, b ∈ R таких, що

aR + bR = R

випливає, що один з елементiв a або b є гельфандовим, оскiльки максимально негель-
фандовий правий iдеал є власним.

Доведемо достатнiсть. Нехай R — така дуо-область, що для довiльних елементiв
a, b ∈ R таких, що aR + bR = R, один з елементiв a або b є гельфандовим. Доведемо,
що кiльце R є кiльцем з єдиним максимально негельфандовим правим iдеалом. При-
пустимо, що це не так, тобто, iснують два максимально негельфандовi правi iдеали
N1, N2 ∈ R. Оскiльки, R є дуо-областю Безу i N1 i N2 — непорiвнюванi простi правi
iдеали, то

N1 +N2 = R.

Тобто, n1 + n2 = 1, де n1 ∈ N1, n2 ∈ N2. Очевидно, що

n1R + n2R = R,

а, звiдси, через обмеження накладенi на дуо-область Безу, отримуємо, що один з еле-
ментiв n1 та n2 є гельфандовими, що неможливо, тому, що N1 i N2 є максимально
негельфандовими правими iдеалами за припущенням.

Означення 6. Дуо-область Безу назвається локально гельфандовою, якщо вона мiстить
єдиний максимально негельфандовий правий iдеал.

Прикладом локально гельфандового кiльця є приклад Хенрiксона, тобто

R = {z0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n|z0 ∈ Z, ai ∈ Q}

Радикал Джекобсона — це єдиний максимально негельфандовий правий iдеал цього
кiльця.

Теорема 4. Дуо-область Безу R є локально гельфандовою тодi i лише тодi, коли для
довiльного елемента a ∈ R або a, або 1− a є гельфандовим елементом.

Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай R — локально гельфандова область. Розгля-
немо правий iдеал N — єдиний максимально негельфандовий. Вiзьмемо довiльний еле-
мент a ∈ N . Очевидно, що (1− a) /∈ N . Отже, 1− a є гельфандовим елементом.

Розглянемо iнший варiант, тобто, a /∈ N . Тодi, елемент a є гельфандовим. Необхi-
днiсть доведено.

Доведемо достатнiсть. Припустимо, що iснує два максимально негельфандовi правi
iдеали N1 та N2. Очевидно, що N1 +N2 = R. Звiдси маємо, що n1 + n2 = 1, де n1 ∈ N1,
n2 ∈ N2. Тодi один з елементiв n1 або 1−n1 є гельфандовим. Отримали суперечнiсть.

Наступнi твердження є наслiдками з теореми 1.
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Теорема 5. Дуо-область Безу R, в якiй кожен ненульовий простий правий iдеал мiс-
титься у єдиному максимальному правому iдеалi, є локально гельфандовим кiльцем.

Теорема 6. Довiльна локально гельфандова дуо-область Безу R є кiльцем елеметарних
дiльникiв.

Доведення. За теоремою 2, для доведення теореми 6 досить встановити, що локально
гельфандова дуо-область Безу є кiльцем гельфандового рангу 1.

Нехай aR = bR = R. Якщо a — гельфандовий елемент, тодi a + b · 0 — шукане
представлення. Якщо ж a не гельфандовий, тодi з очевидної рiвностi

aR + (a+ b)R = R

i теореми 3 випливає, що a+ b ·1 — гельфандовий елемент, а це означає, що R є кiльцем
гельфандового рангу 1.
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