
Математичнi Студiї. Т.46, №1 Matematychni Studii. V.46, No.1

УДК 519.5

М. М. Бокало, А. М. Цебенко

ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ В ЗАДАЧАХ БЕЗ ПОЧАТКОВИХ УМОВ

ДЛЯ ЕВОЛЮЦIЙНИХ ВАРIАЦIЙНИХ НЕРIВНОСТЕЙ

M. M. Bokalo, A. M. Tsebenko. Optimal control in problems without initial conditions for
evolutionary variational inequalities, Mat. Stud. 46 (2016), 51–66.

Optimal control in problems without initial conditions for the evolution variational inequal-
ities is studied. Control functions are contained in a free member of the inequalities. The case
of general cost function is considered, which includes either cases of distributed observations
or final observations. The existence of an optimal control is proved.

Вступ. У цiй працi розглядаємо проблему, пов’язану з оптимальним керуванням систе-
мами, стан яких описується задачею без початкових умов для еволюцiйних варiацiйних
нерiвностей. Наведемо приклад дослiджуваних тут задач.

Нехай p > 2, Ω — обмежена область в Rn (n ∈ N) з кусково-гладкою межею ∂Ω.
Позначимо Q := Ω × (−∞, 0], Σ := ∂Ω × (−∞, 0], Ωt := Ω × {t} ∀ t ∈ R. Нехай Lq(F ),
де q ∈ [1,∞], F — вимiрна множина в Rk (k = n або k = n + 1), — стандартний
простiр Лебега; Lq

loc(Q) — простiр визначених на Q i вимiрних функцiй таких, що їх
звуження на будь-яку вимiрну обмежену множину Q′ ⊂ Q належить Lq(Q′); W 1,p(Ω) =
{v ∈ Lp(Ω) | vxi

∈ Lp(Ω) (i = 1, n)} — стандартний простiр Соболєва.
Припустимо, що U := L2(Q) — простiр керувань, U∂ — опукла замкнена множина в U

— множина допустимих керувань. Нехай K — опукла замкнена множина в W 1,p(Ω), що
мiстить 0. Стан керованої еволюцiйної системи для кожного керування u ∈ U∂ описуємо
функцiєю y = y(u) = y(x, t;u), (x, t) ∈ Q, з простору Lp

loc(Q) такою, що yxi
∈ Lp

loc(Q)
(i = 1, n), yt ∈ L2

loc(Q), i для майже всiх t ∈ S маємо y(·, t;u) ∈ K та∫
Ωt

{yt(v− y)+ |∇y|p−2∇y∇(v− y)+ |y|p−2y(v− y)} dx ≥
∫
Ωt

(f +u)(v− y) dx ∀ v ∈ K, (1)

де f ∈ L2
loc(Q) — задана функцiя, ∇y := (yx1 , . . . , yxn).

Нехай функцiю вартостi J : U∂ → R маємо у виглядi

J(u) = ∥y(·, 0;u)− z0(·)∥2L2(Ω) + µ∥u∥2L2(Q),

де µ > 0, z0 ∈ L2(Ω) — заданi.
Тодi задача, яка нас цiкавить, формулюється так: знайти u∗ ∈ U∂ таке, що

J(u∗) = inf
u∈U∂

J(u).
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Як показано далi, ця задача має розв’язок.
Вiдмiтимо, що нерiвнiсть (1) можна записати в бiльш абстрактнiй, але зручнiй для

дослiдження, формi. Справдi, провiвши вiдповiднi ототожнення функцiй i функцiо-
налiв, матимемо неперервнi та щiльнi вкладення W 1,p(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ (W 1,p(Ω))′, де
(W 1,p(Ω))′ — спряжений до W 1,p(Ω) простiр. Легко бачити, що в цьому випадку для
будь-яких h ∈ L2(Ω) i v ∈ W 1,p(Ω) маємо ⟨h, v⟩ = (h, v), де ⟨·, ·⟩ — позначення дiї еле-
мента з (W 1,p(Ω))′ на елемент з W 1,p(Ω), а (·, ·) — скалярний добуток в L2(Ω). Тому
можемо використовувати позначення (·, ·) замiсть ⟨·, ·⟩.

Введемо позначення S := (−∞, 0], V := W 1,p(Ω), H := L2(Ω) i визначимо оператор
A : V → V ′ за правилом

(A(v), w) =

∫
Ω

[
|∇v|p−2∇v∇w + |v|p−2vw

]
dx, v, w ∈ V.

Тодi задача на визначення стану системи полягає у вiдшуканнi функцiї
y ∈ Lp

loc(S;V ) такої, що y′ ∈ L2
loc(S;H) та для майже всiх t ∈ S маємо y(t) ∈ K i

(y′(t) + A(y(t)), v − y(t)) ≥ (f(t) + u(t), v − y(t)) ∀ v ∈ K, (2)

де f ∈ L2
loc(S;H) — задана функцiя, u ∈ U∂ ⊂ U = L2(S;H) — допустиме керування.

Вiдмiтимо, що варiацiйну нерiвнiсть (2) можна записати у виглядi субдиференцiаль-
ного включення. Для цього покладемо IK(v) := 0, якщо v ∈ K, i IK(v) := +∞, якщо
v ∈ V \K, а також

Φ(v) =
1

p

∫
Ω

|∇v|p dx+ IK(v), v ∈ V.

Легко переконатись, що функцiонал Φ: V → R ∪ {+∞} є опуклим i напiвнеперервним
знизу. Тодi з вiдомих результатiв (див., наприклад, [24, с. 83]) випливає, що задачу на
знаходження розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (2) можна записати у виглядi задачi для
субдиференцiального включення: знайти функцiю y ∈ Lp

loc(S;V ) таку, що y′ ∈ L2
loc(S;H)

i для майже всiх t ∈ S маємо y(t) ∈ D(∂Φ) та

y′(t) + ∂Φ(y(t)) ∋ f(t) + u(t) в H. (3)

Саме задачами оптимального керування для систем, стан яких описується еволю-
цiйними включеннями типу (3), i присвячена ця праця. Принагiдно вiдзначимо, що у
вiдомих монографiях [3, 24] та багатьох статтях, присвячених згаданiй тематицi, ди-
ференцiальнi включення часто називають варiацiйними нерiвностями. В нашiй роботi
будемо притримуватися цiєї традицiї.

Задачi оптимального керування системами, стан яких описується варiацiйними не-
рiвностями, є досить популярними. Велика кiлькiсть таких задач була розглянута у
монографiї [3] та iнших працях (див., наприклад, [1, 10, 16, 17]). Зокрема, у працi [1]
розглядається задача оптимального керування системами, стан яких описується парабо-
лiчними варiацiйними нерiвностями. Там доведено iснування оптимального керування
та виведено необхiднi умови оптимальностi. У працi [16] дослiджено оптимальне керу-
вання системами, що описуються параболiчними варiацiйними нерiвностями у випадку,
коли область змiни просторового аргументу не обов’язково є обмеженою. У працi [17]
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доведено iснування оптимального керування системами, стан яких описується нелiнiй-
ними варiацiйними нерiвностями у випадку, коли керування є коефiцiєнтом нерiвностi,
використовуючи прямий метод варiацiйного числення i лему про компактнiсть.

Ця праця присвячена задачам оптимального керування системами, стан яких опису-
ється еволюцiйними варiацiйними нерiвностями без початкових умов. Частковим випад-
ком задачi без початкових умов для еволюцiйних варiацiйних нерiвностей є задача без
початкових умов або, iншими словами, задача Фур’є для еволюцiйних рiвнянь. Дослi-
дження задачi без початкових умов для еволюцiйних рiвнянь та варiацiйних нерiвностей
проводились у працях [5, 6, 9, 13, 15, 18, 19, 20, 21, 22, 26] та iн. Вiдзначимо, що єдинiсть
розв’язкiв цiєї задачi для лiнiйних параболiчних рiвнянь та варiацiйних нерiвностей мо-
жлива лише при певних обмеженнях на поведiнку розв’язкiв при t → −∞. Вперше це у
випадку рiвняння теплопровiдностi строго обґрунтував А. М. Тiхонов ([27]). Натомiсть,
як показав М. М. Бокало ([9]), задача без початкових умов для деяких нелiнiйних па-
раболiчних рiвнянь має єдиний розв’язок в класi функцiй з довiльною поведiнкою при
t → −∞. Аналогiчнi результати отримано i для еволюцiйних варiацiйних нерiвностей
в [5].

Задачi оптимального керування системами, стан яких описується задачами без по-
чаткових умов для еволюцiйних рiвнянь ранiше вже дослiджувались авторами (див.,
наприклад, [8, 7]). А от, наскiльки нам вiдомо, задачi оптимального керування система-
ми, стан яких описується задачами без початкових умов для варiацiйних нерiвностей
ранiше зовсiм не розглядалися, що i слугує однiєю з мотивацiй для дослiдження таких
задач.

Робота складається з чотирьох роздiлiв. У першому роздiлi наведенi основнi по-
значення, означення функцiйних просторiв та допомiжнi твердження. Формулювання
задачi оптимального керування та основного результату мiститься у другому роздiлi.
У третьому роздiлi доводиться коректнiсть задачi без початкових умов для варiацiйних
нерiвностей. Обґрунтування основного результату наведено у четвертому роздiлi.
1. Основнi позначення та допомiжнi факти. Нехай V — сепарабельний рефлексив-
ний банахiв простiр над полем дiйсних чисел з нормою ∥ · ∥, а H — гiльбертiв простiр
над полем дiйсних чисел зi скалярним добутком (·, ·) та нормою | · |. Припускаємо, що
простiр V компактно, неперервно i щiльно вкладається в H, тобто, V є пiдмножиною H,
замикання V в H збiгається з H, iснує стала λ > 0 така, що

λ|v|2 ≤ ∥v∥2 ∀v ∈ V, (4)

та для будь-якої послiдовностi {wk}∞k=1, обмеженої в V , iснує елемент w ∈ V та пiдпо-
слiдовнiсть {wkj}∞j=1 послiдовностi {wk}∞k=1 такi, що wkj −→

j→∞
w сильно в H.

Нехай V ′ i H ′ спряженi вiдповiдно до V та H простори i вважатимемо (провiв-
ши вiдповiдне ототожнення функцiоналiв), що простiр H ′ є пiдпростором простору V ′.
Ототожнивши (на пiдставi теореми Рiсса) простори H та H ′, отримаємо неперервнi та
щiльнi вкладення

V ⊂ H ⊂ V ′ . (5)
Зауважимо, що в даному випадку ⟨g, v⟩V = (g, v) для будь-яких v ∈ V, g ∈ H, де ⟨·, ·⟩V
означає дiю елемента з V ′ на елемент з V (канонiчний добуток на V × V ′). Тому далi
вживатимемо позначення (·, ·) замiсть ⟨·, ·⟩V . Також використовуватимемо позначення
∥ · ∥∗ для норми в V ′. Зауважимо, що

λ∥h∥2∗ ≤ |h|2 ∀h ∈ H, (6)
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де λ — стала з нерiвностi (4). Справдi, на пiдставi (4) маємо

∥h∥∗ = sup
v∈V,∥v∥=1

|(h, v)| ≤ sup
v∈V,∥v∥=1

|h||v| ≤ λ−1/2|h|.

Нехай S := (−∞, 0].
Введемо потрiбнi нам далi простори функцiй i розподiлiв, визначених на чиcловому

промiжку зi значеннями в банаховому просторi. Нехай X — довiльний банахiв простiр
з нормою ∥·∥X . Через C(S;X) позначатимемо простiр визначених i неперервних на S зi
значеннями в X функцiй. Скажемо, що послiдовнiсть {zm}∞m=1 збiгається до z в C(S;X),
якщо для будь-яких t1, t2 ∈ S (t1 < t2) послiдовнiсть звужень членiв послiдовностi
{zm}∞m=1 на вiдрiзок [t1, t2] збiгається до звуження z на цей вiдрiзок в C([t1, t2];X).

Нехай q ∈ [1,∞], q′ — спряжене до q, тобто, 1/q + 1/q′ = 1. Пiд Lq
loc(S;X) розу-

мiтимемо лiнiйний простiр визначених i вимiрних на S зi значеннями в X функцiй
таких, що для будь-яких t1, t2 ∈ S (t1 < t2) їх звуження на вiдрiзок [t1, t2] належать
простору Lq(t1, t2;X). Скажемо, що послiдовнiсть {zm}∞m=1 обмежена (вiдповiдно, збi-
гається до z сильно (вiдповiдно, слабко чи ∗-слабко)) в Lq

loc(S;X), якщо для будь-яких
t1, t2 ∈ S (t1 < t2) послiдовнiсть звужень членiв послiдовностi {zm}∞m=1 на вiдрiзок
[t1, t2] обмежена (вiдповiдно, збiгається до звуження z на цей вiдрiзок сильно (вiдповiд-
но, слабко чи ∗-слабко)) в Lq(t1, t2;X).

Пiд D′(−∞, 0;V ′
w) розумiтимемо простiр визначених на D(−∞, 0) зi значеннями в

V ′ розподiлiв, тобто простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв на D(−∞, 0) зi значе-
ннями в V ′

w (тут i далi D(−∞, 0) — простiр нескiнченно диференцiйовних i фiнiтних
на (−∞, 0) функцiй, V ′

w — лiнiйний простiр V ′ з слабкою топологiєю). Легко переко-
натися (враховуючи (5)), що простори Lq

loc(S;V ), L2
loc(S;H), Lq′

loc(S;V
′) можна отото-

жнити з вiдповiдними пiдпросторами простору розподiлiв D′(−∞, 0;V ′
w). Це, зокрема,

дозволяє говорити про похiднi z′ функцiй z з Lq
loc(S;V ) i L2

loc(S;H) в сенсi розподiлiв
D′(−∞, 0;V ′

w) i про належнiсть таких похiдних до L2
loc(S;H) чи Lq′

loc(S;V
′).

Через H1
loc(S;H) позначатимемо простiр функцiй z ∈ L2

loc(S;H) таких, що z′ ∈
L2
loc(S;H). Введемо ще простiр

Wp(S) := {z ∈ Lp
loc(S;V )

∣∣ z′ ∈ Lp′

loc(S;V
′)}. (7)

З вiдомих результатiв (див., наприклад, [14], с. 177–179) легко випливає, що Wp(S) ⊂
C(S;H) i для довiльной функцiї z ∈ Wp(S) функцiя t → |z(t)|2 є абсолютно неперервною
на будь-якому вiдрiзку променя S та виконується рiвнiсть

d

dt
|z(t)|2 = 2(z′(t), z(t)) для майже всiх t ∈ S. (8)

В цiй роботi використовуватимемо такi вiдомi факти.

Твердження 1 (нерiвнiсть Гельдера [14, с. 158]). Нехай q ∈ [1,∞], 1/q + 1/q′ = 1, t1,
t2 ∈ R, (t1 < t2), X — банахiв простiр, X ′ — спряжений до X, ⟨·, ·⟩X — дiя елемента з X ′

на елемент з X. Тодi, якщо v ∈ Lq(t1, t2;X) i w ∈ Lq′(t1, t2;X
′), то ⟨w(·), v(·)⟩X ∈ L1

(
t1, t2

)
i ∫ t2

t1

⟨w(t), v(t)⟩Xdt 6 ∥w∥Lq′ (t1,t2;X′)∥v∥Lq(t1,t2;X).
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Твердження 2 ([9, лема 1.1]). Нехай невiд’ємна i абсолютно неперервна на кожному
вiдрiзку з S функцiя w задовольняє диференцiальну нерiвнiсть

w′(t) + β(t)χ
(
w(t)

)
6 0 для майже всiх t ∈ S,

де β ∈ L1
loc(S), β(t) > 0 для майже всiх t ∈ S,

∫
−∞ β(t)dt = +∞, χ ∈ C

(
[0,+∞)

)
,

χ(0) = 0, χ(s) > 0 при s > 0 i
∫ +∞ ds

χ(s)
< +∞. Тодi w ≡ 0 на S.

Твердження 3 ([28, с. 173,179]). Нехай X — банахiв простiр з нормою ∥ · ∥X , а {vk}∞k=1

— послiдовнiсть елементiв простору X, яка слабко або ∗-слабко збiжна до v в X. Тодi
lim
k→∞

∥vk∥X > ∥v∥X .

Твердження 4 ([2, теорема Обена], [4, c. 393]). Нехай q > 1, r > 1, t1, t2 ∈ R (t1 < t2) i
W ,L,B — банаховi простори такi, що W

c
⊂L 	 B (тут

c
⊂ означає компактне вкладення,

а 	 — неперервне вкладення). Тодi

{z ∈ Lq(t1, t2;W) | z′ ∈ Lr(t1, t2;B)}
c
⊂
(
Lq(t1, t2;L) ∩ C([t1, t2];B)

)
(9)

Зауваження 1. Вкладення (9) розумiється так, якщо послiдовнiсть {zm}∞m=1 є обмеже-
ною у просторi Lq(t1, t2;W) i послiдовнiсть {z′m}∞m=1 є обмеженою у просторi
Lr(t1, t2;B), то iснують функцiя z ∈ Lq(t1, t2;L) ∩ C([t1, t2];B) i пiдпослiдовнiсть
{zmj

}∞j=1 послiдовностi {zm}∞m=1 такi, що zmj
−→
j→∞

z в C([t1, t2];B) i сильно в Lq(t1, t2;L).

Твердження 5. Якщо послiдовнiсть {zm}∞m=1 є обмеженою у просторi Lp
loc(S;V ) i по-

слiдовнiсть {z′m} є обмеженою у просторi L2
loc(S;H), то iснують функцiя z ∈ Lp

loc(S;V ),
z′ ∈ L2

loc(S;H) i пiдпослiдовнiсть {zmj
}∞j=1 послiдовностi {zm}∞m=1 такi, що zmj

−→
j→∞

z в

C(S;H) i слабко в Lp
loc(S;V ), а також, z′mj

−→
j→∞

z′ слабко в L2
loc(S;H).

Доведення. З твердження 4 при q = p, r = 2, W = V , L = B = H випливає, що для
будь-яких t1, t2 ∈ S (t1 < t2) з послiдовностi звужень членiв послiдовностi {zm}∞m=1 на
вiдрiзок [t1, t2] можна вибрати пiдпослiдовнiсть, яка збiгається в C([t1, t2];H) i слабко
в Lp(t1, t2;V ), а послiдовнiсть похiдних членiв цiєї пiдпослiдовностi слабко збiгається
в L2(t1, t2;H). Для кожного k ∈ N виберемо пiдпослiдовнiсть {zm(k,j)}∞j=1 даної послi-
довностi, яка збiгається в C([−k, 0];H) i слабко в Lp(−k, 0;V ) до деякої функцiї ẑk ∈
C([−k, 0];H) ∩ Lp(−k, 0;V ), а послiдовнiсть {z′m(k,j)}∞j=1 слабко збiгається до її похiдної
ẑ′k в L2(−k, 0;H). При цьому виборi слiдкуємо за тим, щоби послiдовнiсть {zm(k+1,j)}∞j=1

була пiдпослiдовнiстю послiдовностi {zm(k,j)}∞j=1. Тепер згiдно з дiагональним процесом
вибираємо потрiбну нам пiдпослiдовнiсть у виглядi {zm(j,j)}∞j=1, а функцiю z визначимо
за правилом: для кожного k ∈ N приймаємо z(t) := ẑk(t) для t ∈ (−k,−k + 1].

Нехай Φ: V → (−∞,+∞] — власний функцiонал, тобто Φ ̸≡ 0, який задовольняє
такi умови:

(A1) Φ
(
αv + (1− α)w

)
6 αΦ(v) + (1− α)Φ(w) ∀ v, w ∈ V, ∀α ∈ [0, 1],

тобто, Φ є опуклим,
(A2) vk −→

k→∞
v в V =⇒ lim

k→∞
Φ(vk) ≥ Φ(v),

тобто, Φ є напiвнеперервним знизу.
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Позначимо через dom(Φ) := {v ∈ V : Φ(v) < +∞} ефективну область визначення
функцiоналу Φ.

Нагадаємо, що субдиференцiалом функцiоналу Φ називають вiдображення ∂Φ: V →
2V

′ , визначене за правилом

∂Φ(v) := {v∗ ∈ V ′ | Φ(w) > Φ(v) + (v∗, w − v) ∀ w ∈ V }, v ∈ V,

а областю визначення субдиференцiала ∂Φ — множину D(∂Φ) := {v ∈ V | ∂Φ(v) ̸= ∅}.
Ми ототожнюватимемо субдиференцiал ∂Φ з його графiком, вважаючи, що [v, v∗] ∈ ∂Φ
тодi i лише тодi, коли v∗ ∈ ∂Φ(v), тобто, ∂Φ = {[v, v∗] | v ∈ D(∂Φ), v∗ ∈ ∂Φ(v))}. Р.
Рокафеллар у роботi [23, теорема A] довiв, що субдиференцiал ∂Φ є максимальним
монотонним оператором, тобто,

(v∗1 − v∗2, v1 − v2) > 0 ∀ [v1, v
∗
1], [v2, v

∗
2] ∈ ∂Φ

i для будь-якого елемента [v1, v
∗
1] ∈ V × V ′ правильна iмплiкацiя

(v∗1 − v∗2, v1 − v2) > 0 ∀ [v2, v
∗
2] ∈ ∂Φ =⇒ [v1, v

∗
1] ∈ ∂Φ.

Додатково припустимо, що виконуються ще такi умови:

(A3) iснують сталi p > 2, K1 > 0 такi, що

Φ(v) > K1∥v∥p ∀ v ∈ dom(Φ);

крiм того, Φ(0) = 0;

(A4) iснують сталi q ∈ (2, p], K2 > 0 такi, що

(v∗1 − v∗2, v1 − v2) > K2|v1 − v2|q ∀ [v1, v
∗
1], [v2, v

∗
2] ∈ ∂Φ.

Розглянемо еволюцiйну варiацiйну нерiвнiсть

y′(t) + ∂Φ
(
y(t)

)
∋ f(t), t ∈ S, (10)

де f : S → V ′ — задана функцiя.

Означення 1. Нехай виконуються умови (A1) — (A3) i f ∈ Lp′

loc(S;V
′). Функцiю y на-

зиватимемо розв’язком варiацiйної нерiвностi (10), якщо вона задовольняє такi умови:

1) y ∈ Wp(S);
2) y(t) ∈ D(∂Φ) для майже всiх t ∈ S;

3) iснує функцiя g ∈ Lp′

loc(S;V
′) така, що для майже всiх t ∈ S маємо g(t) ∈ ∂Φ

(
y(t)

)
i

y′(t) + g(t) = f(t) в V ′.

Задачу на знаходження розв’язку варiацiйної нерiвностi (10) при заданих Φ i f на-
зиватимемо задачею без початкових умов для eволюцiйної варiацiйної нерiвностi (10)
або, коротко, задачею P(Φ, f), а функцiю y — її розв’язком.

Зауваження. Задачу P(Φ, f) можна замiнити на таку. Нехай K — опукла i замкнена
множина в V , A : V → V ′ — монотонний, обмежений i семiнеперервний оператор такий,
що (A(v), v) ≥ K1∥v∥p ∀v ∈ V , де K1 = const > 0. Задача полягає у знаходженнi
функцiї y ∈ Wp(S) такої, що для майже всiх t ∈ S маємо y(t) ∈ K i

(y′(t) + A(y(t)), v − y(t)) ≥ (f(t), v − y(t)) ∀ v ∈ K.



ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ У ЗАДАЧАХ БЕЗ ПОЧАТКОВИХ УМОВ 57

Теорема 1. Нехай виконуються умови (A1) – (A4) i f ∈ L2
loc(S;H). Тодi задача P(Φ, f)

має єдиний розв’язок i вiн належить простору L∞
loc(S;V ) ∩ H1

loc(S;H) ⊂ C(S;H) та
задовольняє оцiнки:

max
t∈[t1,t2]

|y(t)|2 +
∫ t2

t1

∥y(t)∥pdt 6 C1 δ
− 2

p−2 + C2

∫ t2

t1−δ

|f(t)|p′dt, (11)

ess sup
t∈[t1,t2]

∥y(t))∥p +
∫ t2

t1

|y′(t)|2dt 6 C3 δ
− p

p−2 + 2

∫ t2

t1−δ

|f(t)|2dt+ C4 δ
−1

∫ t1

t1−2δ

|f(t)|p′dt

∀t1, t2 ∈ S (t1 < t2), ∀δ > 0, (12)

де Ci (i = 1, 4) — додатнi сталi, що залежать лише вiд K1, p i λ.

Доведення цiєї теореми буде дано в роздiлi 3.

2. Формулювання задачi та основних результатiв. Нехай H∗ — гiльбертiв простiр
зi скалярним добутком (·, ·)H∗ та нормою ∥ · ∥H∗ :=

√
(·, ·)H∗ . Розглядаємо простiр U :={

u ∈ L2
loc(S;H∗)

∣∣ ∫
S
ω(t)∥u(t)∥2H∗dt < ∞

}
, де функцiя ω з простору C(S) така, що

ω(t) > 0 ∀t ∈ S. Вважаємо цей простiр простором керувань. Вiн є гiльбертовим iз
скалярним добутком та нормою, вiдповiдно,

(u1, u2)U :=

∫
S

ω(t)(u1(t), u2(t))H∗dt, u1, u2 ∈ U, ∥u∥U :=

(∫
S

ω(t)∥u(t)∥2H∗dt

)1/2

, u ∈ U.

Нехай U∂ — опукла та замкнена пiдмножина в U — множина допустимих керувань.
Припустимо, що

(C) C ∈ L
(
H∗;H

)
;

(F) f ∈ L2
loc(S;H).

Зауважимо, що оператор C (див. умову (C)) можна трактувати як оператор C :
L2
loc(S;H∗) → L2

loc(S;H), визначивши його за правилом: для будь-якого елемента u ∈
L2
loc(S;H∗) пiд Cu розумiємо елемент з L2

loc(S;H) такий, що (Cu)(t) = Cu(t) для майже
кожного t ∈ S. Так введений оператор є лiнiйним та неперервним. Справдi, лiнiйнiсть
цього оператора є очевидною, а з умови (C) випливає, що для майже всiх t ∈ S та
для кожного u ∈ L2

loc(S;H∗) маємо нерiвнiсть |Cu(t)|2 ≤ ∥C∥2L(H∗,H)∥u(t)∥2H∗ . Проiнте-
грувавши цю нерiвнiсть вiд t1 до t2, де t1, t2 ∈ S — довiльнi, отримаємо нерiвнiсть∫ t2
t1

|Cu(t)|2dt ≤ ∥C∥2L(H∗,H)

∫ t2
t1

∥u(t)∥2H∗dt, звiдки випливає неперервнiсть оператора C.
Стан керованої еволюцiйної системи y(u) = y(·;u) для заданого керування u ∈ U∂

описуємо розв’язком задачi P(Φ, f + Cu), тобто, задачi без початкових умов для ево-
люцiйної варiацiйної нерiвностi

y′(t) + ∂Φ
(
y(t)

)
∋ f(t) + Cu(t), t ∈ S. (13)

На пiдставi теореми 1 маємо тiльки одну функцiю y(u), яка є розв’язком задачi
P(Φ, f + Cu).

Нехай G : C(S;H) → R — функцiонал, який задовольняє умову:

(G) G є напiвнеперервним знизу в C(S;H) i, крiм того, inf
z∈C(S;H)

G(z) > −∞.
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Функцiю вартостi J : U → R вiзьмемо у виглядi

J(u) := G(y(u)) + µ∥u∥2U , u ∈ U, (14)

де µ > 0 — стала.

Задача оптимального керування, яку ми розглядаємо, полягає у знаходженнi
елементiв u∗ ∈ U∂ таких, що

J(u∗) = inf
u∈U∂

J(u). (15)

Цю задачу коротко називатимемо задачею (15), а її розв’язки — оптимальними керу-
ваннями.

Основним результатом цiєї працi є таке твердження.

Теорема 2. Нехай виконуються умови (A1)–(A4), (C), (F) та (G). Тодi iснує розв’язок
задачi (15).

Доведення цiєї теореми дамо в роздiлi 4.

3. Коректнiсть задачi без початкових умов для нелiнiйних параболiчних
включень. Розглянемо питання iснування та єдиностi розв’язку задачi P(Φ, f), а то-
чнiше, доведемо теорему 1.
Єдинiсть розв’язку. Припустимо, що задача P(Φ, f) має бiльше одного розв’язку i нехай
y1, y2 — два (рiзнi) розв’язки задачi P(Φ, f). Тодi для кожного i ∈ {1, 2} iснують функцiї
gi ∈ Lp′

loc(S;V
′) такi, що для майже всiх t ∈ S маємо gi(t) ∈ ∂Φ

(
yi(t)

)
i

y′i(t) + gi(t) = f(t) в V ′, i = 1, 2. (16)

Покладемо z := y1 − y2. З рiвностей (16) для майже всiх t ∈ S отримаємо

z′(t) + g1(t)− g2(t) = 0 в V ′. (17)

Помноживши рiвнiсть (17) для майже кожного t ∈ S скалярно на z(t), дiстанемо

(z′(t), z(t)) + (g1(t)− g2(t), y1(t)− y2(t)) = 0. (18)

На пiдставi рiвностi (8), умови (A4) та того, що gi(t) ∈ ∂Φ(yi(t)) (i = 1, 2) для майже
всiх t ∈ S, отримаємо таку диференцiальну нерiвнiсть

1

2

d|z(t)|2

dt
+K2

(
|z(t)|2

)q/2 6 0 для майже всiх t ∈ S. (19)

З (19), врахувавши, що q/2 > 1, та використавши твердження 2, отримаємо рiвнiсть
z ≡ 0 на S, тобто, y1 = y2 майже всюди на S. Отримане протирiччя завершує доведення
єдиностi розв’язку задачi P(Φ, f).

Iснування розв’язку. Доведення iснування розв’язку задачi P(Φ, f) проведемо у три
кроки.
Крок 1 (апроксимацiя розв’язку). Спочатку визначимо функцiонал ΦH : H → R∞ за
правилом: ΦH(v) := Φ(v), якщо v ∈ V , i ΦH(v) := +∞ в iншому випадку. Вiдзначи-
мо, що з умов (A1), (A2), леми IV.5.2 та твердження IV.5.2 монографiї [24] випливає,
що ΦH є власним, опуклим i напiвнеперервним знизу функцiоналом на просторi H,
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dom(ΦH) = dom(Φ) ⊂ V i ∂ΦH = ∂Φ ∩ (V × H), де ∂ΦH : H → 2H — субдиференцiал
функцiонала ΦH . Крiм того, з умови (A3) випливає, що 0 ∈ ∂ΦH(0).

Тепер побудуємо послiдовнiсть функцiй, що в певному сенсi апроксимують розв’язок
задачi P(Φ, f).

Нехай f̂k(t) := f(t) для t ∈ Sk := [−k, 0], де k ∈ N. Для кожного k ∈ N розглянемо
задачу знаходження функцiї ŷk ∈ H1(Sk;H) такої, що для майже всiх t ∈ Sk маємо
ŷk(t) ∈ D(∂ΦH) та

ŷ ′
k(t) + ∂ΦH

(
ŷk(t)

)
∋ f̂k(t) в H, (20a)

ŷk(−k) = 0. (20b)

Варiацiйна нерiвнiсть (20a) означає, що iснує функцiя ĝk ∈ L2(Sk;H) така, що для
майже всiх t ∈ Sk маємо ĝk(t) ∈ ∂ΦH(ûk(t)) i

ŷ ′
k(t) + ĝk(t) = f̂k(t) в H. (21)

Далi використаємо таке твердження.

Твердження 6 ([12, твердження 3.12], [24, твердження IV.5.2]). Нехай T > 0, f̃ ∈
L2(0, T ;H) i z0 ∈ dom(Φ). Тодi iснує єдина функцiя z ∈ H1(0, T ;H) така, що z(0) = z0 i
для майже всiх t ∈ (0, T ) правильними є включення z(t) ∈ D(∂Φ) та

z′(t) + ∂Φ
(
z(t)

)
∋ f̃(t) в H.

З твердження 6 випливає iснування єдиного розв’язку задачi (20). Вiдзначимо, що
D(∂ΦH) ⊂ dom(ΦH), а тому ŷk(t) ∈ V для майже всiх t ∈ Sk. Згiдно з означенням
субдиференцiалу функцiоналу i того, що ĝk(t) ∈ ∂Φ(ŷ(t)) для майже всiх t ∈ Sk, маємо

Φ(0) ≥ Φ(ŷk(t)) + (ĝk(t), 0− ŷk(t)) для майже всiх t ∈ Sk.

Звiдси та з умов (A3) маємо

(ĝk(t), ŷk(t)) ≥ Φ(ŷk(t)) ≥ K1∥ŷk(t)∥p для майже всiх t ∈ Sk. (22)

Оскiльки лiва частина цiєї низки нерiвностей належить до L1(Sk), то ŷk належить до
Lp(Sk;V ).

Продовжимо для кожного k ∈ N функцiї f̂k, ŷk i ĝk на весь промiжок S, поклавши
їх рiвними 0 на (−∞,−k], i позначимо цi продовження, вiдповiдно, через fk, yk та gk.
Зi сказаного вище випливає, що для кожного k ∈ N функцiя yk належить до Lp(S;V ),
її похiдна y′k належить до L2(S;H) i для майже всiх t ∈ S правильними є включення
gk(t) ∈ ∂ΦH

(
yk(t)

)
i рiвнiсть (див. (21))

y′k + gk(t) = fk(t) в H. (23)

Для того, щоб показати збiжнiсть послiдовностi {yk}+∞
k=1 до розв’язку задачi P(Φ; f)

нам будуть потрiбнi деякi оцiнки функцiй yk, k ∈ N.
Крок 2 (оцiнки апроксимуючих розв’язкiв).

Нехай θ1 ∈ C1(R) така, що θ1(t) = 0 при t ∈ (−∞,−1], θ1(t) = e
t2

t2−1 при t ∈ (−1, 0),
θ1(t) = 1 при t ∈ [0,+∞). Очевидно, що θ′1(t) ≥ 0 для будь-якого t ∈ R i

sup
t∈(−1,0)

θ′1(t)

θν1(t)
= C5(ν) < ∞ (24)
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для кожного 0 < ν < 1, де C5(ν) > 0 — стала, що залежить лише вiд ν.
Нехай t1, t2 ∈ S (t1 < t2), δ > 0 — довiльнi фiксованi числа. Покладемо

θ(t) := θ1((t− t1)/δ) ∀t ∈ S.

Нехай k ∈ N — яке-небудь число. Очевидно, що θyk ∈ L2(S;H). Домножимо (23) ска-
лярно на θyk та проiнтегруємо за t вiд t1 − δ до τ ∈ [t1, t2]. У результатi отримаємо∫ τ

t1−δ

θ(t)(y′k(t), yk(t))dt+

∫ τ

t1−δ

θ(t)(gk(t), yk(t))dt =

∫ τ

t1−δ

θ(t)(fk(t), yk(t))dt.

Звiдси, використавши рiвнiсть (8), матимемо∫ τ

t1−δ

θ(t)
d

dt
|yk(t)|2dt+ 2

∫ τ

t1−δ

θ(t)(gk(t), yk(t))dt = 2

∫ τ

t1−δ

θ(t)(fk(t), yk(t))dt. (25)

Iнтегруючи частинами перший доданок лiвої частини рiвностi (25), дiстанемо

|yk(τ)|2 + 2

∫ τ

t1−δ

θ(t)(gk(t), yk(t))dt =

∫ t1

t1−δ

θ′(t)|yk(t)|2dt+ 2

∫ τ

t1−δ

θ(t)(fk(t), yk(t))dt. (26)

Враховуючи означення yk та (22), отримаємо, що

(gk(t), yk(t)) ≥ Φ
(
yk(t)

)
≥ K1∥yk(t)∥p для майже всiх t ∈ S. (27)

Оцiнимо другий доданок лiвої частини рiвностi (26), використовуючи (27), у такий
спосiб

2

∫ τ

t1−δ

θ(t)(gk(t), yk(t))dt > 2

∫ τ

t1−δ

θ(t)Φ
(
yk(t)

)
dt >

∫ τ

t1−δ

θ(t)
(
Φ
(
yk(t)

)
+K1∥yk(t)∥p

)
dt.

(28)
Оцiнимо тепер перший доданок правої сторони рiвностi (26), використовуючи (4),

(24) та нерiвнiсть Юнга∫ τ

t1−δ

θ′(t)|yk(t)|2dt 6 λ−1

∫ t1

t1−δ

θ′(t)∥yk(t)∥2dt = λ−1

∫ t1

t1−δ

θ′(t)

θ2/p(t)
θ2/p(t)∥yk(t)∥2dt 6

6 ε

∫ t1

t1−δ

θ(t)∥yk(t)∥pdt+ C6ε
− 2

p−2

∫ t1

t1−δ

(
θ′(t)θ−2/p(t)

) p
p−2dt 6

6 ε

∫ t1

t1−δ

θ(t)∥yk(t)∥pdt+ C7 (δε)
− 2

p−2 , (29)

де ε > 0 — довiльне число, λ — стала з нерiвностi (4), a C6 i C7 — додатнi сталi, що
залежать лише вiд λ i p.

Тепер оцiнимо другий доданок правої сторони рiвностi (26), застосовуючи нерiвнiсть
Юнга та нерiвнiсть (6). У результатi отримаємо

2

∫ τ

t1−δ

θ(t)(fk(t), yk(t))dt 6 η

∫ τ

t1−δ

θ(t)∥yk(t)∥pdt+ C8η
1

1−p

∫ τ

t1−δ

θ(t)|fk(t)|p
′
dt, (30)

де C8 > 0 — стала, що залежить тiльки вiд p i λ.
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З (26), використовуючи (28)–(30) при ε = η = K1/4, отримаємо

|yk(τ)|2 +
∫ τ

t1−δ

θ(t)
(
Φ
(
yk(t)

)
+ ∥yk(t)∥p

)
dt 6 C9δ

− 2
p−2 + C10

∫ τ

t1−δ

θ(t)|fk(t)|p
′
dt,

де C9 та C10 — деякi додатнi сталi, що залежать лише вiд K1, p i λ.
Звiдси, в силу довiльностi τ ∈ [t1, t2] i означення θ, отримаємо

max
t∈[t1,t2]

|yk(t)|2 +
∫ t2

t1

∥yk(t)∥pdt+
∫ t2

t1

Φ
(
yk(t)

)
dt 6 2C9δ

− 2
p−2 + 2C10

∫ t2

t1−δ

|fk(t)|p
′
dt. (31)

З (31) та означення функцiї fk, в силу довiльностi t1, t2 ∈ S та δ > 0, випливає, що

послiдовнiсть {yk}+∞
k=1 обмежена в L∞

loc(S;H) i в Lp
loc(S;V ), (32)

послiдовнiсть
{
Φ
(
yk(·)

)}+∞
k=1

обмежена в L1
loc(S). (33)

Тепер знайдемо оцiнки функцiй y′k, k ∈ N. Нехай t1, t2 i δ — довiльнi дiйснi числа
такi, що t1, t2 ∈ S, t1 < t2, i δ > 0, θ — така ж функцiя, як вище. Домножимо (23)
скалярно на функцiю θy′k ∈ L2

loc(S;H) та проiнтегруємо отриману рiвнiсть за t вiд t1− δ
до τ ∈ [t1, t2]:∫ τ

t1−δ

θ(t)|y′k(t)|2dt+
∫ τ

t1−δ

θ(t)(gk(t), y
′
k(t))dt =

∫ τ

t1−δ

θ(t)(fk(t), y
′
k(t))dt. (34)

Використаємо таке твердження

Твердження 7 ([24, лема IV.4.3]). Нехай z ∈ H1(a, b;H), (−∞ < a < b < +∞), i iснує
функцiя g ∈ L2(a, b;H) така, що g(t) ∈ ∂Φ

(
z(t)

)
для майже всiх t ∈ (a, b). Тодi функцiя

Φ
(
z(·)
)

— абсолютно неперервна на вiдрiзку [a, b] i для будь-якої функцiї h : [a, b] → H
такої, що h(t) ∈ ∂Φ

(
z(t)

)
, виконується рiвнiсть

d

dt
Φ
(
z(t)

)
= (h(t), z′(t)) для майже всiх t ∈ (a, b).

Врахувавши, що gk ∈ L2(t1 − δ, t2;H), з рiвностi (34) i твердження 7 випливає, що
функцiя ΦH

(
yk(·)

)
є абсолютно неперервною на [t1 − δ, t2] i

d

dt
ΦH

(
yk(t)

)
= (gk(t), y

′
k(t)) для майже всiх t ∈ (t1 − δ, t2). (35)

Використовуючи (35), можемо оцiнити другий доданок лiвої частини рiвностi (34):∫ τ

t1−δ

θ(t)(gk(t), y
′
k(t))dt =

∫ τ

t1−δ

θ(t)
d

dt
ΦH

(
yk(t)

)
dt = ΦH

(
yk(τ)

)
−
∫ τ

t1−δ

θ′(t)ΦH

(
yk(t)

)
dt >

> ΦH

(
yk(τ)

)
− max

t∈[t1−δ,t1]
θ′(t)

∫ t1

t1−δ

ΦH

(
yk(t)

)
dt. (36)

Тепер, використовуючи нерiвнiсть Кошi, оцiнимо праву частину рiвностi (34)∫ τ

t1−δ

θ(t)(fk(t), y
′
k(t))dt 6

1

2

∫ τ

t1−δ

θ(t)|fk(t)|2dt+
1

2

∫ τ

t1−δ

θ(t)|y′k(t)|2dt. (37)
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З (34), врахувавши (36), (37) i те, що

max
t∈[t1−δ,t1]

θ′(t) ≤ C12/δ, де C12 := max
s∈[−1,0]

θ′1(s),

матимемо оцiнку∫ τ

t1

|y′k(t)|2dt+ ΦH

(
yk(τ)

)
6
∫ τ

t1−δ

|fk(t)|2dt+ 2C12δ
−1

∫ t1

t1−δ

ΦH

(
yk(t)

)
dt.

Звiдси, врахувавши довiльнiсть τ ∈ [t1, t2], означення функцiоналу ΦH i умову (A3)
(нагадаємо, що yk(t) ∈ V для майже всiх t ∈ S) маємо

ess sup
t∈[t1,t2]

||yk(t)||p +
∫ t2

t1

|y′k(t)|2dt 6 2

∫ t2

t1−δ

|fk(t)|2 dt+ 4C12δ
−1

∫ t1

t1−δ

Φ
(
yk(t)

)
dt. (38)

З (38), врахувавши (31), отримаємо

ess sup
t∈[t1,t2]

∥yk(t))∥p +
∫ t2

t1

|y′k(t)|2dt 6 C3 δ
− p

p−2 + 2

∫ t2

t1−δ

|fk(t)|2dt+

+C4 δ
−1

∫ t1

t1−2δ

|fk(t)|p
′
dt. (39)

З оцiнки (39) та означення fk, в силу довiльностi чисел t1, t2 ∈ S та δ > 0, випливає,
що

послiдовнiсть
{
yk
}+∞
k=1

обмежена в L∞
loc(S;V ), (40)

послiдовнiсть
{
y′k
}+∞
k=1

обмежена в L2
loc(S;H). (41)

З (23), (41) та означення функцiї fk отримуємо, що

послiдовнiсть {gk}+∞
k=1 обмежена в L2

loc(S;H). (42)

Крок 3 (граничний перехiд). Оскiльки V — рефлексивний банахiв простiр, а H — гiль-
бертiв простiр, причому V вкладено в H компактно, то з (32), (40)–(42) i тверджен-
ня 5 випливає, що iснують функцiї y ∈ L∞

loc(S;V ) ∩H1
loc(S;H) ∈ C(S;H), g ∈ L2(S;H)

та пiдпослiдовнiсть пiдпослiдовностi {yk, gk}+∞
k=1 (за якою ми збережемо позначення

{yk, gk}+∞
k=1) такi, що

yk −→
k→∞

y ∗-слабко в L∞
loc(S;V ), слабко в Lp

loc(S;V ) i слабко в H1
loc(S;H), (43)

yk −→
k→∞

y в C(S;H), (44)

gk −→
k→∞

g слабко в L2
loc(S;H). (45)

Нехай v ∈ H,φ ∈ D(−∞, 0) — довiльнi. Для майже всiх t ∈ S помножимо рiв-
нiсть (23) на v, а потiм отриману рiвнiсть помножимо на φ i проiнтегруємо за t по S.
У результатi отримаємо рiвнiсть∫

S

(y′k(t), v)φ(t)dt+

∫
S

(gk(t), v)φ(t)dt =

∫
S

(fk(t), v)φ(t)dt, k ∈ N. (46)
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Перейдемо в (46) до границi при k → ∞, врахувавши при цьому (43), (45) i збi-
жнiсть послiдовностi {fk}∞k=1 до f в L2

loc(S;H). У результатi, врахувавши, що v ∈ H,φ ∈
D(−∞, 0) — довiльнi, отримаємо для майже всiх t ∈ S рiвнiсть

y′(t) + g(t) = f(t) в H.

Для завершення доведення теореми залишилося показати, що y(t) ∈ D(∂Φ) i g(t) ∈
∂Φ
(
y(t)

)
для майже всiх t ∈ S.

Нехай k ∈ N — яке-небудь число. Оскiльки gk(t) ∈ ∂ΦH

(
yk(t)

)
для кожного t ∈ S\S̃k,

де S̃k ⊂ S — множина нульової мiри, то з монотонностi субдиференцiалу ∂ΦH випливає,
що для всiх t ∈ S \ S̃k виконується нерiвнiсть

(gk(t)− v∗, yk(t)− v) > 0 ∀ [v, v∗] ∈ ∂ΦH . (47)

Нехай τ ∈ S, h > 0 — довiльнi числа. Проiнтегруємо (47) за t вiд τ − h до τ :∫ τ

τ−h

(gk(t)− v∗, yk(t)− v)dt > 0 ∀ [v, v∗] ∈ ∂ΦH . (48)

Перейдемо тепер в (48) до границi при k → ∞, використовуючи при цьому (44) i (45).
У результатi отримаємо

0 ≤
∫ τ

τ−h

(gk(τ)− v∗, yk(t)− v)dt −→
k→∞

∫ τ

τ−h

(g(t)− v∗, y(t)− v)dt ≥ 0 ∀ [v, v∗] ∈ ∂ΦH . (49)

З монографiї [28, теорема 2, с. 192] i (49) випливає, що для кожного [v, v∗] ∈ ∂ΦH

iснує множина R[v,v∗] ⊂ S нульової мiри така, що для всiх τ ∈ S \R[v,v∗] маємо

0 ≤ lim
h→+0

1

h

∫ τ

τ−h

(
g(t)− v∗, y(t)− v

)
dt =

(
g(τ)− v∗, y(τ)− v

)
≥ 0. (50)

Покажемо, що iснує множина нульової мiри R ⊂ S така, що для будь-якого τ ∈ S \ R
нерiвнiсть (50) виконується для всiх [v, v∗] ∈ ∂ΦH . Оскiльки V та V ′ — сепарабельнi
простори, то iснує злiченна множина F ⊂ ∂ΦH , яка є щiльною в ∂ΦH . Позначимо R :=∪

[v,v∗]∈FR[v,v∗]. Оскiльки множина F злiченна, а злiченне об’єднання множин мiри нуль
є множиною мiри нуль, то R має нульову мiру. Отож, для будь-якого τ ∈ S\R нерiвнiсть
(50) виконується для всiх [v, v∗] ∈ F . Нехай [v, v∗] — довiльний елемент з ∂ΦH . Тодi зi
щiльностi F у ∂ΦH маємо iснування послiдовностi {[vl, v∗l ]}∞l=1 такої, що vl → v у V ,
v∗l → v∗ у V ′ та для будь-якого τ ∈ S \R виконується

(g(τ)− v∗l , y(τ)− vl) > 0 ∀l ∈ N. (51)

Перейшовши в цiй рiвностi до границi при l → ∞, отримаємо (50) для кожного t ∈ S\R,
що треба було показати. Отож, для майже всiх t ∈ S маємо

(g(t)− v∗, y(t)− v) > 0 ∀ [v, v∗] ∈ ∂ΦH .

Звiдси, в силу максимальної монотонностi ∂ΦH , випливає, що [y(t), g(t)] ∈ ∂ΦH для
майже всiх t ∈ S.

Оцiнки (11), (12) розв’язку задачi P(Φ; f) безпосередньо випливають з оцiнок (31) i
(39), збiжностей (43) i (44) та твердження 3.
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4. Обґрунтування основного результату. Доведемо теорему 2. Оскiльки функцiя
вартостi J є обмеженою знизу, то iснує мiнiмiзуюча послiдовнiсть елементiв {uk}∞k=1 з U∂,
тобто, J(uk) −→

k→∞
J∗ := inf

u∈U∂

J(u) > −∞. Звiдси, випливає, що послiдовнiсть
{
J(uk)

}∞
k=1

є обмеженою. З цього, беручи до уваги (14), отримуємо, що послiдовнiсть {uk}∞k=1 є
обмеженою в просторi U , тобто,

∥uk∥U ≤ C13 ∀ k ∈ N, (52)

де стала C13 > 0 не залежить вiд k.
Оскiльки C ∈ L(H∗;H), то послiдовнiсть {Cuk}∞k=1 є обмеженою в просторi

L2
loc(S;H). Справдi, враховуючи (52), для довiльних t1, t2 ∈ S (t1 < t2) маємо

t2∫
t1

|Cuk(t)|2dt ≤ ∥C∥L(H∗;H)

t2∫
t1

∥uk∥H∗dt ≤

≤ ∥C∥L(H∗;H) sup
t∈[t1,t2]

(1/ω(t))

∫
S

ω(t)∥uk(t)∥2dt ≤ C14∥uk∥U ≤ C15, (53)

де C14, C15 — додатнi сталi, що не залежать вiд k.
Нехай для кожного k ∈ N функцiя yk := y(uk) є розв’язком задачi P(Φ; f + Cuk),

тобто, правильна така варiацiйна нерiвнiсть

y′k(t) + ∂Φ
(
yk(t)

)
∋ f(t) + Cuk(t), t ∈ S. (54)

Згiдно з означенням 1 та теоремою 1, враховуючи умови (C), (F), для кожного k ∈ N
маємо, що yk ∈ L∞

loc(S;V ) ∩H1
loc(S;H) ⊂ C(S;H), yk(t) ∈ D(∂Φ) для майже всiх t ∈ S,

а також iснує функцiя gk ∈ Lp′

loc(S;H) така, що для майже всiх t ∈ S маємо gk(t) ∈
∂Φ(yk(t)) i

y′k(t) + gk(t) = f(t) + Cuk(t) в H. (55)

Крiм того, для довiльних t1, t2 ∈ S (t1 < t2) (при δ = 1) правильнi оцiнки

max
t∈[t1,t2]

|yk(t)|2 +
∫ t2

t1

∥yk(t)∥pdt 6 C1 + C2

∫ t2

t1−1

(
|f(t)|+ |Cuk(t)|

)p′
dt, (56)

ess sup
t∈[t1,t2]

∥yk(t))∥p +
∫ t2

t1

|y′k(t)|2dt 6 C3 + 2

∫ t2

t1−1

(
|f(t)|+ |Cuk(t)|

)2
dt+

+C4

∫ t1

t1−2

(
|f(t)|+ |Cuk(t)|

)p′
dt ∀t1, t2 ∈ S (t1 < t2), (57)

де Ci (i = 1, 4) — додатнi сталi, що залежать лише вiд K1, p i λ.
З оцiнок (53), (56) i (57) отримуємо, що

послiдовнiсть {yk}∞k=1 обмежена в L∞(S;V ), (58)
послiдовнiсть {y′k}∞k=1 обмежена в L2

loc(S;H). (59)

З (55), враховуючи (53), (59) i (F), маємо, що

послiдовнiсть {gk}∞k=1 обмежена в L2
loc(S;H). (60)
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Оскiльки V i H є рефлексивними просторами, то з (52), (58), (59), (60), враховуючи
твердження 4, отримуємо iснування пiдпослiдовностi послiдовностi {uk, yk, gk}∞k=1 (за
цiєю пiдпослiдовнiстю залишаємо позначення {uk, yk, gk}∞k=1) i функцiй u∗ ∈ U∂, y ∈
L∞
loc(S;V ) ∩H1

loc(S;H) ⊂ C(S;H) та g ∈ L2
loc(S;H) таких, що

uk −→
k→∞

u∗ слабко в U, (61)

yk −→
k→∞

y ∗-слабко в L∞
loc(S;V ), слабко в H1

loc(S;H), (62)

yk −→
k→∞

y в C(S;H), (63)

gk −→
k→∞

g слабко в L2
loc(S;H). (64)

Перейдемо в (55) до границi при k → ∞, врахувавши при цьому (61)–(64), анало-
гiчно, як ми це робили у випадку рiвностi (23). У результатi для майже всiх t ∈ S
отримаємо рiвнiсть

y′(t) + g(t) = f(t) + Cu∗(t) в H.

Аналогiчно як при доведеннi теореми 1 показуємо, що y(t) ∈ D(∂Φ) i g(t) ∈ ∂Φ
(
y(t)

)
для майже всiх t ∈ S. Отож, функцiя y є розв’язком задачi P(Φ; f + Cu∗).

Залишилось показати, що u∗ є мiнiмiзуючим елементом функцiоналу J . Справдi,
оскiльки функцiонал G є напiвнеперервним знизу в C(S;H), то з (63) випливає, що

lim
k→∞

G(yk) ≥ G(y). (65)

Також з (62) i твердження 3 маємо

lim
k→∞

∥uk∥U ≥ ∥u∗∥U . (66)

З (14), (65), (66) випливає

J∗ = lim
k→∞

J(uk) ≥ lim
k→∞

G(yk)+, µ lim
k→∞

∥uk∥U ≥ J(u∗).

Отже, ми показали, що u∗ є розв’язком задачi (15), тобто, є оптимальним керуванням.
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