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ПОХIДНА ГОМЕОМОРФIЗМУ СПРЯЖЕННЯ ДЛЯ ПАРИ

ТЕНТОПОДIБНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ IНТЕРВАЛУ В РАЦIОНАЛЬНИХ

ТОЧКАХ

M. V. Plakhotnyk. Derivative of the conjugacy for the pair of tentlike mappings of interval at
rational points, Mat. Stud. 46 (2016), 196–202.

It is studied the conjugacy h = hv, for the tent-like mappings f1/2 and fv : [0, 1] → [0, 1],
v ∈ (0, 1), where the function fv is linear at each of intervals [0, v] and [v, 1], fv(0) = fv(1) = 0,
fv(v) = 1, i.e. we consider the homeomorphism h : [0, 1] → [0, 1] such that h ◦ f = fv ◦ h. We
prove the differentiability of h at all rational points.

1. Вступ У цiй статтi ми продовжуємо розпочате в [2] дослiдження диференцiйовностi
гомеоморфiзму h, який задає топологiчну спряженiсть вiдображень

f(x) =

{
2x при 0 ≤ x ≤ 0, 5,

2− 2x при 0, 5 ≤ x ≤ 1
та вiдображення fv(x) =

{
x
v

при 0 ≤ x ≤ v,
1−x
1−v

при v ≤ x ≤ 1,

тобто, h вiдображає iнтервал [0, 1] в себе i задовольняє рiвнiсть h ◦ f = fv ◦ h.
В [1] показано, що f топологiчно спряжене з вiдображенням fv для кожного v ∈

(0, 1), причому гомеоморфiзм спряження зростає i єдиний. В [2] ми встановили, що
h′(x) = 0 майже скрiзь та дослiдили питання про iснування та значення похiдної h′(x)
в двiйково рацiональних точках iнтервалу [0, 1]. У данiй статтi твердження з [2] уза-
гальнено на всi рацiональнi точки iнтервалу [0, 1].

В одновимiрнiй динамiцi широко вiдомий факт (див., наприклад, [5, с.14]) про то-
пологiчну спряженiсть згаданого вiдображення f та вiдображення f̃(x) = 4x(1 − x).
Вiдображення h̃, яке визначає топологiчну спряженiсть вiдображень f та f̃ , задається
формулою h̃(x) = sin2 πx

2
.

Зазначимо, що топологiчна спряженiсть неперервних вiдображень iнтервалу в се-
бе вивчалась в [6]. В цiй роботi описано класи топологiчно спряжених вiдображень,
напiвгрупа iтерацiй яких є скiнченною групою.

2. Попереднi вiдомостi. Нагадаємо, що за класичною теоремою Лебега (див. напр. [3,
с.15], [7]), будь-яка монотонна функцiя має скiнченну похiдну майже скрiзь, тобто,
скрiзь, за винятком можливо множини лебегової мiри 0.

В [8] доведено таку властивiсть гомеоморфiзму спряження.
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Твердження 1 ([8], твердж. 2). Для гомеоморфiзму h, який визначає спряження вiд-
ображень f та fv при v ̸= 1/2 похiдна h′(x) iснує майже скрiзь за мiрою Лебега при
x ∈ [0, 1], причому h′(x) = 0 завжди, коли похiдна h′(x) скiнченна.

Через An позначимо множину розв’язкiв рiвняння fn(x) = 0, де степiнь вiдобра-
ження означає його iтерацiю, тобто композицiю з собою. Через Bn також позначимо
множину розв’язкiв рiвняння fn

v (x) = 0.
В [1] доведено, що An =

{
0, 1

2n−1 , . . . ,
2n−1−1
2n−1 , 1

}
, а також що гомеоморфiзм спряження

зростає та встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж An та Bn.
Для кожного n ≥ 0 розглянемо зростаючий кусково-лiнiйний гомеоморфiзм hn, для

якого справджується рiвнiсть hn(An) = Bn та який не має iнших точок зламу, крiм,
можливо, точок з An.

При доведеннi леми 10 в [1], доведено таке твердження.

Лема 1. Нехай n > 1 i 0 = β0, . . . β2n−1 = 1 – точки множини Bn. Тодi, для кожного i
такого, що βi ∈ Bn \Bn−1 справджуються такi твердження:
1. i ̸= 0, i ̸= 2n−1;
2. βi−1 ∈ Bn−1, βi+1 ∈ Bn−1;
3.

{
βi−βi−1

βi+1−βi−1
, βi+1−βi

βi+1−βi−1

}
= {v, 1− v}.

Позначимо v1 = min{v, 1 − v} та v2 = max{v, 1 − v}. З частини 3 леми 1, випливає
такий наслiдок.

Наслiдок 1. Для n, t ∈ N зафiксуємо двi сусiднi точки βi, βi+1 множини Bn+t, якi не
належать до Bn. Нехай a, b ∈ Bn такi сусiднi точки множини Bn, що βi, βi+1 ∈ (a, b).
Тодi,

vt1(b− a) ≤ βi+1 − βi ≤ vt2(b− a).

Нехай A — множина рацiональних чисел з iнтервалу [0, 1], знаменник яких є степе-
нем двiйки (двiйково рацiональних чисел). В [2] доведено ряд тверджень про похiдну
гомеоморфiзму h та границю похiдних його апроксимацiй hn.

Лема 2 ([2], леми 11–13). Для кожного v > 1/2 та довiльного x0 ∈ A \ {1} iснують
границi lim

n→∞
h

′
n(x0−) = lim

n→∞
h

′
n(x0+) = ∞ та lim

n→∞
h

′
n(1) = 0. Для кожного v < 1/2 та

довiльного x0 ∈ A \ {1} iснують границi lim
n→∞

h
′
n(x0−) = lim

n→∞
h

′
n(x0+) = 0 та lim

n→∞
h

′
n(1) =

∞.

Нехай двiйковий запис числа x0 ̸∈ A має вигляд x0 = 0, x1x2 . . . xk . . . Позначимо{
α2 = 2v x1 = 0,
α2 = 2(1− v) x1 = 1.

Також для кожного i > 2 позначимо

αi =

{
2v якщо xi−1 = xi−2

2(1− v) якщо xi−1 ̸= xi−2.

Лема 3 ([2], лема 14). Якщо добуток P =
∏∞

i=2 αi збiгається, то границя lim
n→∞

h
′
n(x0)

iснує, при цьому lim
n→∞

h
′
n(x0) = P . Якщо границя lim

n→∞

∏n
i=2 αi не iснує, то границя

lim
n→∞

h
′
n(x0) також не iснує.
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Зауважимо, що в позначеннях леми 3 для кожного x0 ̸∈ A справджується рiвнiсть
h′
n(x0) = lim

n→∞

∏n
i=2 αi, яка випливає з Леми 1. Звернемо увагу, що нескiнченний добуток

P залежить вiд точки x0 та вiд того, чи v > 0, 5, а чи v < 0, 5, але не залежить вiд
конкретного значення v, при цьому добуток P якщо iснує, то дорiвнює або 0, або ∞.

Твердження 2 ([2], леми 15, 16). Для кожного v ̸= 1/2 та кожного x0 ∈ A похiдна
h′(x0) iснує, при цьому h′(x0) = lim

n→∞
h

′
n(x0).

3. Основний результат. Основним результатом цiєї статтi є така теорема, твердження
якої узагальнює твердження 2 на всi рацiональнi точки вiдрiзка [0, 1].

Теорема 1. Нехай x0 ∈ [0, 1] ∩ Q. Тодi похiдна h′(x0) iснує. Крiм того, якщо v < 1/2,
то h′(x0) = ∞, а якщо v > 1/2, то h′(x0) = 0.

Доведення. Враховуючи лему 2, можемо обмежитись випадком x0 ∈ Q\A. Розглянемо
двiйковий запис числа x0. Оскiльки x0 ∈ Q\A, то

x0 = 0, x1x2 . . . xp(xp+1 . . . xp+t), (1)

де xp+1 . . . xpt — перiодична частина двiйкового запису x0, причому не всi цифри цiєї
перiодичної частини однаковi, бо iнакше x0 ∈ A. Зауважимо, що послiдовнiсть чисел
xp+1, . . . , xp+t, як перiодична частина числа x0, визначена не однозначно, позаяк ми
маємо свободу у виборi номера двiйкової цифри, з якої починається перiодична частина.

Для довiльної послiдовностi {sn}, яка збiгається до x0, розглянемо числа

k(sn) =
h(x0)− h(sn)

x0 − sn
.

Зафiксуємо довiльне n ∈ N. Для кожного номера s позначимо αn,s — найближчий
злiва вiд x0 елемент множини As та α+

n,s — найближчий справа вiд x0 елемент множини
As. Виберемо таке максимальне s0, що sn ∈ [αns0

, α+
ns0

]. З максимальностi s0 та того,
що x0 ̸∈ A, маємо, що x0 та sn належать до рiзних “половин” промiжка [αns0

, α+
ns0

], бо

iнакше, можна збiльшувати s0 доти, аж поки число
αns0

+α+
ns0

2
не опиниться мiж x0 та

sn (незалежно вiд того, чи x0 < sn, чи x0 > sn). Надалi будемо писати αn та α+
n замiсть

αn,s та α+
n,s, вiдповiдно.

На рисунку 1 нанесено точки P (αn, h(αn)), P+(α+
n , h(α

+
n )) та X0(x0, h(x0)) для ви-

падку t = 2, xk+1 = 1, xk+2 = 0. Оскiльки t = 2, то вiдрiзок x ∈ (αn, α
+
n ) подiлено на

2t = 4 частини вертикальними прямими. Оскiльки xk+1 = 1, то x0 знаходиться правiше
за середину вiдрiзка (αn, α

+
n ), а оскiльки xk+2 = 0, то x0 розташоване лiвiше вiд сере-

дини вiдрiзка (αn+α+
n

2
, α+

n ). Промiжнi вертикальнi та горизонтальнi лiнiї на рисунку 1
вiдповiдають значенням з множин As+t та Bs+t.

Позначимо α̃n та α̃+
n лiву та праву найближчу до x0 точки множини Ap+(n+1)t+1. На

рисунку 1 точки з координатами (α̃n, h(α̃n)) та (α̃+
n , h(α̃

+
n )) позначено кружечками.

Припустимо, що для деякого n виконується sn ∈ [αn, α̃n]. Оцiнимо значення k(sn)
i використовуючи цю оцiнку, доведемо твердження теореми для лiвої похiдної h′

−(x0).
Доведення твердження теореми для правої похiдної h′

+(x0) здiйснюється подiбно.
На рисунку 2 нанесено прямi, кутовi коефiцiєнти яких обмежують k(sn), бо точка

з координатами (sn, h(sn)) мiститься у заштрихованому прямокутнику за умови, що
sn ∈ [αn, α̃n].
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Рис. 1: Рис. 2:

Розглянемо множину As+2t для точок вiдрiзка (α̃n, α̃
+
n ) та вiдповiднi до цiєї множини

точки множини Bs+2t, i зобразимо цi множини на рисунку 3 в спосiб, подiбний до того,
як було побудовано рисунок 1.

Позначимо через α̂n та α̂+
n точки множини As+2t, найближчi до x0 злiва та справа,

вiдповiдно. На рисунку 3 також нанесено точки C, D, R, S з координатами C(α̃n, h(αn)),
D(α̂n, h(α̂

+
n )), R(αn, h(α̃n)), S(α̂+

n , h(α̂n)). Позначимо

kCD =
h(α+

n )− h(αn)

α̂n − α̃n

(2)

та
kRS =

h(α̂n)− h(α̃n)

α+
n − αn

(3)

кутовi коефiцiєнти прямих CD та RS, вiдповiдно. Для випадку sn ∈ [αn, α̃n] виконую-
ться нерiвностi

h(α̂n)− h(α̃n)

α+
n − αn

<
h(x0)− h(sn)

x0 − sn
<

h(α+
n )− h(αn)

α̂n − α̃n

,

тобто, k(sn) ∈ [kRS, kCD]. Знайдемо оцiнку знизу для kRS та оцiнку згори для kCD.
Позначимо через d натуральне число, двiйковий запис якого має вигляд

d = xp+1 . . . xp+t,

де числа xp+1, . . . xp+t з формули (1). Тодi, за побудовою чисел αn, α+
n , α̃n, α̃+

n , α̂n та α̂+
n

можемо записати рiвностi
α̃n − αn

α+
n − αn

=
d

2t
,

α̂n − α̃n

α̃+
n − α̃n

=
d

2t
.

З цих двох рiвностей маємо

α̂n − α̃n =
d2(α+

n − αn)

22t
, (4)

α̂+
n − αn = (α̃n − αn) + (α̂n − α̃n) + (α̂+

n − α̂n) =

=
d(α+

n − αn)

2t
+

d2(α+
n − αn)

22t
+

α+
n − αn

22t
.

(5)
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Рис. 3:

За лемою 1, для кожного i ∈ N вiдстанi мiж сусiднiми точками множин Bi не одна-
ковi. За наслiдком 1

d v2t1 ≤ h(α̂n)− h(α̃n)

h(α+
n )− h(αn)

≤ d v2t2 ; (6)

d vt1 + (d+ 1) v2t1 ≤ h(α̂+
n )− h(αn)

h(α+
n )− h(αn)

≤ d vt2 + (d+ 1) v2t2 . (7)

З (2), (4) та (7) маємо

m1(d)h
′
p+nt+1(x0) ≤ kCD ≤ M1(d)h

′
p+nt+1(x0), (8)

де

m1(d) =
2t(d vt1 + (d+ 1) v2t1 )

d2

та

M1(d) =
2t(d vt2 + (d+ 1) v2t2 )

d2
.

З (3), (5) та (6) отримуємо

m2(d)h
′
p+nt+1(x0) ≤ kRS ≤ M2(d)h

′
p+nt+1(x0), (9)
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де

m2(d) =
d v2t1

d

2t
+

d2

22t
+

1

22t

=
22td(min{v, 1− v})2t

2td+ d2 + 1
.

та

M2(d) =
22td v2t2

2td+ d2 + 1

Звернемо увагу на те, що сталi m1, m2, M1 та M2 залежать лише вiд x0 та вiд d i не
залежать вiд n.

Повернемося до того, що вибiр перiодичної частини двiйкового запису рацiонального
числа неоднозначний в тому сенсi, що можемо рiзними способами вибирати цифру, з
якої починається перiодична частина. Нагадаємо, що число d було побудоване за деякою
довiльно взятою перiодичною частиною. У загальному випадку перiодична частина x0

може мати вигляд
σi(xp+1 . . . xp+t), (10)

де σ — перестановка множини з t елементiв, i — довiльна iтерацiя цiєї перестановки,
причому σ(k) = k + 1 для 1 ≤ k ≤ t− 1 та σ(t) = 1. Позначимо di — натуральне число,
двiйковий запис якого є послiдовнiстю цифр (10). Очевидно, що di — перiодична по-
слiдовнiсть з перiодом t. Позначимо m1(x0) = min

1≤i≤t
m1(σ

i(di)), m2(x0) = min
1≤i≤t

m2(σ
i(di)),

M1(x0) = max
1≤i≤t

M1(σ
i(di)) та M2(x0) = max

1≤i≤t
M2(σ

i(di). Тодi, подiбно до (8) та (9) отриму-
ємо

m1(x0)h
′
p+nt+1(x0) ≤ kCD ≤ M1(x0)h

′
p+nt+1(x0),

m2(x0)h
′
p+nt+1(x0) ≤ kRS ≤ M2(x0)h

′
p+nt+1(x0).

Враховуючи, що
kRS ≤ k(sn) ≤ kCD,

маємо
m2(x0)h

′
p+nt+1(x0) ≤ k(sn) ≤ M1(x0)h

′
p+nt+1(x0). (11)

Тепер твердження теореми випливає з леми 3 та очевидного зауваження про те, що
границi lim

n→∞
h

′
n(x0−) та lim

n→∞
h

′
n(x0+) iснують для кожного x0 ∈ Q.

Теорему 1 можна вважати узагальненням твердження 2 на множину рацiональних
чисел.

З огляду на лему 1, таке узагальнення неможливо здiйснити на множину всiх тих
чисел x0 ∈ [0, 1], для яких iснує lim

n→∞
h

′
n(x0). Маємо таке твердження.

Твердження 3. Для кожного v ̸= 1/2 iснує x0 ∈ [0, 1], таке що h′(x0) = 0 i виконується
одне з двох: або границя lim

n→∞
h

′
n(x0) не iснує, або границя lim

n→∞
h

′
n(x0) = ∞.

Доведення. Лема є наслiдком леми 1 та леми 3, якщо замiсть вiдображення fv розгля-
нути вiдображення f1−v.

Робота виконана за пiдтримки гранту FAPESP, процес №2013/11350-2.
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