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We prove that for a normed space X, a topological space Y , a point x0 ∈ X, and a mapping
f : X → Y , the continuity of all compositions f ◦ ω : [0, 1] → Y at zero on differentiable curves
ω : [0, 1] → X with ω(0) = x0 yields the continuity of f at x0.

1. Вступ. А. Розенталь ([1]) встановив, що функцiя f : R2 → R, яка неперервна вздовж
кожної опуклої диференцiйовної кривої, що проходить через через точку p0 = (x0, y0),
сама буде неперервною в цiй точцi, разом з тим iснує розривна в точцi p0 функцiя f , яка
неперервна вздовж кожної двiчi диференцiйовної кривої, що проходить через точку p0.

У працi [2] для довiльних топологiчних просторiв X i Y , точки x0 ∈ X i множи-
ни Ωx0 кривих, тобто якоїсь множини вiдображень ω : [0, 1] → X, для яких ω(0) = x0,
було введене поняття Ωx0-неперервностi вiдображення f : X → Y , яке означає, що для
кожного ω ∈ Ωx0 композицiя f ◦ ω є неперервною у точцi 0. Там було з’ясовано, що для
довiльного топологiчного векторного простору X, множини Cx0 неперервних кривих
ω : [0, 1] → X, для яких ω(0) = x0, i кожного топологiчного простору Y вiдображення
f : X → Y буде Cx0-неперервним тодi i тiльки тодi, коли f є секвенцiально неперервним
у точцi x0. Якщо простiр X задовольняє першу аксiому злiченностi (чи, загальнiше, є
простором Фреше-Урисона), то Cx0-неперервнiсть рiвносильна звичайнiй неперервностi
в точцi x0.

Природно постало питання: що буде, коли множину Cx0 замiнити на множину Dx0

всiх диференцiйовних кривих ω : [0, 1] → X, для яких ω(0) = x0? Тут ми з’ясовуємо,
що для нормованого простору X вiдображення f : X → Y буде Dx0-неперервним тодi i
лише тодi, коли воно неперервне у точцi x0.

2. Диференцiйовнi кривi. Нехай X — топологiчний векторний простiр ([3, с. 11]),
I = [α, β] — невироджений вiдрiзок числової прямої R i t0 ∈ I. Похiдною функцiї
ω : I → X у точцi t0 називається вектор

ω′(t0) = lim
t→t0

ω(t)− ω(t0)

t− t0

з простору X. Функцiя ω називається диференцiйовною в точцi t0, якщо iснує її похiдна
ω′(t0) i просто диференцiйовною, якщо вона є такою у кожнiй точцi t з I. Ясно, що з
диференцiйовностi функцiї ω у точцi t0 випливає її неперервнiсть у цiй точцi.
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Многочленом на вiдрiзку I з коефiцiєнтами з X ми називаємо функцiю ω : I → X,
яка задається формулою

ω(t) = a0 + ta1 + . . .+ tnan = a0 + a1t+ . . .+ ant
n,

де a0, . . . , an — деякi вектори з X. Легко перевiрити, що многочлен ω(t) =
∑n

k=0 akt
k

— це диференцiйовна функцiя i ω′(t) =
∑n

k=1 kakt
k−1. Якщо an ̸= 0, то n — це степiнь

многочлена ω(t) =
∑n

k=0 akt
k.

Для наших побудов нам буде потрiбно кiлька допомiжних iнтерполяцiйних твер-
джень.

Лема 1. Нехай X — топологiчний векторний простiр, a, b, c, d — довiльнi вектори з X,
e = b−a

β−α
, I = [α, β] — невироджений вiдрiзок числової прямої. Тодi формулою

ω(t) =
(β − t)a+ (t− α)b

β − α
+

(t− α)2(t− β)(d− e) + (t− α)(t− β)2(c− e)

(β − α)2

задається многочлен ω : I → X степеня ≤ 3, для якого ω(α) = a, ω(β) = b, ω′(α) = c i
ω′(β) = d.

Доведення. Побудуємо лiнiйну функцiю ω0 : I → X, для якої ω(α) = a, ω(β) = b. Така
функцiя визначається однозначно формулою

ω0(t) =
(β − t)a+ (t− α)b

β − α
.

Для неї ω′
0(t) =

−a+b
β−α

= b−a
β−α

= e, зокрема, ω′
0(α) = e = ω′

0(β).
Розглянемо функцiю φ(t) = A(t− α)2(t− β) +B(t− α)(t− β)2, де A i B — вектори

з X. Пiдберемо їх так, щоб

φ′(α) = c− e i φ′(β) = d− e.

Маємо φ′(t) = 2A(t− α)(t− β) + A(t− α)2 +B(t− β)2 + 2B(t− α)(t− β). Тому φ′(α) =
= B(α− β)2 i φ′(β) = A(β − α)2. З рiвнянь

A(β − α)2 = d− e i B(α− β)2 = c− e

знаходимо, що A = d−e
(β−α)2

i B = c−e
(β−α)2

.
Для многочлена ω(t) = ω0(t) + φ(t) зi знайденими A i B (а вiн i є многочлен з

формулювання леми) будемо мати, що

ω(α) = ω0(α) + φ(α) = a+ 0 = a, ω(β) = ω0(β) + φ(β) = b+ 0 = b,

ω′(α) = ω′
0(α) + φ′(α) = e+ c− e = c, ω′(β) = ω′

0(β) + φ′(β) = e+ d− e = d,

тим самим лема доведена.

Зауважимо, доведення можна було б здiйснити i прямою перевiркою, але ми хотiли
пояснити i те, звiдки береться такий вигляд у многочлена ω(t).

При c = d = 0 многочлен ω(t) з леми 1 набуває такого вигляду:
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ω(t) =
(β − t)a+ (t− α)b

β − α
− (t− α)2(t− β) + (t− α)(t− β)2

(β − α)3
(b− a) =

=
(β − t)a+ (t− α)b

β − α
+

(t− α)(β − t)(2t− α− β)

(β − α)3
(b− a). (⋆)

Для нормованого простору можна зробити оцiнку норми многочлена ω(t).

Лема 2. Нехай (X, ∥ · ∥) — нормований простiр, I = [α, β] i a, b ∈ X. Тодi формулою
(⋆) задається многочлен ω : I → X степеня ≤ 3, для якого ω(α) = a, ω(β) = b, ω′(α) =
ω′(β) = 0 i ∥ω(t)∥ ≤ 3(∥a∥+ ∥b∥) на I.

Доведення. Доведення випливає з оцiнки

∥ω(t)∥ ≤ (β − α)∥a∥+ (β − α)∥b∥
β − α

+
2(β − α)3

(β − α)3
∥b− a∥ ≤

≤ ∥a∥+ ∥b∥+ 2(∥a∥+ ∥b∥) = 3(∥a∥+ ∥b∥).

3. Зв’язок мiж Dx0-диференцiйовнiстю i неперервнiстю. Для топологiчного ве-
кторного простору X i точки x0 ∈ X позначимо через Dx0 множину всiх диференцiйов-
них кривих ω : [0, 1] → X, для яких ω(0) = x0. Зрозумiло, що Dx0 ⊆ Cx0 .

Теорема 1. Нехай X — нормований простiр, x0 ∈ X i Y — топологiчний простiр. Тодi
Dx0-неперервнiсть вiдображення f : X → Y рiвносильна його неперервностi в точцi x0.

Доведення. З неперервностi вiдображення f у точцi x0 негайно випливає його
Dx0-неперервнiсть, аджеDx0 ⊆ Cx0 , а композицiя f◦ω неперервних у вiдповiдних точках
функцiй залишається неперервною.

Доведемо, що i навпаки з Dx0-неперервностi вiдображення f : X → Y випливає не-
перервнiсть f в точцi x0. Для спрощення письма спочатку розглянемо випадок x0 = 0.
Ми встановимо, що з розривностi f у точцi 0 випливає те, що f не буде D0-неперервним.

Припустимо, що f розривне в точцi 0. Тодi iснує такий окiл V точки y0 = f(0) в Y ,
що для довiльного околу нуля U в X маємо, що f(U) * V . Ми побудуємо криву ω ∈ Dx0 ,
таку, що композицiя f ◦ ω буде розривною в точцi 0 з вiдрiзка [0, 1].

Виберемо довiльну строго спадну до нуля послiдовнiсть чисел tn з промiжка (0, 1],
у якої t1 = 1, наприклад, можна взяти tn = 1

n
. Розглянемо кулi

Bn = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ t2n+1}

у просторi X для кожного номера n. Всi вони є околами нуля у просторi X, причому
система B = {Bn : n ∈ N} є базою околiв нуля в X, адже t2n+1 → 0 при n→ ∞. Згiдно з
вибором околу V ми будемо мати, що f(Bn) * V , для кожного n, отже, для кожного n
iснує точка xn ∈ Bn, така, що f(xn) /∈ V .

Згiдно з лемою 2 для кожного вiдрiзка In = [tn+1, tn] можна побудувати таку дифе-
ренцiйовну криву ωn : In → X, що

ωn(tn+1) = xn+1, ωn(tn) = xn, ω
′
n(tn+1) = ω′

n(tn) = 0 i ∥ωn(t)∥ ≤ 3(∥xn∥+ ∥xn+1∥) на In.
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Визначимо тепер криву ω : [0, 1] → X, покладаючи ω(0) = 0 i ω(t) = ωn(t), якщо t ∈ In
для деякого n. Оскiльки

∪∞
n=1 In = (0, 1] i ωn+1(tn+1) = xn+1 = ωn(tn+1) для кожного n,

то означення функцiї ω коректне.
Доведемо, що ω ∈ D0. Зрозумiло, що функцiя ω буде диференцiйовною на кожному

iнтервалi (tn+1, tn), адже звуження ω|(tn+1,tn) = ωn|(tn+1,tn). При цьому ω′
n+1(tn+1) = 0 =

ω′
n(tn+1), для кожного n ∈ N, тому ω диференцiйовна i в точках tn для довiльного n.

Таким чином, ω диференцiйовна у кожнiй точцi промiжка (0, 1].
Залишилось довести, що функцiя ω диференцiйовна i в точцi 0. Для точок t з вiдрiзка

In згiдно з лемою 2 справджується оцiнка:∥∥∥ω(t)
t

∥∥∥= ∥ω(t)∥
t

≤ 3(∥xn∥+ ∥xn+1∥)
tn+1

≤
3(t2n+1 + t2n+2)

tn+1

≤
6t2n+1

tn+1

= 6tn+1.

Оскiльки tn+1 → 0 при n → ∞, то звiдси негайно випливає, що ∥ω(t)
t
∥ → 0 при t → 0, а

це означає, що ω′(0) = 0, адже ω(0) = 0. Таким чином, ω ∈ D0.
Нехай g = f ◦ ω. Тодi g(tn) = f(ω(tn)) = f(xn) /∈ V для кожного n за вибором

точок xn. При цьому tn → 0, а g(tn) 9 g(0) = f(ω(0)) = f(0) = y0. Це показує, що
композицiя g розривна в точцi 0, а значить, вiдображення f не є D0-неперервним.

Нехай тепер x0 — довiльна точка з простору X. Розглянемо вiдображення зсуву
φ(x) = x+ x0 i обернене до нього вiдображення ψ(x) = x− x0. Припустимо, що f — це
Dx0-неперервне вiдображення i доведемо, що воно неперервне в точцi x0. Розглянемо
вiдображення g(x) = f(x+ x0) = f(φ(x)) i покажемо, що g є D0-неперервним. Вiзьмемо
довiльну криву ω0 ∈ D0 i покладемо ω(t) = ω0(t) + x0 = φ(ω0(t)). Ясно, що ω ∈ Dx0 ,
адже ω(0) = ω0(0) + x0 = 0 + x0 = x0 i крива ω диференцiйовна разом з кривою ω0. З
Dx0-диференцiйовностi функцiї f випливає, що композицiя f ◦ ω неперервна в точцi 0.
Але

(f ◦ ω)(t) = f(ω(t)) = f(ω0(t) + x0) = f(φ(ω0(t))) = g(ω0(t)) = (g ◦ ω0)(t),

тому i композицiя g ◦ ω0 буде неперервною в точцi 0, а значить, вiдображення g є D0-
неперервним. За доведеним вiдображення g буде неперервним в точцi 0. Але

f(x) = g(ψ(x)),

звiдки випливає неперервнiсть f у точцi x0, адже ψ(x0) = 0, ψ неперервне в точцi x0, g
неперервне в 0.

4. Прикiнцевi зауваження. Звичайно, постає природнє питання про те, чи можна в
теоремi 1 замiнити множину Dx0 на множину Dn

x0
всiх n раз диференцiйовних кривих

ω : [0, 1] → X з ω(0) = x0. Можливо тут стане в пригодi загальна iнтерполяцiйна форму-
ла Ньютона-Ермiта [4, c.150], з узагальнення якої можна вивести i лему 1. Але для цього
потрiбнi точнi оцiнки, чому будуть присвяченi наступнi дослiдження авторiв. Негатив-
ний приклад А. Розенталя для n = 2 не прояснює картини, бо у нього розглядаються
лише кривi, якi у деякому околi точки p0 = (x0, y0) задаються рiвнянням v = g(u) у
певнiй прямокутнiй системi координат, а ми розлядаємо довiльнi параметризованi кри-
вi x = x(t) i y = y(t), що утворюють ширший клас. Тому дослiдження поставленого
питання потребує подальших додаткових зусиль навiть i у випадку X = R2.
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