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We introduce the space of numerical sequences lp = {x = (ξk)
∞
k=1 : |x| =

∑∞
k=1 |ξk|pk <

+∞} with a quasi-norm | · | for an every sequence p = (pk)
∞
k=1 of numbers pk from the interval

(0, 1] and we prove the analogue of the inverse of Bernstein’s theorem for this space.

1. Вступ. У 1938 роцi С. Н. Бернштейн встановив таке твердження ([1, 2]): для довiль-
ної спадної до нуля послiдовностi (αn) чисел αn > 0 iснує така неперервна функцiя
f : [a, b] → R, що її найкращi рiвномiрнi наближення En(f) многочленами степеня,
який не перевищує n, дорiвнюють αn для кожного n ∈ {0, 1, 2, . . .}. Пiсля того як
С. М. Нiкольський зауважив ([3, c.297]), що ця теорема може бути узагальнена на до-
вiльнi банаховi простори, з’явилося багато робiт, в яких вона дiстала значний розвиток
(див. [4]–[6] i вказану там лiтературу). Зокрема, в [5, 6] було введено поняття квазiнор-
мованого простору i вказанi умови для того, щоб у такому просторi мав мiсце аналог
оберненої теореми Бернштейна. Крiм того, там сформульованi три умови (a), (A) i (A)
про вiдстань d(λx, L) до пiдпростору квазiнормованого простору, якi пов’язанi iмплiка-
цiями (A) ⇒ (A) ⇒ (a) i поставлена задача про справедливiсть обернених iмплiкацiй.

У пошуках прикладiв, якi б показували, що (a) ; (A) i (A) ; (A) автори ввели
клас просторiв послiдовностей lp, де p = (pk)

∞
k=1 i 0 < pk ≤ 1, аналогiчних до просторiв

В. Орлича ([7]), який розглядав випадок pk ≥ 1, i Г. Накано (див. [8, c. 118] i вказану
там лiтературу). Виявилося, що цi простори є повними квазiнормованими просторами
з обмеженими скiнченновимiрними кулями, якi задовольняють умову (A). Цiкаво, що,
наприклад, для простору h = lp, де p = ( 1

k
)∞k=1, кулi у всьому просторi вже не обмеженi.

Це дозволило нам довести, що: для довiльної строго зростаючої послiдовностi скiнчен-
новимiрних пiдпросторiв Ln простору lp i кожної спадної до нуля послiдовностi чисел
αn iснує такий елемент x ∈ lp, що вiдстань d(x, Ln) = αn для кожного номера n.
Нез’ясованим залишилося питання про те чи мають простори lp властивiсть (A).

2. Узагальнення оберненої теореми Бернштейна на квазiнормованi простори.
Нагадаємо, що квазiнорма на абелевiй групi X — це функцiя X ∋ x 7→ |x| ∈ R, яка для
довiльних елементiв x i y з X задовольняє умови:

Q1. |x| ≥ 0; Q2. | − x| = |x|; Q3. |x+ y| ≤ |x|+ |y|; Q4. |x| = 0 ⇔ x = 0.
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Квазiнорма на векторному просторi X над полем K = R або C — це квазiнорма на
абелевiй групi, породженiй операцiєю додавання у просторi X.

Квазiнорма | · | породжує метрику d(x, y) = |x− y|, яка iнварiантна вiдносно зсувiв,
тобто d(x+z, y+z) = d(x, y) для довiльних x, y i z з X. Навпаки, якщо d — метрика на X,
яка iнварiантна вiдносно зсувiв, то функцiя |x| = d(x, 0) — це квазiнорма на X, причому
d(x, y) = |x − y|. Метрика d(x, y) = |x − y| породжує деяку топологiю Td на абелевiй
групi X чи на векторному просторi X, вiдносно якої операцiя додавання є неперервною.
Якщо ж для квазiнорми | · | на векторному просторi X i операцiя множення на скаляр
є неперервною, то квазiнорма називається лiнiйною.

Векторний простiр X, на якому задана лiнiйна квазiнорма | · |, називається квазiнор-
мованим простором. Такий простiр є гаусдорфовим топологiчним векторним простором
вiдносно топологiї, породженої метрикою d(x, y) = |x− y|.

Легко перевiрити, що нормованi i p-нормованi простори, де 0 < p < 1, є квазiнормо-
ваними. Насправдi клас квазiнормованих просторiв значно ширший вiд цих класiв, що
показують i простори lp, якi розглядаються в данiй статтi.

Розглянемо для кожної непорожньої пiдмножини L метричного простору (X, d) i
елемента x ∈ X вiдстань

d(x, L) = inf{d(x, y) : y ∈ L}.

Цю вiдстань називають ще найкращим наближенням елемента x елементами з L, а
елемент u ∈ L, для якого d(x, u) = d(x, L) — елементом найкращого наближення.

Нехай (X, | · |) — простiр з квазiнормою. Введемо такi умови:

(a) для кожного x ∈ X \ {0} вiдстань d(λx, {0}) = |λx| → +∞ при λ → +∞;

(A) для кожного скiнченновимiрного лiнiйного пiдпростору L простору X i довiльного
x ∈ X \ L вiдстань d(λx, L) → +∞ при λ → +∞;

(A) для кожного замкненого лiнiйного пiдпростору L простору X i елемента x ∈ X\L
вiдстань d(λx, L) → +∞ при λ → +∞.

Очевидно, що (A) ⇒ (A) ⇒ (a). Питання про справедливiсть обернених iмплiкацiй поки
що залишається вiдкритим.

Ми використаємо тут таке узагальнення оберненої теореми Бернштейна [5, 6].

Теорема 1. Нехай X — повний квазiнормований простiр з обмеженими скiнченновимiр-
ними кулями, який задовольняє умову (A), i (Ln)

∞
n=1 — строго зростаюча послiдовнiсть

скiнченновимiрних лiнiйних пiдпросторiв Ln простору X. Тодi для довiльної спадної
послiдовностi чисел αn > 0, такої, що limn→+∞ αn = 0 iснує вектор x ∈ X, для якого
d(x, Ln) = αn для кожного номера n.

Зауважимо, що пiд обмеженiстю множини в цiй теоремi ми розумiємо її обмеженiсть
як множини у топологiчному векторному просторi X, а не обмеженiсть у вiдповiдному
метричному просторi. У статтi [5] наводився слабший варiант теореми 1, в якому вима-
галася обмеженiсть усiх куль в X, а її точнiший варiант був поданий в [6], доведення
при цьому залишилося без змiн.

3. Деякi алгебраїчнi твердження. Розглянемо векторний простiр KN всiх послiдов-
ностей x = (ξk)

∞
k=1 елементiв поля K дiйсних чи комплексних чисел вiдносно покоор-

динатного додавання i множення на скаляр з K. Для послiдовностi x = (ξk)
∞
k=1 з KN

i номера n символом xn будемо позначати вектор xn = (ξ1, . . . , ξn) з простору Kn i
називати його n-ною зрiзкою елемента x.
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Теорема 2. Нехай aj = (αj,k)
∞
k=1, j ∈ {1, . . . ,m} — система з m лiнiйно незалежних ве-

кторiв у просторi KN. Тодi iснує такий номер n, що система векторiв aj,n = (αj,1, . . . , αj,n),
j ∈ {1, . . . ,m}, є лiнiйно незалежною у просторi Kn.

Доведення. Застосуємо iндукцiю вiдносно m.
При m = 1 лiнiйна незалежнiсть системи з одного вектора a1 означає, що a1 ̸= 0,

тобто, що α1,n ̸= 0 для деякого номера n. Тодi i n-та зрiзка a1,n ̸= 0, отже, вектор a1,n
утворює лiнiйно незалежну систему в Kn.

Припустимо, що m > 1 i твердження правильне, коли кiлькiсть векторiв дорiвнює
m− 1. Доведемо, що воно виконується i для m лiнiйно незалежних векторiв a1, . . . , am.

Мiркуватимемо вiд супротивного, припускаючи, що для кожного номера s зрiзки
a1,s . . . , am,s лiнiйно залежнi у просторi Ks. Оскiльки вектори a1, . . . , am−1 лiнiйно не-
залежнi в KN, як i вся система a1, . . . , am, то за iндуктивним припущенням iснує та-
кий номер n, що вектори a1,n . . . , am−1,n лiнiйно незалежнi в Kn. З лiнiйної залежностi
системи a1,n . . . , am,n випливає, що iснують такi числа λk, k = 1, . . . ,m, що λj ̸= 0 хо-
ча б для одного j = 1, . . . ,m, а

∑m
k=1 λkak,n = 0. Якби λm = 0, то

∑m−1
k=1 λkak,n = 0,

причому (λ1, . . . , λm−1) ̸= (0, . . . , 0), що суперечило б лiнiйнiй незалежностi системи
a1,n . . . , am−1,n. Тому, λm ̸= 0 i з рiвностi

∑m
k=1 λkak,n = 0 ми можемо виразити вектор

am,n i зобразити його у виглядi am,n =
∑m−1

j=1 µjaj,n, де µj = − λj

λm
.

Розглянемо довiльний номер l. Система векторiв a1,n+l, . . . , am,n+l теж лiнiйно зале-
жна в Kn+l. Тому, iснує такий ненульовий набiр (λ

′
1, . . . , λ

′
m) скалярiв, що

∑m
j=1 λ

′
jaj,n+1 =

0. Система векторiв a1,n+1, . . . , am−1,n+l є лiнiйно незалежною в Kn+l, адже система
a1,n, . . . , am−1,n лiнiйно незалежна в Kn. Тому, λ

′
m ̸= 0 i am,n+l =

∑m−1
j=1 µ

′
jaj,n+l, де

µ
′
j = − λ

′
j

λ
′
m

, звiдки випливає, що й am,n =
∑m−1

j=1 µ
′
jaj,n Отже,

∑m−1
j=1 µjaj,n =

∑m−1
j=1 µ

′
jaj,n,

звiдки µj = µ
′
j при j ∈ {1, . . . ,m − 1}, адже вектори a1,n, . . . , am−1,n лiнiйно незалежнi.

Тому, am,n+l =
∑m−1

j=1 µjaj,n+l, для кожного номера l.
В такому разi i am =

∑m−1
j=1 µjaj, що дає нам лiнiйну залежнiсть векторiв a1, . . . , am

i приводить до суперечностi.

Для довiльної пiдмножини E векторного простору X над полем K символом sp E
позначимо її лiнiйну оболонку в X, тобто множину всiх лiнiйних комбiнацiй

∑n
k=1 λkxk,

де n ∈ N, а xk ∈ E при k ∈ {1, . . . , n}, а λk — довiльнi скаляри. Якщо E = {x1, . . . , xn},
то ми покладаємо ⟨x1, . . . , xn⟩=sp E. Зрозумiло, що

⟨x1, . . . , xn⟩ =

{
n∑

k=1

λkxk : n ∈ N, λk ∈ K, xk ∈ E при k ∈ {1, .., n}

}
.

Теорема 3. Нехай L — скiнченновимiрний лiнiйний пiдпростiр простору X = KN,
a1, . . . , am — базис простору L, Ln = sp{a1,n . . . , am,n} у просторi Xn = Kn i x ∈ X \ L.
Тодi iснує такий номер n, що xn /∈ Ln.

Доведення. Оскiльки вектори a1, . . . , am лiнiйно незалежнi в X i x ̸∈ L = ⟨a1, . . . , an⟩, то
i вектори x, a1, . . . , am лiнiйно незалежнi в X. Тому, за теоремою 2 iснує такий номер n,
що i вектори a1,n . . . , am,n, xn лiнiйно незалежнi в Xn. Отже, xn ̸∈ Ln.

4. Простiр послiдовностей lp. Розглянемо для довiльної послiдовностi p = (pk)
∞
k=1

чисел pk з промiжку (0, 1] множину lp, що складається з тих послiдовностей x = (ξk)
∞
k=1

з простору KN, для яких ряд
∑∞

k=1 |ξk|pk збiгається.
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Теорема 4. Множина lp — це лiнiйний пiдпростiр простору KN, а функцiя |x| =∑∞
k=1 |ξk|pk — це лiнiйна квазiнорма на lp.

Доведення. Нехай x = (ξk)
∞
k=1 i y = (ηk)

∞
k=1 — довiльнi елементи з простору x = (ξk)

∞
k=1 i

λ ∈ K. Доведемо, що елементи x+ y = (ξk + ηk)
∞
k=1 i λx = (λξk))

∞
k=1 теж належать до lp.

За нерiвнiстю (ξ+ η)p ≤ ξp + ηp, яка виконується, коли 0 < p ≤ 1, ξ i η ≥ 0 ([9, c. 49] або
[13, c. 38]), i з того, що функцiя s = tp при p > 0 зростає на [0; +∞), для кожного k ∈ N
будемо мати, що

|ξk + ηk|pk ≤ |ξk|pk + |ηk|pk ,

адже |ξk+ηk| ≤ |ξk|+|ηk|. Оскiльки ряди
∑∞

k=1 |ξk|pk i
∑∞

k=1 |ηk|pk збiгаються, то збiгається
i ряд

∑∞
k=1(|ξk|pk + |ηk|pk), а отже, i ряд

∑∞
k=1 |ξk + ηk|pk . При цьому

|x+ y| =
∞∑
k=1

(|ξk + ηk|)pk ≤
∞∑
k=1

|ξk|pk +
∞∑
k=1

|ηk|pk = |x|+ |y|.

Отже, x+ y ∈ lp i виконується властивiсть Q3 для функцiї | · |.
Далi, |λξk|pk = |λ|pk |ξk|pk для кожного k. Якщо |λ| > 1, то |λ|pk ≤ |λ|, адже pk ≤ 1, i

|λξk|pk ≤ |λ||ξk|pk . Якщо ж |λ| ≤ 1, то |λ|pk ≤ 1, адже pk > 0, i |λξk|pk ≤ |ξk|pk . Оскiль-
ки обидва ряди

∑∞
k=1 |λ||ξk|pk i

∑∞
k=1 |ξk|pk збiгаються, то збiгається i ряд

∑∞
k=1 |λξk|pk ,

звiдси, λx ∈ lp. Нульовий елемент 0 = (0, 0, . . .), очевидно, входить в lp, тому, lp — лi-
нiйний пiдпростiр простору KN всiх послiдовностей скалярiв. Умови Q1, Q2, Q4 легко
перевiряються, отже, | · | — квазiнорма на lp.

Ця квазiнорма породжує метрику d(x, y) = |x−y|, яка породжує топологiю Td, базис
околiв нуля якої утворюють кулi Bε = {x ∈ lp : |x| ≤ ε}, де ε > 0. Ця топологiя адитивна,
оскiльки метрика d iнварiантна вiдносно зсувiв. Доведемо, що операцiя m : K× lp → lp,
m(λ, x) = λx, множення на скаляр теж неперервна. Для цього перевiримо, що B =
{Bε : ε > 0} є достатньою системою множин ([9, c. 16] або [14, c. 25]), тобто виконуються
такi властивостi:

10. Елементи системи B радiальнi i заокругленi;
20. Для довiльних ε1 > 0 i ε2 > 0 iснує таке ε > 0, що Bε1 ∩Bε2 ⊇ Bε;
30. Для довiльного ε > 0 iснує таке δ > 0, що Bδ +Bδ ⊆ Bε.
Заокругленiсть куль Bε очевидна, властивостi 20 i 30 просто перевiряються. Перевi-

римо радiальнiсть множини Bε. Для цього треба показати, що для кожного x ∈ lp снує
таке δ > 0, що µx ∈ Bε, як тiльки |µ| ≤ δ. Для фiксованого x = (ξk)

∞
k=1 з lp розглянемо

функцiю

g(µ) = |µx| =
∞∑
k=1

|µ|pk |ξk|pk ,

яка визначена на K. Функцiї uk(µ) = |µ|pk |ξk|pk неперервнi на K, зокрема, в точцi 0. При
|µ| ≤ 1 маємо оцiнку

|uk(µ)| = uk(µ) ≤ |ξk|pk

для кожного k. Оскiльки ряд
∑∞

k=1 |ξk|pk збiгається, то ряд
∑∞

k=1 uk(µ) збiгається рiв-
номiрно при |µ| ≤ 1. Тому i функцiя g(µ) — неперервна в нулi. Але g(0) = 0, отже,
limµ→0 g(µ) = 0. В такому разi iснує δ ∈ (0, 1) таке, що |µx| = g(µ) ≤ ε, як тiльки
|µ| ≤ δ, тобто µx ∈ Bε при |µ| ≤ δ, що i дає нам радiальнiсть множини Bε. За теоре-
мою 1 з ([9, c. 19] або [14, c. 25]) iснує єдина лiнiйна топологiчна структура на lp, базою
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околiв якої є система B. Ця топологiчна структура породжується топологiєю Td, яка,
таким чином, i буде лiнiйною.

Повнота простору lp доводиться стандартним способом як i повнота просторiв lp.

5. Умова (A) для простору lp. Доведемо тепер, що теорема 1 застосовна до простору
lp. Почнемо з умови (A) з п.2.

Теорема 5. Для довiльної послiдовностi p = (pk)
∞
k=1 чисел pk, для яких 0 < pk ≤ 1 при

кожному k, квазiнормований простiр lp задовольняє умову (A).

Доведення. Нехай L — скiнченновимiрний пiдпростiр простору lp i a1, . . . , am — його
базис, де aj = (αj,k)

∞
k=1 при j ∈ {1, . . . ,m}. Розглянемо елемент x = (ξk)

∞
k=1 ∈ lp\L i

доведемо, що
lim

λ→+∞
d(λx, L) = +∞.

За теоремою 2 iснує такий номер n, що xn /∈ Ln = ⟨a1,n, . . . , am,n⟩. Для довiльного
y = (ηk)

∞
k=1 ∈ L i числа λ ≥ 1 будемо мати:

|λx− y| =
∞∑
k=1

|λξk − ηk|pk ≥
n∑

k=1

|λξk − ηk|pk =
n∑

k=1

λpk |ξk −
1

λ
ηk|pk .

Розглянемо p = min{p1, . . . , pn}. Зрозумiло, що p > 0 i pk ≥ p для кожного k ∈ {1, . . . , n},
а значить λpk ≥ λp для k ∈ {1, . . . , n}, адже λ ≥ 1. Оскiльки y ∈ L, то yn = (η1, . . . , ηn) ∈
Ln, так само i 1

λ
yn ∈ Ln. Тому

n∑
k=1

λpk |ξk −
1

λ
ηk|pk ≥

n∑
k=1

λp|ξk −
1

λ
ηk|p ≥ λp|xn −

1

λ
yn| ≥ λpdn(xn, Ln),

де |z|n =
∑n

k=1 |ξk|pk , z = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn, i dn(z, Ln) = inf
u∈Ln

|z − u|n.
Таким чином, |λx− y| ≥ λpdn(xn, Ln) для кожного y ∈ L, отже, i

dn(λx, L) ≥ λpdn(xn, Ln).

Множина Ln як скiнченновимiрний лiнiйний пiдпростiр квазiнормованого, а значить,
гаусдорфового простору (Kn, | · |n) буде замкненою у ньому ([10, c. 20]), a xn /∈ Ln,
тому dn(xn, Ln) > 0. В такому разi λpdn(xn, Ln) → +∞ при λ → +∞, а значить, i
d(λx, L) → +∞ при λ → +∞.

6. Обмеженiсть куль у просторi lP. Нагадаємо, що пiдмножина топологiчного ве-
кторного простору X називається обмеженою ([9, c.44] або [14, c.38]) якщо вона по-
глинається будь-яким околом нуля в X, тобто, для довiльного околу нуля U в X iснує
таке число γ > 0, що A ⊆ λU , як тiльки |λ| ≥ γ. Ми будемо використовувати наступну
характеризацiю обмеженостi ([9, c. 45, твердження 2] або [14, c. 40, твердження 5.3]):
пiдмножина A топологiчного векторного простору X буде обмеженою в ньому тодi i
тiльки тодi, коли для кожної послiдовностi точок xn з A i довiльної нескiнченно малої
послiдовностi скалярiв λn послiдовнiсть точок λnxn прямує до нуля в X.

Розглянемо на просторi Kn максимум-норму

∥x∥∞ = max
{
|ξk| : x = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn, k ∈ {1, . . . , n}

}
,
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де x = (ξ1, . . . , ξn) i вiдповiдний нормований простiр ln∞ = (Kn, ∥ · ∥∞). Пiдмножина A
простору ln∞ буде обмеженою тодi i тiльки тодi, коли iснує така константа γ > 0, що
∥x∥∞ ≤ γ для всiх x ∈ A.

Лема. Нехай f1, . . . , fn — лiнiйно незалежнi лiнiйнi функцiонали на просторi Kn i γ > 0.
Тодi множина

E = {x ∈ Kn : max{|fj(x)| : j ∈ {1, . . . , n}} ≤ γ}

обмежена в просторi ln∞.

Доведення. Розглянемо вiдображення, яке задається правилом φ(x) = (f1(x), . . . ,
fn(x)). Воно, очевидно, є лiнiйним. Як добре вiдомо, iснують такi вектори aj = (αj,k)

n
k=1

з Kn, що

fj(x) = ⟨aj, x⟩ =
n∑

k=1

αj,kξk

при j ∈ {1, . . . , n} для кожного x = (ξk)
∞
k=1 з Kn. Оскiльки функцiонали f1, . . . , fn лiнiйно

незалежнi, то i вектори a1, . . . , an лiнiйно незалежнi, а тому, визначник

∆ =

∣∣∣∣∣∣
α1,1 . . . α1,n

. . . . . . . . .
αn,1 . . . αn,n

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

В такому разi система лiнiйних рiвнянь
∑n

k=1 αj,kξk = ηk, j ∈ {1, . . . , n}, має єдиний
розв’язок x = (ξ1, . . . , ξk) з Kn при довiльнiй правiй частинi y = (η1, . . . , ηn) з Kn, а
значить, вiдображення φ : Kn → Kn є алгебраїчним iзоморфiзмом.

Тодi формулою ∥x∥ = ∥φ(x)∥∞ задається норма на Kn. Але вiдомо ([11, c. 157]
або [15, c. 166]), що будь-якi норми на скiнченновимiрному просторi еквiвалентнi. Це
також легко випливає з теореми Тихонова (([10, c. 16] або [14, c. 34, твердження 3.2]))
про єдинiсть лiнiйної гаусдорфової топологiї на скiнченнновимiрному просторi. Тому,
iснують такi додатнi сталi γ1 i γ2, що γ1∥x∥∞ ≤ ∥x∥ ≤ γ2∥x∥∞. Тодi,

∥x∥∞ ≤ 1

γ1
∥x∥ =

1

γ1
∥φ(x)∥∞ ≤ γ

γ1
= γ0

для кожного вектора x з E. Отже, ∥x∥∞ ≤ γ0 для кожного x ∈ E, що i дає нам обме-
женiсть множини E у просторi ln∞.

Теорема 6. Кожна куля B = {x ∈ L : |x| ≤ r} у скiнченновимiрному пiдпросторi L
простору lp є обмеженою множиною у топологiчному векторному просторi lp.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть точок xn з множини A i нескiнченну малу послi-
довнiсть скалярiв λn i доведемо, що λnxn → 0 в lp, тобто, що |λnxn| → 0 при n → ∞.
Нехай a1, . . . , am — базис простору L, де aj = (αj,k)

∞
k=1 ∈ L при j ∈ {1, . . . ,m}. Тодi для

довiльного n i кожного j ∈ {1, . . . ,m} iснують скаляри λn,j такi, що xn =
∑m

j=1 λn,jaj. За
теоремою 2 iснує такий номер l, що зрiзки a1,l, . . . , am,l лiнiйно незалежнi в Kl. В такому
разi ранг матрицi

A =

α1,1 . . . α1,l

. . . . . . . . .
αm,1 . . . αm,l
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дорiвнює m. За теоремою про ранг матрицi ([12, c. 71]) iснує така послiдовнiсть номерiв
1 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ l, що мiнор ∆ = det(αj,ks)

m
j,s=1 ̸= 0. Тодi формулою

fs(λ1, . . . , λm) =
m∑
j=1

αj,ksλj

визначаються лiнiйнi функцiонали f1, . . . , fm на просторi Km, при цьому система (fj)
m
j=1

є лiнiйно незалежною.
Нехай x ∈ B. Оскiльки B ⊆ L, то iснують такi числа λ1, . . . , λm, що x =

∑m
j=1 λjaj.

Але

|x| =
∞∑
k=1

∣∣∣ m∑
j=1

λjαj,k

∣∣∣pk ≤ r,

звiдки випливає, що
∣∣∣∑m

j=1 λjαj,k

∣∣∣ ≤ r
1
pk для кожного номера k, зокрема,

|fs(λ1, . . . , λm)| ≤ r
1

pks = rs

для кожного s ∈ {1, . . . ,m}. Покладаючи γ = max{r1, . . . , rm}, ми отримаємо, що

max{|fs(λ1, . . . , λm)| : s ∈ {1, . . . ,m}} ≤ γ.

Отже, ми з’ясували, що множина B0 = {(λ1, . . . , λm) ∈ Km : x =
∑m

j=1 λjaj ∈ B}
мiститься у множинi

E =
{
(λ1, . . . , λm) ∈ Km : max{|fs(λ1, . . . , λm)| : s ∈ {1, . . . ,m}} ≤ γ

}
,

а тому за лемою є обмеженою в просторi ln∞. Отже, iснує така стала γ0 ≥ 1, що для
довiльних наборiв (λ1, . . . , λm), для яких

∑m
j=1 λjaj ∈ B, виконується нерiвнiсть

max
{
|λj| : j ∈ {1, . . . ,m}

}
≤ γ0.

Покладемо uk(n) = |
∑m

j=1 λmλn,jαj,k|pk для довiльних номерiв k i n. Зрозумiло, що

|λnxn| =
∞∑
k=1

uk(n)

для кожного n. За доведеним |λn,j| ≤ γ0 для довiльних номерiв n ∈ N i j ∈ {1, . . . ,m},
адже xn ∈ B для кожного n. Оскiльки λn → 0, то iснує таке α ≥ 1, що |λn| ≤ α для
кожного n. Тому,

0 ≤ uk(n) ≤
( m∑

j=1

|λn||λn,j||αj,k|
)pk

≤ (αγ0)
pk
( m∑

j=1

|αj,k|
)pk

≤ αγ0

m∑
j=1

|αj,k|pk = ρk

для довiльних номерiв k i n, адже 0 < pk ≤ 1 i β = αγ0 ≥ 1.
Оскiльки aj ∈ lp для кожного j ∈ {1, . . . ,m}, то ряд

∑∞
k=1 ρk збiгається. При цьому

0 ≤ uk(n) ≤ ρk для всiх k i n, тому за ознакою Вейєрштрасса ряд
∑∞

k=1 uk(n) збiгається
рiвномiрно на множинi N, отже можна переходити до границi пiд знаком нескiнченної
суми. Але

0 ≤ uk(n) ≤ |λn|pk |λn,j|pk
(

m∑
j=1

|αj,k|

)pk

≤ |λn|pkγ0

(
m∑
j=1

|αj,k|

)pk
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для довiльних k i n, тому lim
n→∞

uk(n) = 0, адже |λn|pk → 0, для кожного фiксованого k.
В такому разi

lim
n→∞

|λnxn| =
∞∑
k=1

lim
n→∞

uk(n) =
∞∑
k=1

0 = 0,

що i дає нам обмеженiсть множини B в lp.

З iншого боку маємо такий результат.

Теорема 7. Для того, щоб усi кулi Br = {x ∈ lp : |x| ≤ r}, де 0 < r < ∞, були
обмеженими множинами у топологiчному векторному просторi (ТВП) lp, необхiдно i
досить, щоб p = inf{pk : k ∈ N} > 0.

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що p = 0, i доведемо, що куля B1 є необмеженою
множиною в ТВП lp. З умови p = 0 випливає, що iснує строго зростаюча послiдовнiсть
натуральних чисел nk така, що pnk

< 1
k
. Нехай en = (δn,k)

∞
k=1, де δn,k = 0 при n ̸= k i

δn,n = 1. Оскiльки |en| = 1, то en ∈ B1 для кожного n. Розглянемо вектори xk = enk
i

числа λk =
1
k
. Зрозумiло, що xk ∈ B1 для кожного k i λk → 0 при k → ∞. Але

|λkxk| =
(1
k

)pk
≥
(1
k

) 1
k
=

1
k
√
k

для кожного k ∈ N, адже 0 < 1
k
≤ 1 для натуральних k. Добре вiдомо, що lim

k→∞
1
k√
k
= 1,

отже, |λkxk| 9 0, а це дає нам необмеженiсть кулi B1.
Доcтатнiсть. Нехай p > 0, xn = (ξn,k)

∞
k=1 ∈ Br для кожного n i λn → 0. Доведемо, що

й λnxn → 0 у просторi lp, тобто, що |λnxn| → 0 при n → ∞. Оскiльки λn → 0, то iснує
такий номер N0, що |λn| < 1 при n ≥ N0. Тодi, при n ≥ N0 матимемо

|λnxn| =
∞∑
k=1

|λnξn,k|pk =
∞∑
k=1

|λn|pk |ξn,k|pk ≤
∞∑
k=1

|λn|p|ξn,k|pk = |λn|p
∞∑
k=1

|ξn,k|pk ≤ |λn|pr.

Але |λn|pr → 0 при n → ∞, тому й |λnxn| → 0 при n → ∞. Це доводить обмеженiсть
кулi Br у ТВП lp.

6. Основний результат. З доведеного вище випливає такий наш основний результат.

Теорема 8. Нехай (Ln)
∞
n=1 — строго зростаюча послiдовнiсть скiнченновимiрних лi-

нiйних пiдпросторiв Ln простору lp. Тодi для довiльної спадної до нуля послiдовностi
чисел αn iснує вектор x ∈ lp такий, що d(x, Ln) = αn для кожного номера n.

Доведення. За теоремою 4 lp — повний квазiнормований простiр. Обмеженiсть скiнчен-
новимiрних куль у ньому гарантується теоремою 6. Виконання умови (A) для просто-
ру lp дає нам теорема 5. Отже, простiр lp задовольняє всi умови теореми 1, звiдки i
випливає твердження теореми 8.
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