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КРАЙОВA ЗАДАЧА ДЛЯ ЛIНIЙНОЇ ВИРОДЖЕНОЇ СИНГУЛЯРНО
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ПОРЯДКУ

М. B. Vira. The boundary-value problem for the linear degenerated singularly perturbed system
of differential equations of the second order , Mat. Stud. 47 (2017), 185–195.

It is investigated the possibility of construction of the asymptotic solution of the boundary-
value problem for the linear singularly perturbed system of differential equations of the second
order with identically degenerated matrix at the derivatives of higher order in case than bound-
ary bundle of matrixes has simple spectrum. It was obtained the conditions of the existence and
uniqueness of the solution of this boundary-value problem and its asymptotic is constructed in
form of power series with degrees of small parameter.

Постановка задачi. Розглянемо крайову задачу виду

ε2hA(t)
d2x

dt2
+ εhB(t, ε)

dx

dt
+ C(t, ε)x = f(t, ε), (1)

M1x(0, ε) +N1x(T, ε) = d1(ε), (2)

M2
dx

dt
(0, ε) +N2

dx

dt
(T, ε) = d2(ε), (3)

де x(t, ε) — шуканий n-вимiрний вектор, t ∈ [0;T ]; h ∈ N ; ε ∈ (0; ε0] — малий дiйсний
параметр, A(t), B(t, ε), C(t, ε),M1, N1 — квадратнi матрицi n-го порядку; M2, N2 — мат-
рицi розмiрностi (n− 1)×n; f(t, ε), d1(ε) — n-вимiрнi вектори, d2(ε) — (n− 1)-вимiрний
вектор.

Нехай виконуються такi умови.
1. Матрицi B(t, ε), C(t, ε) i вектор f(t, ε) допускають на вiдрiзку [0;T ] рiвномiрнi

асимптотичнi розвинення за степенями малого параметра ε, тобто:

B(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkBk(t); C(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkCk(t); f(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkfk(t).

2. Матрицi A(t), Bk(t), Ck(t) i вектори fk(t) нескiнченно диференцiйованi на вiдрiзку
[0;T ].
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3. Вектори d1(ε), d2(ε) зображаються у виглядi асимптотичних розвинень

d1(ε) ∼
∞∑
k=0

εkd
(1)
k ; d2(ε) ∼

∞∑
k=0

εkd
(2)
k ,

при ε→ 0.
4. detA(t) = 0, ∀t ∈ [0;T ].
5. detC0(t) ̸= 0, ∀t ∈ [0;T ].
6. Квадратична в’язка матриць

L(t, λ) = C0(t) + λB0(t) + λ2A(t) (4)

регулярна ([5, c. 13]) при всiх t ∈ [0;T ] i зберiгає на цьому вiдрiзку сталу кронеке-
рову структуру, тобто кратностi всiх її власних значень i вiдповiдних скiнченних та
нескiнченних елементарних дiльникiв є сталими на заданому вiдрiзку.

У данiй статтi розглянемо випадок, коли в’язка матриць (4) має лише простi елемен-
тарнi дiльники, а саме: один нескiнченний та 2n−1 скiнченних, що вiдповiдають кореням
λi(t), i = 1, 2n− 1, характеристичного рiвняння detL(t, λ) = 0.

Крайова задача для лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь першого порядку
дослiджувалася автором в роботах [1–4]. При цьому було використано метод асимпто-
тичного iнтегрування вироджених сингулярно збурених лiнiйних систем, розроблений
в [5]. У данiй статтi пропонується спосiб побудови асимптотики розв’язку крайової за-
дачi (1)–(3) для лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь другого порядку. У такiй
постановцi дана задача розглядається вперше.

Асимптотика загального розв’язку лiнiйної однорiдної системи. Згiдно з [5,
с. 181], у даному випадку однорiдна система

ε2hA(t)
d2x

dt2
+ εhB(t, ε)

dx

dt
+ C(t, ε)x = 0, (5)

має на вiдрiзку [0;T ] 2n− 1 лiнiйно незалежних розв’язкiв вигляду

xs(t, ε) = us(t, ε) exp

(
ε−h

∫ t

0

λs(τ, ε)dτ

)
, s = 1, 2n− 1, (6)

якi утворюють її загальний розв’язок, де us(t, ε) — n-вимiрнi вектори, λs(t, ε) — скалярнi
функцiї, що зображаються формальними розвиненнями

us(t, ε) =
∞∑
k=0

εku
(s)
k (t), λs(t, ε) =

∞∑
k=0

εkλ
(s)
k (t). (7)

Слiдуючи [5], виведемо рекурентнi формули для визначення коефiцiєнтiв розви-
нень (7). Пiдставивши вираз (6) у систему (5) i прирiвнявши вирази при однакових
експонентах, маємо

ε2hA(t)u′′s(t, ε) + εh[2λs(t, ε)A(t)u
′
s(t, ε) + λ′s(t, ε)A(t)us(t, ε) +B(t, ε)u′s(t, ε)]+

+(λs(t, ε))
2A(t)us(t, ε) + λs(t, ε)B(t, ε)us(t, ε) + C(t, ε)us(t, ε) = 0.

Пiдставивши в цю рiвнiсть розвинення (7) i прирiвнявши вирази при однакових
степенях ε, дiстанемо рiвняння
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L(t, λ
(s)
0 )u

(s)
0 = 0, (8)

L(t, λ
(s)
0 )u

(s)
k (t) = b

(s)
k (t), k = 1, 2, ..., (9)

де

b
(s)
k (t) = −λ(s)k (t) · ∂L(t, λ

(s)
0 )

∂λ
φs(t) + g

(s)
k (t),

g
(s)
k (t) = −

k∑
i=1

Ci(t)uk−i(t)−
k−i∑
j=1

λ
(s)
0 Bj(t)u

(s)
k−j(t)−

k−1∑
i=1

k−i∑
j=0

λ
(s)
i Bju

(s)
k−i−j−

−
k−2∑
i=1

k−1−i∑
j=1

λ
(s)
i λ

(s)
j A(t)u

(s)
k−i−j − 2λ

(s)
0

k−1∑
i=1

λ
(s)
i A(t)u

(s)
k−i −

k−1∑
i=1

λiλk−iA(t)φs−

−
k−h∑
i=0

Bi(u
(s)
k−h−i)

′ −
k−h∑
i=0

(λ
(s)
i )′A(t)u

(s)
k−h−i−

−2
k−h∑
i=0

λ
(s)
i A(t)(u

(s)
k−h−i)

′ − A(t)(u
(s)
k−2h)

′′, k = 1, 2, . . . .

З рiвняння (8) знайдемо u
(s)
0 (t) = φs(t), де φs(t) — власний вектор в’язки L(t, λ),

що вiдповiдає її власному значенню λ
(s)
0 (t), s = 1, 2n− 1. При цьому будемо вважати,

що φs(t) ∈ C∞[0;T ], що можливо завдяки умовi 2. Рiвняння (9) сумiснi тодi i тiльки
тодi, коли вектори b(s)k (t) ортогональнi вектору ψs(t) — елементу нуль-простору матрицi
L∗(t, λ

(s)
0 ).

Оскiльки λ
(s)
0 (t) — просте власне значення матрицi L(t, λ), то приєднанi вектори

в’язки вiдсутнi, а, отже, (
∂L(t, λ

(s)
0 )

∂λ
φs, ψs(t)

)
̸= 0,∀t ∈ [0;T ].

Тому, враховуючи скалярний множник, з точнiстю до якого визначається вектор ψs(t),
останнiй знайдемо так, щоб (

∂L(t, λ
(s)
0 )

∂λ
φs, ψs(t)

)
= 1.

Тодi з умови розв’язностi рiвнянь (9) (b
(s)
k (t), ψs(t)) = 0 визначимо λ(s)k (t):

λ
(s)
k (t) = (g

(s)
k (t), ψs(t)), s = 1, 2n− 1, (10)

а вектор u(s)k (t) знайдемо за формулою

u
(s)
k (t) = Hs(t)b

(s)
k (t), (11)

де Hs(t) — напiвобернена матриця до матрицi L(t, λ(s)0 ), яку, як i вектор φs(t) визначимо
так, щоб вона була нескiнченно диференцiйовною на [0;T ] [5, c.84].
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Наведенi формули мають рекурентний характер i дають змогу визначити будь-якi
коефiцiєнти розвинень (7).

Побудова частинного розв’язку неоднорiдної системи. Як показано в [5], частин-
ний розв’язок неоднорiдної системи (1) можна побудувати у виглядi

x(t, ε) = v(t, ε),

де v(t, ε) — n-вимiрний вектор, який зображається формальним розвиненням

v(t, ε) =
∞∑
k=0

εkvk(t).

Для визначення коефiцiєнтiв vk(t) пiдставимо цей ряд у систему (1) i прирiвнявши
вирази при однакових степенях малого параметра, дiстанемо рiвняння:

C0(t)v0(t) = f0(t); C0(t)vk(t) = fk(t)−
k−2h∑
i=0

Ai(t)v
′′
k−2h−i−

−
k−h∑
i=0

Bi(t)v
′
k−h−i(t)−

k∑
i=1

Ci(t)vk−i(t), k = 1, 2, ...,

звiдки, в силу умови 5, однозначно визначаються вектори v0(t), vk(t), k = 1, 2, ... :

v0(t) = C−1
0 (t)f0(t); (12)

vk(t) = C−1
0 (t)[fk(t)−

k−2h∑
i=0

Ai(t)v
′′
k−2h−i −

k−h∑
i=0

Bi(t)v
′
k−h−i(t)−

k∑
i=1

Ci(t)vk−i(t)],

k = 1, 2, .... (13)

Побудова формального розв’язку крайової задачi. Перейдемо тепер до побудови
розв’язку крайової задачi (1), (2). Припустимо, що виконується умова

7. Reλ
(i)
0 (t) < 0, i = 1, l,Reλ

(j)
0 (t) > 0, j = l + 1, 2n− 1.

Тодi розв’язок крайової задачi (1), (2) побудуємо у виглядi суми лiнiйної комбiнацiї
розв’язкiв однорiдної системи i частинного розв’язку неоднорiдної системи:

x(t, ε) =
l∑

i=1

ui(t, ε)ci(ε) exp

(
ε−h

∫ t

0

λi(τ, ε)dτ

)
+

+
2n−1∑
j=l+1

uj(t, ε)cj(ε) exp

(
−ε−h

∫ T

t

λj(τ, ε)dτ

)
+ v(t, ε), (14)

де ci(ε), i = 1, 2n− 1 — скалярнi множники, якi розкладаються в формальнi степеневi
ряди

ci(ε) =
∞∑
k=0

εkc
(i)
k , i = 1, 2n− 1,
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коефiцiєнти яких пiдлягають визначенню iз крайової умови (2).
Пiдставимо вектор (14) в крайову умову (2). Взявши до уваги припущення 7, можна

стверджувати, що доданки, якi мiстять експоненти, є експоненцiально малими. Тому,
знехтувавши ними, одержимо вiдповiдно

M1

l∑
i=1

ui(0, ε)ci(ε) +N1

2n−1∑
j=l+1

uj(T, ε)cj(ε) = d1(ε)−M1v(0, ε)−N1v(T, ε), (15)

εhM2

l∑
i=1

(ui(0, ε))
′ci(ε) +M2

l∑
i=1

ui(0, ε)ci(ε)λi(0, ε) + εhN2

2n−1∑
j=l+1

(uj(T, ε))
′cj(ε)+

+N2

2n−1∑
j=l+1

uj(T, ε)cj(ε)λj(T, ε) = εhd2(ε)− εhM2v
′(0, ε)− εhN2v

′(T, ε). (16)

Прирiвнявши вирази при однакових степенях малого параметра, дiстанемо вiдпо-
вiдно

M1

l∑
i=1

k∑
j=0

u
(i)
j (0)c

(i)
k−j +N1

2n−1∑
i=l+1

k∑
j=0

u
(i)
j (T )c

(i)
k−j = d

(1)
k −M1vk(0)−N1vk(T ), (17)

M2

l∑
i=1

k−h∑
j=0

(u
(i)
j (0))′c

(i)
k−h−j+M2

l∑
i=1

k∑
j=0

k−j∑
r=0

u
(i)
j (0)λ(i)r (0)c

(i)
k−j−r+N2

2n−1∑
i=l+1

k−h∑
j=0

(u
(i)
j (T ))′c

(i)
k−h−j+

+N2

2n−1∑
i=l+1

k∑
j=0

k−j∑
r=0

u
(i)
j (T )λ(i)r (T )c

(i)
k−j−r = d

(2)
k−h −M2v

′
k−h(0)−N2v

′
k−h(T ). (18)

Розглянемо рiвняння (17), (18) при k = 0 i, об’єднавши їх, представимо у виглядi си-
стеми [

Q0

U0Λ0

]
c0 =

(
d̃
(1)
0

d̃
(2)
0

)
, (19)

де

Q0 = [M1φ1(0), ...,M1φl(0), N1φl+1(T ), ..., N1φ2n−1(T )],

U0 = [M2φ1(0), ...,M2φl(0), N2φl+1(T ), ..., N2φ2n−1(T )],

Λ0 = diag{λ(1)0 (0), ..., λ
(l)
0 (0), λ

(l+1)
0 (T ), ..., λ

(2n−1)
0 (T )},

c0 = col(c
(1)
0 , ..., c

(2n−1)
0 ); d̃

(1)
0 = d

(1)
0 −M1v0(0)−N1v0(T ); d̃

(2)
0 = 0.

Тодi, якщо виконується умова

8. det

[
Q0

U0Λ0

]
̸= 0,

то iз рiвняння (19) однозначно визначається вектор c0

c0 =

[
Q0

U0Λ0

]−1
(
d̃
(1)
0

d̃
(2)
0

)
. (20)
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Рiвняння (17), (18) представимо у виглядi

Q0 · ck = d̃
(1)
k , (21)

ck = col(c
(1)
k , ..., c

(2n−1)
k ),

d̃
(1)
k = d

(1)
k −M1vk(0)−N1vk(T )−M1

l∑
i=1

k∑
j=1

u
(i)
j (0)c

(i)
k−j −N1

2n−1∑
i=l+1

k∑
j=1

u
(i)
j (T )c

(i)
k−j,

U0Λ0 · ck = d̃
(2)
k , (22)

де

d̃
(2)
k = d

(2)
k−h −M2v

′
k−h(0)−N2v

′
k−h(T )−M2

l∑
i=1

k−h∑
j=0

(u
(i)
j (0))′c

(i)
k−h−j−

−N2

2n−1∑
i=l+1

k−h∑
j=0

(u
(i)
j (T ))′c

(i)
k−h−j −M2

l∑
i=1

k∑
j=1

k−j∑
r=0

u
(i)
j (0)λ(i)r (0)c

(i)
k−j−r−

−N2

2n−1∑
i=l+1

k∑
j=1

k−j∑
r=0

u
(i)
j (T )λ(i)r (T )c

(i)
k−j−r −M2

l∑
i=1

k∑
r=1

φi(0)λ
(i)
r (0)c

(i)
k−r−

−N2

2n−1∑
i=l+1

k∑
r=1

φi(T )λ
(i)
r (T )c

(i)
k−r.

Об’єднавши рiвняння (21) i (22), дiстанемо систему[
Q0

U0Λ0

]
ck =

(
d̃
(1)
k

d̃
(2)
k

)
,

звiдки однозначно визначаються вектори сталих

ck =

[
Q0

U0Λ0

]−1
(
d̃
(1)
k

d̃
(2)
k

)
, k = 1, 2, .... (23)

Визначення сталих c
(i)
k завершує побудову формального розв’язку крайової задачi

(1), (2).

Асимптотика розв’язку крайової задачi. Покажемо, що побудований таким чином
розв’язок має асимптотичний характер. Для цього розглянемо m-наближення, обiрвав-
ши вiдповiднi формальнi ряди на m-у членi:

xm(t, ε) =
m∑
k=0

εk
l∑

i=1

k∑
j=0

u
(i)
j (t)c

(i)
k−j exp

(
ε−h

∫ t

0

λ(i)m (τ, ε)dτ

)
+

+
m∑
k=0

εk
2n−1∑
i=l+1

k∑
j=0

u
(i)
j (t)c

(i)
k−j exp

(
−ε−h

∫ T

t

λ(i)m (τ, ε)dτ

)
+

m∑
k=0

εkvk(t), (24)
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де

λ(i)m (t, ε) = λ
(i)
0 (t) +

m∑
k=1

εkλ
(i)
k (t).

За побудовою це наближення задовольняє систему (1) i крайову умову (2) з точнiстю
до O(εm+1). Тодi, представивши розв’язок задачi у виглядi

x(t, ε) = xm(t, ε) + x̃m(t, ε),

для вектора нев’язки x̃m(t, ε) отримаємо крайову задачу

ε2hA(t)
d2x̃m
dt2

+ εhB(t, ε)
dx̃m
dt

+ C(t, ε)x̃m = εm+1a(t, ε), (25)

M1x̃m(0, ε) +N1x̃m(T, ε) = εm+1b1(ε), (26)

M2
dx̃m
dt

(0, ε) +N2
dx̃m(T, ε)

dt
= εm+1b2(ε), (27)

де a(t, ε) — n-вимiрний рiвномiрно обмежений на [0;T ] вектор, bi(ε), i = 1, 2 — деякi
обмеженi вектори. В одержанiй крайовiй задачi виконаємо замiну ([5, c.85])

x̃m(t, ε) = y1,
dx̃m
dt

= ε−hy2. (28)

Таким чином, зведемо систему (25) другого порядку до еквiвалентної їй системи пер-
шого порядку:

εhÃ(t)
dy

dt
= B̃(t, ε)y + f̃(t, ε), (29)

де

Ã(t) =

[
E 0
0 A(t)

]
, B̃(t, ε) =

[
0 E

−C(t, ε) −B(t, ε)

]
,

f̃(t, ε) = col(0; εm+1a(t, ε)), y = col(y1; y2).

Виконавши замiну (28) в крайових умовах (26), (27) зведемо їх до вигляду

M1y1(0, ε) +N1y1(T, ε) = εm+1b1(ε), (30)

M2y2(0, ε) +N2y2(T, ε) = εm+1+hb2(ε). (31)

Визначимо умови iснування i структуру розв’язку крайової задачi (29-31). Для цьо-
го спершу встановимо структуру загального розв’язку системи (29). А саме, знайдемо
жорданiв набiр матрицi Ã(t) вiдносно оператора

L̃(t, ε) = B̃(t, ε)− εhÃ(t)
d

dt

в унiтарному 2n-вимiрному просторi.
Нехай g1(t) — власний вектор матрицi Ã(t):

Ã(t)g1(t) = 0.
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Представимо його у виглядi g1(t) = col(g
(1)
1 ; g

(1)
2 ), де g(1)1 , g

(1)
2 — n-вимiрнi вектори. Тодi,

враховуючи структуру матрицi Ã(t), маємо[
E 0
0 A(t)

](
g
(1)
1

g
(1)
2

)
=

(
0
0

)
.

Звiдси дiстанемо g
(1)
1 = 0, g

(1)
2 = φ(t), де φ(t) — власний вектор матрицi A(t), що

вiдповiдає її нульвому власному значенню. Отже, g1(t) = col(0;φ(t)). Спробуємо зна-
йти приєднанi вектори. Перший з них позначимо через g2(t) i представимо у виглядi
g2(t) = col(g

(2)
1 ; g

(2)
2 ). Тодi εhÃ(t)g2(t) = L̃(t, ε)g1(t), або в розгорнутому виглядi

εh
[
E 0
0 A(t)

](
g
(2)
1

g
(2)
2

)
=

[
0 E

−C(t, ε) −B(t, ε)

](
g
(1)
1

g
(1)
2

)
− εh

[
E 0
0 A(t)

]( dg
(1)
1

dt
dg

(1)
2

dt

)
,

звiдки, враховуючи, що g1(t) = col(0;φ(t)), дiстанемо g(2)1 = ε−hφ(t),

εhA(t)

(
g
(2)
2 − dφ

dt

)
+ L1φ = 0, (32)

де L1(t, ε) = B(t, ε) + 2εhA(t) d
dt

.
Нехай ψ(t) — елемент нуль-простору матрицi A∗(t). Тодi рiвняння (32) нерозв’язне

вiдносно вектора (g
(2)
2 − dφ

dt
), оскiльки (L1φ, ψ) ̸= 0 за побудовою теорiї. Тому приєднанi

вектори вiдсутнi i матриця Ã(t) має вiдносно оператора L̃(t, ε) жорданiв ланцюжок
завдовжки один, який складається iз одного вектора g1(t) = col(0;φ(t)) — власного
вектора матрицi Ã(t), що вiдповiдає її нульовому власному значенню. Спряжена мат-
риця Ã∗(t) також має жорданiв ланцюжок завдовжки 1 вiдносно оператора L̃∗(t, ε) =

B̃∗(t, ε) + εh d
dt
Ã∗(t), який мiстить лише один власний вектор g̃1(t) = col(0;ψ(t)) матрицi

Ã∗(t).
Тодi згiдно з теоремою 2.2 ([5, c. 62]), загальний розв’язок лiнiйної незалежної си-

стеми (29) має вигляд
y(t, ε) = Y2n−1(t, ε)c(ε) + ỹ(t, ε),

де Y2n−1(t, ε) — 2n × (2n − 1)-матриця, стовпцями якої є 2n − 1 лiнiйно незалежних
розв’язкiв вiдповiдної однорiдної системи, c(ε) — довiльний сталий (2n − 1)-вимiрний
вектор, ỹ(t, ε) — деякий частинний розв’язок неоднорiдної системи.

Враховуючи замiну (28), матриця Y2n−1(t, ε) визначається наступним чином

Y2n−1(t, ε) = col

(
X(t, ε); εh

dX(t, ε)

dt

)
,

де X(t, ε) — n× (2n− 1)-вимiрна фундаментальна матриця однорiдної системи

ε2hA(t)
d2x

dt2
+ εhB(t, ε)

dx

dt
+ C(t, ε)x = 0,

вигляду
X(t, ε) = [U (1)

m (t, ε) +O(εm+1−2h);U (2)
m (t, ε) +O(εm+1−2h)]×
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× diag{exp(ε−h

∫ t

0

Λ(1)
m (τ, ε)dτ); exp(−ε−h

∫ T

t

Λ(2)
m (τ, ε)dτ)}, (33)

в якiй

Λ(1)
m (t, ε) = diag{λ(1)m (t, ε), ..., λ(l)m (t, ε)}, Λ(2)

m (t, ε) = diag{λ(l+1)
m (t, ε), ..., λ(2n−1)

m (t, ε)},

U
(1)
m (t, ε) — n × l-матриця, стовпцями якої є вектори u

(i)
m (t, ε), i = 1, l, U

(2)
m (t, ε) — n ×

(2n− l − 1)-матриця, стовпцями якої є вектори u(j)m (t, ε), j = l + 1, 2n− 1, де

u(i)m (t, ε) =
m∑
k=0

εku
(i)
k (t), i = 1, 2n− 1.

Таким чином, враховуючи (33), фундаментальну матрицю Y2n−1(t, ε) можна подати
у виглядi

Y2n−1(t, ε) =

=

([
U

(1)
m (t, ε) +O(εm+1−2h) 0

εh dU
(1)
m

dt
+ U

(1)
m Λ

(1)
m +O(εm+1−2h) 0

]
+

[
0 U

(2)
m (t, ε) +O(εm+1−2h)

0 εh dU
(2)
m

dt
+ U

(2)
m Λ

(2)
m +O(εm+1−2h)

])
×

× diag

{
exp

(
ε−h

∫ t

0

Λ(1)
m (τ, ε)dτ

)
; exp

(
−ε−h

∫ T

t

Λ(2)
m (τ, ε)dτ

)}
.

Аналогiчну структуру має i фундаментальна матриця спряженої системи

d

dt
(Ã∗(t)z) = −B̃∗(t, ε)z :

Ỹ2n−1(t, ε) =

=

([
Û

(1)
m (t, ε) +O(εα) 0

εh dÛ
(1)
m

dt
− Û

(1)
m (Λ

(1)
m )∗ +O(εα) 0

]
+

[
0 Û

(2)
m (t, ε) +O(εα)

0 εh dÛ
(2)
m

dt
− Û

(2)
m (Λ

(2)
m )∗ +O(εα)

])
×

× diag

{
exp

(
−ε−h

∫ t

0

(Λ(1)
m )∗(τ, ε)dτ

)
; exp

(
ε−h

∫ T

t

(Λ(2)
m )∗(τ, ε)dτ

)}
,

α = m+ 1− h.
Введемо позначення

Y (1)
m (t, ε) = diag

{
exp
(
ε−h

∫ t

0

Λ(1)
m (τ, ε)dτ

)
; 0
}
,

Y (2)
m (t, ε) = diag

{
0; exp

(
−ε−h

∫ T

t

Λ(2)
m (τ, ε)dτ

)}
,

де нульовi блоки мають розмiрностi (2n− l − 1)× (2n− l − 1) та l × l вiдповiдно. Тодi

Y2n−1(t, ε) = Y1(t, ε) + Y2(t, ε),

де
Yi(t, ε) =
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=

([
U

(1)
m (t, ε) +O(εm+1−2h) 0

εh dU
(1)
m

dt
+ U

(1)
m Λ

(1)
m +O(εm+1−2h) 0

]
+

[
0 U

(2)
m (t, ε) +O(εm+1−2h)

0 εh dU
(2)
m

dt
+ U

(2)
m Λ

(2)
m +O(εm+1−2h)

])
×

×Y (i)
m (t, ε), i = 1, 2.

Тодi загальний розв’язок системи (29) можна подати у виглядi

y(t, ε) = Y2n−1(t, ε)c(ε)+

+

∫ t

0

Y1(t, ε)Ỹ
∗
2n−1(τ, ε)f̃(τ, ε)dτ −

∫ T

t

Y2(t, ε)Ỹ
∗
2n−1(τ, ε)f̃(τ, ε)dτ − ξ(t, ε), (34)

де ξ(t, ε) = col(0;φ(t)(ψ∗L̃φ(t))−1ψ∗(t)f̃(t, ε)).
Пiдставивши вектор (34) у крайовi умови (30), (31) дiстанемо рiвняння

(M̃Y2n−1(0, ε) + ÑY2n−1(T, ε))c(ε) =

= εm+1b(ε) + M̃

∫ T

0

Y2(0, ε)Ỹ
∗
2n−1(τ, ε)f̃(τ, ε)dτ − Ñ

∫ T

0

Y1(T, ε)Ỹ
∗
2n−1(τ, ε)f̃(τ, ε)dτ+

+M̃ξ(0, ε) + Ñξ(T, ε), (35)

де M̃ = diag{M1,M2}, Ñ = diag{N1, N2}, b(ε) = col(b1(ε); b2(ε)). Проаналiзувавши стру-
ктуру матрицi M̃Y2n−1(0, ε)+ ÑY2n−1(T, ε) i знехтувувши в нiй експоненцiально малими
доданками, представимо її у виглядi

(M̃Y2n−1(0, ε) + ÑY2n−1(T, ε)) =

[
Q0

U0Λ0

]
+O(εm+1−3h).

За припущенням 8, ця матриця є невиродженою при досить малих ε. Тодi вектор c(ε)
однозначно визначається iз рiвняння (35):

c(ε) =

([
Q0

U0Λ0

]−1

+O(εm+1−3h)

)
(εm+1b(ε) + M̃

∫ T

0

Y2(0, ε)Ỹ
∗
2n−1(τ, ε)f̃(τ, ε)dτ−

−Ñ
∫ T

0

Y1(T, ε)Ỹ
∗
2n−1(τ, ε)f̃(τ, ε)dτ + M̃ξ(0, ε) + Ñξ(T, ε)).

Пiдставивши одержаний вектор c(ε) в (34), розв’язок крайової задачi (29)-(31) пред-
ставимо у виглядi

y(t, ε) = Y2n−1(t, ε)

([
Q0

U0Λ0

]−1

+O(εm+1−3h)

)
εm+1b(ε) + (Gf̃)(t, ε), (36)

де (Gf̃)(t, ε) — оператор Грiна крайової задачi (29)-(31), який у даному випадку має
вигляд

(Gf̃)(t, ε) =

∫ T

0

G0(t, τ, ε)f̃(τ, ε)dτ+

+Y2n−1(t, ε)

([
Q0

U0Λ0

]−1

+O(εm+1−3h)

)
(M̃ξ(0, ε) + Ñξ(T, ε))− ξ(t, ε),
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де G0(t, τ, ε) — матриця Грiна вiдповiдної однорiдної крайової задачi, яка має наступний
вигляд:

G0(t, τ, ε) =

{
Y1(t, ε)Ỹ

∗
2n−1(τ, ε) +Km(t, τ, ε), якщо 0 ≤ τ < t ≤ T,

−Y2(t, ε)Ỹ ∗
2n−1(τ, ε) +Km(t, τ, ε), якщо 0 ≤ t ≤ τ ≤ T,

де

Km(t, τ, ε) = Y2n−1(t, ε)

([
Q0

U0Λ0

]−1

+O(εm+1−3h)

)
M̃Y2(0, ε)Ỹ

∗
2n−1(τ, ε)−

−Y2n−1(τ, ε)

([
Q0

U0Λ0

]−1

+O(εm+1−3h)

)
ÑY1(T, ε)Ỹ

∗
2n−1(τ, ε).

Перейшовши в рiвностi (36) до оцiнок за нормою i взявши до уваги умову 7◦ та
обмеженiсть всiх матричних i векторних функцiй, якi мiстяться в правiй частинi цiєї
рiвностi, дiстанемо оцiнку ∥ym(t, ε)∥ ≤ εm+1−3hc, де c — деяка стала, що не залежить
вiд ε. Повертаючись до замiни (28), дiстанемо оцiнку

∥x̃m(t, ε)∥ ≤ εm+1−3hc.

У результатi проведених мiркувань приходимо до наступного твердження.

Теорема 1. Якщо квадратична в’язка матриць L(t, λ) має на вiдрiзку [0;T ] простий
спектр, а саме: один нескiнченний та 2n− 1 скiнченних елементарних дiльникiв i вико-
нуються умови 1–8, то при досить малих ε iснує єдиний розв’язок крайової задачi (1),
(2), що виражається асимптотичною формулою

x(t, ε) = xm(t, ε) +O(εm+1−3h),

в якiй вектор xm(t, ε) визначаються за описаним алгоритмом.
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