
ISSN 1814�5566 print
ISSN 1993�3517 online

МЕТАЛЕВІ КОНСТРУКЦІЇ
МЕТАЛЛИЧЕСКИЕ КОНСТРУКЦИИ

METAL CONSTRUCTIONS

2014, ТOM 20, НОМЕР 4, 221–234
УДК 539.374
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Анотація. Робота присвячена перевірці правомочності застосування раніше розробленої методики по
визначенню пружно�пластичного напружено�деформованого стану (НДС) оболонок довільної форми
на основі теорії малих пружно�пластичних деформацій при лінеаризації розв'язання задач методом
пружних розв'язків. У кожному послідовному наближенні при розв'язанні пружної задачі використо�
вується варіаційне рівняння Лагранжа у переміщеннях точок серединної поверхні оболонки в кінцевих
різниць. При запису варіаційного рівняння Лагранжа зв'язок між напруженнями і деформаціями пред�
ставлено у формі закону Гука, але з додатковими членами, що враховують пластичні деформації. Гео�
метричні рівняння прийнято в лінійній постановці у формі співвідношень Коші. Матеріал характери�
зується відповідною діаграмою розтягу циліндричного зразка, модулем нормальної пружності і коефіці�
єнтом Пуассона. Кінематичні граничні умови задовільняються точно, а статичні – на вільних від
закріплення краях оболонки наближено. Розглядається задача про правомочність застосування теорії
малих пружно�пластичних деформацій і методу пружних розв'язків для незамкнутої циліндричної обо�
лонки постійної товщини, жорстко защемленої в окружному напрямку і шарнірно закріпленої у мериді�
альному напрямку з великим шарнірно закріпленим отвором при дії на неї рівномірно розподіленого
нормального до серединної поверхні навантаження. Це підтверджується шляхом побудови траєкторії
деформування у тривимірному підпросторові п'ятивимірного векторного простору А. А. Ільюшина для
елементів оболонки, що знаходиться у пружно�пластичному стані. Для цього розрахунок даної оболон�
ки здійснено при трьох значеннях навантаження, що дозволяє побудувати траєкторію деформування.
Робота присвячена актуальному питанню будівельної механіки оболонок при дії навантаження при
пружно�пластичному деформуванні у разі активного процесу навантаження.

Ключові слова: циліндрична оболонка, варіаційно�різницевий метод, метод пружних розв'язків,
інтенсивність дотичних напружень, функція пластичності, траєкторії деформування.
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Аннотация. Работа посвящена проверке правомочности применения ранее разработанной методики по
определению упруго�пластического напряженно�деформированного состояния (НДС) оболочек произ�
вольной формы на основе теории малых упруго�пластических деформаций при линеаризации решения
задач методом упругих решений. В каждом последовательном приближении при решении упругой
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задачи применяется вариационное уравнение Лагранжа в перемещениях точек срединной поверхности
оболочки в конечных разностях. При записи вариационного уравнения Лагранжа связь между напря�
жениями и деформациями представлена в форме закона Гука, но с дополнительными членами, учиты�
вающими пластические деформации. Геометрические уравнения приняты в линейной постановке в
форме соотношений Коши. Материал характеризуется соответствующей диаграммой растяжения ци�
линдрического образца, модулем нормальной упругости и коэффициентом Пуассона. Кинематиче�
ские граничные условия удовлетворяются точно, а статические – на свободных от закрепления краях
оболочки приближенно. Рассматривается задача о правомочности применения теории малых упруго�
пластических деформаций и метода упругих решений для незамкнутой цилиндрической оболочки
постоянной толщины, жестко защемленной в окружном направлении и шарнирно закрепленной в
меридиональном направлении с большим шарнирно закрепленным отверстием при действии на нее
равномерно распределенной нормальной к срединной поверхности нагрузки. Это подтверждается пу�
тем построения траектории деформирования в трехмерном подпространстве пятимерного векторного
пространства А. А. Ильюшина для элементов оболочки, находящихся в упруго�пластическом состоя�
нии. Для этого расчет данной оболочки осуществлен при трех значениях нагрузки, что позволяет
построить траекторию деформирования. Работа посвящена актуальному вопросу строительной меха�
ники оболочек при действии нагрузки при упруго�пластическом деформировании при активном про�
цессе нагружения.

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, вариационно�разностный метод, метод упругих
решений, интенсивность касательных напряжений, функция пластичности, траектории
деформирования.
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Abstract. The article is devoted to verification of competence of application of the before developed method
on determination of the resiliently�plastic tensely�deformed state of shells of arbitrary form on the basis of
theory of small resiliently�plastic deformations at linear approximations of decision of tasks the method of
resilient decisions. In every progressive approximation at the decision of resilient task, the variation equalization
of Lagranzha is used in moving of points of middle surface of shell in eventual differences. At the record of
variation equalization of Lagranzha connection between tensions and deformations is presented in form of
Hookers law, but with additional members, taking into account plastic deformations. Geometrical equa�
lizations are accepted in the linear raising in form of Cauchy relations. Material is characterized by the
proper diagram of tension of cylindrical standard, module of normal resiliency and Poisson ratio. Kinematics
scope terms are satisfied exactly, and static, on the free of fixing edges of shell, is approximately. The task
about the competence of application of method of resilient decisions for the unreserved cylindrical shell of
permanent thickness, hardly jammed in circuitous direction and joint fastened in meridional direction with
the large joint fastened opening at operating on it of the evenly distributed normal to the middle surface
loading, is considered. It is confirmed by the construction of trajectory of deformation in three�dimensional
subspace of the fivemeasured vector space of A. A. Il'yushina for the elements of shell being in the resiliently�
plastic state. For this purpose the calculation of this shell is carried out at three values of loading, that allows
to build the trajectory of deformation. Work is devoted to the up�to�date question of structural mechanics
of shells at the action of loading at resiliently�plastic deformation at the active process of loading.

Keywords: barrel shell, variation and difference method, method of linear approximation, density of shear
stress, plasticity function, strain path.
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Постановка задачи

В книге [2] разработана методика численного
расчета тонких упруго�пластических оболочек
произвольной формы постоянной и переменной
толщины при активных процессах нагружения
на основе метода упругих решений. В каждом
последовательном приближении решение зада�
чи упругости для тонких оболочек выполняется
разностным методом на основе вариационного
уравнения Ж. Лагранжа. При записи этого урав�
нения в перемещениях точек u, ν , w, точек сре�
динной поверхности физические уравнения
приняты в форме обобщенного закона Гука, но с
дополнительными членами, зависящими от пла�
стических деформаций:
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где Е – модуль упругости, μ – коэффициент Пу�
ассона материала оболочки. Кроме того, ма�
териал оболочки характеризуется диаграм�
мой растяжения цилиндрического образца в
виде функции ( )fσ ε= , которая перестраи�
вается к виду S = f(Г) по формулам:

3
)1(Г εμ+= ,
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Дополнительные члены, зависящие от пласти�
ческих деформаций в уравнениях (1), представ�
лены в виде:
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Значения пластических деформаций уточня�
ются от приближения к приближению в виде
дополнительных слагаемых к внешней нагрузке.
Эти дополнительные слагаемые вычисляем по

формуле Симпсона путем численного интегри�
рования, принимая по толщине оболочки опре�
деленное количество точек, обеспечивающих
требуемую точность решения задачи пластично�
сти. При этом сохраняется матрица системы раз�
ностных уравнений. Это дает возможность ре�
шать систему уравнений с использованием об�
ращения матрицы.

Основные относительные продольные дефор�
мации z

22
z
11 , εε  по направлению координатных

линий 1α  и 2α , и деформации сдвига zγ  приняты
в виде геометрически линейных соотношений,
связывающих с перемещениями u, ν , w, точек
срединной поверхности, по книге В. В. Новожи�
лова [4].

Компоненты девиатора деформаций
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Относительная деформация по направлению
нормали к срединной поверхности
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Индекс z в формулах (1, 2, 3) определяет по�
ложение произвольной точки по толщине обо�
лочки.

Функция пластичности в формулах (2)
А. А. Ильюшина [1] представляет такое выраже�
ние:

G
Gs−=1ω . (4)

Секущий модуль G
s
 и модуль сдвига G нахо�

дим по диаграмме растяжения цилиндрическо�
го образца из соотношений:

2G
s
 = SГ�1, 2G = Е(1+μ)�1. (5)

Интенсивность касательных напряжений S и
деформаций сдвига Г при плоском напряженном
состоянии находим по формулам [3, 5, 7, 8]:
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Это даёт возможность по найденным переме�
щениям u, ν , w, точек срединной поверхности



А. И. Демидов224

определить деформации z
11ε , z

22ε  и zγ   , а по форму�
ле (6) найти интенсивность деформаций сдвига.
По интенсивности деформаций сдвига, используя
диаграмму S=f(Г), найдем секущий модуль G

s
(5),

функцию пластичности (4) и уточняем дополни�
тельные члены (2) в каждом приближении. Про�
цесс последовательных приближений продолжа�
ется до тех пор, пока функция пластичности в двух
последовательных приближениях не будет отли�
чаться на сколь угодно малую величину δ , т. е.:

δ≤
ω
ω−ω −

n

nn 1 .

Воспользуемся этой методикой для решения
задачи о сходимости упруго�пластического реше�
ния задачи для незамкнутой цилиндрической
оболочки жестко защемленной по наружному
контуру при действии сосредоточенной силы
нормальной к её срединной поверхности.

Компоненты трехмерного вектора для плос�
кого напряженного состояния для элементов обо�
лочки, находящихся в упруго�пластическом со�
стоянии, определяются по формулам [9]:

1 11 2 11 11 22 3
3 1;   2 ;  γ 2
2 2

э e э e e e э⎛ ⎞= = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (7)

Для каждого значения нагрузки, таким обра�
зом, получаем точки трехмерного векторного
подпространства. Соединяя их, получаем про�
странственную линию. Если эта линия представ�
ляет прямую, то происходит процесс простого

нагружения [1, 9]. В этом случае теория малых
упруго�пластических деформаций при решении
данной задачи достоверно описывает напряжен�
но�деформированное состояние оболочки.

Пример решения задачи

Рассмотрим незамкнутую цилиндрическую обо�
лочку, жестко защемленную в окружном направ�
лении и шарнирно закрепленную в меридиональ�
ном направлении. Оболочка ослаблена большим
прямоугольным отверстием. Края отверстия
шарнирно закреплены так, что перемещение по
нормали к срединной поверхности ограничено
полностью, т. е. прогибы w на краях отверстия не
возникают.

При расчете приняты такие исходные данные:
толщина оболочки h = 0,05 м, R = 1,5 м, длина
оболочки l = 6,4 м, уголα π= . Коэффициент Пу�
ассона μ = 0,3, модуль упругости 51,95 10E = ⋅  МПа.
Оболочка изготовлена из стали ЭИ�195. Диа�
грамма растяжения цилиндрического образца из
такой стали, представлена на рис. 1. Расчетная
схема данной оболочки представлена на рис. 2,
на котором показана сеточная область размером
26×20 узлов с тем расчетом, что задача упруго�
сти будет решаться вариационно�разностным
методом в каждом последовательном приближе�
нии.

В таблице 1 показаны величины прогибов в
узлах по ряду i = 13 в направлении узлов
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Рисунок 1. Диаграмма растяжения стали ЭИ�195.
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2 20j≤ ≤   при упругом и упруго�пластическом
решении для нагрузки q=11 МПа. Эта таблица
проиллюстрирована соответствующими графи�
ками на рис. 3. Из этой таблицы и графиков сле�
дует, что с учетом пластического деформирова�
ния оболочки с несимметричным вырезом гра�
фик прогибов значительно смещается в положи�
тельном направлении координатной оси 2α . При
этом в узле 13,13 прогибы уменьшились на 25,25 %,
а в узле 13,16 их значения возросли на 16,67 %.
Следует отметить изменение качественной карти�
ны прогибов в направлении линии 2( )jα  оболоч�
ки, так как в этом направлении нарушена сим�
метрия оболочки отверстием, а это соответству�
ет большему значению равнодействующей внеш�
ней загрузки q для нижней поверхности оболоч&
ки.

В таблице 2 и на рис. 4 даны значения изгиба�
ющих моментов М2 по ряду i = 13 в направлении
узлов 2 20j≤ ≤  при упругом и упруго�пластиче�
ском решении так же для нагрузки q=11 МПа. По
этим моментам статические граничные условия
удовлетворяются на всех шарнирно закрепленных
краях оболочки и отверстия. В пластической об�
ласти в зоне отверстия при перераспределении
внутренних усилий в сечениях оболочки изме�
нились, например, моменты М2: узел 13.5 при уп�
ругом решении М2 = 148,034 кНм/м до значения

М2 = 100,949 кНм/м при пластическом решении; узел
13.12 при упругом решении М2 = 117,948 кНм/м до
значения М2= – 65,682 кНм/м при пластическом
решении.

Расчетом установлено, что первые остаточные
деформации начинают появляться в узле 13.11
при нагрузке q = 1,6 МПа, что соответствует зна�
чению интенсивности касательных напряжений
по диаграмме растяжения S = 225,2 МПа. В таб�
лице 3 представлены значения интенсивности
касательных напряжений в этом узле при значе�
ниях данной нагрузки 3, 5 и 8 МПа при упругом
и упруго�пластическом решении задачи по оп�
ределению НДС по толщине оболочки. Здесь
видно, что возник пластический шарнир. При из�
менении нагрузки q в от 5 до 8 МПа в зоне пла�
стического шарнира интенсивность касательных
напряжений S возросла от 371,9 до 405,4 МПа,
т. е. на 8,25 %. При увеличении нагрузки q от 8 до
11 МПа процесс упрочнения материала значи�
тельно снизился к 1,8 %.

В таблицах 4, 5 даны поля интенсивности ка�
сательных напряжений S, которые возникли при
действии нагрузки q =11 МПа на нижней свето�
вой поверхности оболочки. В соответствии с
этими значениями на рис. 5 и 6 представлены
графики этих напряжений при упругом и пла�
стическом решении.

Рисунок 2. Расчетная схема цилиндрической оболочки с большим несимметрично расположенным шарнирно
закрепленным прямоугольным отверстием.
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Прогибы 3w 10⋅ (м)  
Упругое 
решение 

Пластическое 
решение j 

i=13 
2 0,000 0,000 
3 6,630 6,866 
4 9,409 9,409 
5 7,252 6,570 
6 0,000 0,000 
7 0,000 0,000 
8 0,000 0,000 
9 0,000 0,000 
10 0,000 0,000 
11 0,000 0,000 
12 7,555 2,450 
13 11,080 8,254 
14 11,650 11,140 
15 10,510 11,370 
16 8,448 9,856 
17 5,861 7,218 
18 2,983 3,831 
19 0,000 0,000 

Таблица 1. Значения прогибов
по ряду узлов i=13

Таблица 2. Моменты М
2
 при

упругом и при пластическом
решении

Вид решения 
упругое пластическое 

i=13 j 
M2,кНм/м M2,кНм/м 

2 0,0002 0 
3 111,3406 118,4385 
4 142,4549 140,4875 
5 148,034 100,939 
6 0 0,0608 
7 0 0 
8 0 0 
9 0 0 
10 0 0 
11 -0,0002 0,0255 
12 117,948 -65,682 
13 85,0692 83,4854 
14 46,0603 73,1117 
15 22,5157 45,8805 
16 10,9445 27,8915 
17 5,606 18,2727 
18 2,4782 11,8195 
19 0,00 0,0 

Рисунок 3. Прогибы w·103 (м) по ряду узлов i=3 сеточной области при
упругом и пластическом решении задачи.
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Рисунок 4. Изгибающие моменты М
2

 по линии узлов i=13 при упругом и
пластическом решении при нагрузке q=11 МПа.
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2α

Рисунок 5. Интенсивность касательных напряжений на нижней световой поверхности оболочки при q=11 МПа
(упругое решение).

S(– h/2), МПа

1α

S(– h/2), МПа

Рисунок 6. Интенсивность касательных напряжений на нижней световой поверхности оболочки при q=11 МПа
(пластическое решение).
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Таблица 6 и рис. 7 иллюстрируют располо�
жение пластических зон в зависимости от сте�
пени развития пластических деформаций, что
соответствует числам 1, 2,…7. Чем больше чис�
ло, тем зона пластичности соответствует боль�
шей величине остаточной деформации.

В таблице 7 даны значения компонент трех
мерного вектора деформаций Э3 (Э1, Э2, Э3), оп�
ределяемых по формулам (7) при трех значени�
ях нагрузки q 3, 5 и 8 МПа для элемента оболоч�
ки в окрестности узла 13.11 на нижней световой
поверхности оболочки. По этим значениям про�

екций построены графики в координатных плос�
костях, Э1–Э2, Э2–Э3, Э3–Э1 на рис. 8. По этим
графикам видно, что проекции траектории де�
формирования близки к прямым линиям. Сле�
довательно, и сама траектория будет прямой.
Это позволяет утверждать, что соотношения те�
ории малых упруго�пластических деформаций
достоверно описывают напряженно�деформиро�
ванное состояние рассматриваемой оболочки с
большим несимметрично расположенным пря�
моугольным отверстием, края которого шарнир�
но закреплены [9].

Рисунок 7. Расположение зон пластичности при z = – h/2, нагрузка q =11 МПа.
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Таблица 6. Нумерация зон пластичности в зависимости от величины интенсивноти деформаций сдвига и
величины интенсивности касательных напряжений

Интенсивность 
деформаций сдвига 

Интенсивность касательных 
напряжений, МПа №№ зон  

пластичности при Номера 
узлов Г(– h/2) Г(0) Г(h/2) S(– h/2), S(0), S(h/2), z = – h/2 z = 0 z = h/2 
10,11 1,10·10– 2 9,96·10– 3 8,91·10– 3 410,70 409,08 407,18 7 7 6 
14,5 6,62·10– 4 1,10·10– 3 1,87·10– 3 99,29 165,52 251,24 0 1 2 

14,11 1,20·10– 2 1,18·10– 2 1,16·10– 2 412,17 411,87 411,59 7 7 7 
15,6 5,08·10– 3 3,68·10– 3 2,35·10– 3 372,21 345,59 287,70 4 3 2 

Таблица 7. Значения компонент вектора деформаций в узле 13,11 при действии нагрузок q = 5,0; q = 8,0;  q = 11,0 МПа

Компоненты вектора деформаций, узел 13,11 
Нагрузка на оболочку, МПа 

5,0 8,0 11,0 Вид 
решения Э1(−h/2) 

×104 
Э2(−h/2) 
×104 

Э3(−h/2) 
×104  

Э1(−h/2) 
×104 

Э2(−h/2) 
×104 

Э3(−h/2) 
×104  

Э1(−h/2) 
×104 

Э2(−h/2) 
×104 

Э3(−h/2) 
×104  

Пластическое −7,952 83,27 −5,895 −11,38 134,3 −8,233 −13,9 190,0 −10,7 



К вопросу о применимости теории малых упруго&пластических деформаций ... 233

Литература

1. Ильюшин, А. А. Сопротивление материалов
[Текст] / А. А. Ильюшин, В. С. Ленский. –
М. : Физматгиз, 1959. – 372 с.

2. Избранные методы строительной механики в рас�
четах пространственных конструкций [Текст] :
учебное пособие / В. Ф. Мущанов, В. В. Кулябко,
В. М. Левин [и др.] ; под общей ред. д. т. н., проф.
В. Ф. Мущанова. – Макеевка : ДонНАСА, 2006. –
292 с.

3. Мущанов, В. Ф. Линейные и нелинейные задачи
теории упругости в расчетах тонкостенных кон�
струкций [Текст] / В. Ф. Мущанов, А. И. Деми�
дов. – Макеевка : ДонГАСА, 2000. – 182 с.

4. Мущанов, В. Ф. Упруго�пластическое состояние
круговой тороидальной оболочки с прямоугольным
отверстием [Текст] / В. Ф. Мущанов, А. И. Деми�
дов // Современное промышленное и гражданское
строительство. – 2007. – Том 3, № 2. – С. 67–77.

5. Демидов, А. И. Упруго�пластическое напряженно�
деформированное состояние тонкой незамкнутой
тороидальной оболочки [Текст] / А. И. Демидов //
Современное промышленное и гражданское строи�
тельство. – 2006. – Т. 2, № 4. – С. 163–176.

6. Мущанов, В. Ф. Упруго�пластическое напряжен�
ное состояние круговых конических оболочек

References

1. Iliushin, A. A.; Lenskii, V. S.  Structural resistance.
Moscow: Fizmatgiz, 1959. 372 p. (in Russian)

2. Mushchanov, V. F. (Ed.); Kuljabko, V. V.; Levin, V. M.
et al. Select methods of structural mechanics at
calculation space structures. Textbook. Makeevka:
DonNASEA, 2006. 292 p. (in Russian)

3. Mushchanov, V. F.; Demidov, A. I. Linear and nonlinear
problems of elasticity theory in the calculation of thin�
wall constructions. Makeevka: DonSASEA, 2000.
182 p. (in Russian)

4. Mushchanov, V. F.; Demidov, A. I. An elastic�plastic
state of a circle toroidal shell with a rectangular
opening. In: Modern Industrial and Civil Construction,
2007, Volume 3, Number 2, p. 67–77. (in Russian)

5. Demidov, O. I. An elastic�plastic stressed�deformed
state of a thin unclosed toroidal shell. In: Modern
Industrial and Civil Construction, 2006, Volume 2,
Number 4, p. 163–176. (in Russian)

6. Muschanov, V. F.; Demidov, A. I. Plasto�elastic
stressed state circular conical shell structure of a
tapered and constant thickness with a hole. In:
Metal Constructions, 2008, Volume 14, Number 3,
p. 125–142. (in Russian)

7. Novozhilov, V. V. The theory of thin shells. Leningrad:
Sudpromgiz, 1962. 432 p. (in Russian)

Рисунок 8. Проекции траектории деформирования материала оболочки в узле 13,11 на нижней световой поверх�
ности.

Точка 1 – при q
zz  

= 5 МПа
Точка 2 – при q

zz  
= 8 МПа

Точка 3 – при q
zz  

= 11 МПа

z = – h/2 z = – h/2



А. И. Демидов234

переменной и постоянной толщины с отверсти�
ем [Текст] / В. Ф. Мущанов, А. И. Демидов //
Металлические конструкции. – 2008. – Т. 14,
№ 3. – С. 125–142.

7. Новожилов, В. В. Теория тонких оболочек [Текст] /
В. В. Новожилов. – Ленинград : Судпромгиз,
1962. – 432 с.

8. Шевченко, Ю. Н. Методы расчета оболочек. Те�
ория упруго�пластических оболочек при неизо�
термических процессах нагружения [Текст] /
Ю. Н. Шевченко, И. В. Прохоренко. – Киев :
Наук. думка, 1981. – 296 с.

9. Шевченко, Ю. Н. Термопластичность при пере�
менных нагружениях [Текст] / Ю. Н. Шевчен�
ко. – Киев : Наук. думка, 1970. – 288 с.

10. Sen, S. K. Criteria for finite element discrimination of
shells of revolution [Текст] / S. K. Sen, P. L. Gould //
Int. J. for Numerical Methods in Engineering. –
1973. – 6,2. – Р. 265–274.

11. Stang, G. Linear algebra and its applications [Текст] /
G. Stang. – New York, Sanfrancisco, London : [s. n.],
1976. – 456 p.

12. Коларов, Д. Механика на пластичните среди
[Текст] / Д. Коларов, Н. Бончева. – София : Из�
дательство на Българската Академия на науки�
те, 1975. – 510 с.

Демидов Олександр Іванович – к. т. н., доцент кафедри теоретичної і прикладної механіки Донбаської націо�
нальної академії будівництва і архітектури. Наукові інтереси: фізичні лінійні і нелінійні задачі теорії тонких
оболонок постійної і змінної товщини з отворами.

Демидов Александр Иванович – к. т. н., доцент кафедры теоретической и прикладной механики Донбасской
национальной академии строительства и архитектуры. Научные интересы: физически линейные и нелиней�
ные задачи теории тонких оболочек постоянной и переменной толщины с отверстиями.

Demidov Alexandr – PhD (Eng.), Associate Professor; Theoretic and Applied Mechanics Department, Donbas
National Academy of Civil Engineering and Architecture. Scientific interests: physically linear and nonlinear tasks of
theory of thin shells of permanent and variable thickness with openings.

8. Shevchenko, Yu. N.; Prohorenko, I. V. Analysis
method of shells. The theory of elasto�plastic shell in
the nonisothermal process of loading. Kyiv: Scientific
thought, 1981. 296 p. (in Russian)

9. Shevchenko, Yu. N. Thermal plasticity in the process
of variable loading. Kyiv: Scientific thought, 1970.
288 p. (in Russian)

10. Sen, S. K.; Gould, P. L. Criteria for finite element
discrimination of shells of revolution. In: Int. J.
for Numerical Methods in Engineering, 1973, 6,2,
p. 265–274.

11. Stang, G. Linear algebra and its applications. New
York, Sanfrancisco, London: [s. n.], 1976. 456 p.

12. Kolarov, D.; Boncheva N. Mechanic of sphere
plasticity. Sofia: Publishing house of Bulgarian
Academy of Science, 1975. 510 p. (in Bulgarian)



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /OK
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS ()
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




